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QUELQUES REMARQUES AU SUJET DE LA THEORIE
DES SURFACES REGLEES DANS DES ESPACES PROJECTIFS
DE DIMENSION IMPAIRE

Avois Svec, Praha
(Regu le 10 juin 1959)

Lors de I’étude des surfaces réglées dans les espaces projectifs de
dimension impaire 2n -+ 1 un réle important est joué par les formes qua-
siflécnodales f;(t) et par les invariants j;, au nombre de n, introduits
par M. E. CecH [3]. Dans le cas de Sy, ils se réduisent & la forme fléeno-
dale f(t) et invariant j. En cherchant la solution du probleme des dé-
formations projectives du second ordre des surfaces réglées dans S,
on voit que deux surfaces en déformation projective sont caractérisées
par P’égalité de leurs formes fléenodales, les déformations d’une surface
donnée dépendent alors d’une fonction j d’une variable. 11 est naturel
de se poser la question de savoir quelle est la signification géométrique
de I’égalité de toutes les formes quasifléenodales de deux surfaces dans
Sy, +1- Dans le présent travail, ce probléme est résolu d’une fagon encore
plus générale et I'on établit la signification géométrique de I’égalité .
des formes f, ., ..., f,, et des invariants j,+p, - 7,1 (2 <p). On
étudie en détail le cas p = ¢ = 0.

1. Dans l'espace projectif n-dimensionnel S, soit donnée une courbe y,
(' = (C(t) par I’équation

(1) Cn1) = Z Prirr O (C(i) = d’O)
i=0 di?

Dans I'espace S, soit donnée une autre courbe y, C = C(t) par I'équation
©) corn = 55,0,
i

le deux courbes étant en correspondance f donnée par le paramétre commun ¢.
M. E. Cech a montré (v. [1] et [2]) que la correspendance f : y — y peut étre
étendue en correspodance F : 8, — S, qui est enveloppe d’un systéme mono-
paramétrique d’homographies K(f). Si les points analytiques C(t), C(t) sont
donnés, j’obtiens

(3) K@) City =00y, i=0,..,n;

s
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done, f étant donné, F dépend du choix des facteurs scalaires des points C,
C. Pour un ¢ arbitraire K(t) est ’homographie tangente de la correspondance
F, existant entre les espaces (n — 1)-osculateurs correspondants S,_;, S,_,
des courbes y, y. Pour chaque point X €8, _; il existe une droite totalement
K(t)-linéarisante

n

@ ) =[X,EO] ot Bl) =3 P inll) — Pa_ssalt)) CO) .

i=0
Je désigne par K(t) les homographies K(f) pour lesquelles F( ) est situé dans
I’hyperplan osculateur de la courbe 7, ce qui donne p, = pl, d’ou j’obtiens:
Si dans (1) et (2) je normalise C, C de fagon & avoir p, = p, = 0, alors les
homographies K(t) (3) sont déterminées sans ambiguité par le fait qu’elles ont une
enveloppe et que la droite totalement K(t)-linéarisante p(t) est située dans I'hyper-
plan osculateur de la courbe.
Pour le raisonnement de ci-dessus voir [4]; j'appellerai homographie locale
de la correspondance f : ¥ — ¥ ’homographie donnée par (3).

2. Soit donnée dans S,,,, une surface réglée =

®) 2w, v) = y(v) + uz(v) ,

soient
n-1 n-1 n-1 n-1

(6) YD =S a gD 4 > b2, 2D = 3 ey 4 > d2d
i=0 i=0 i=0 i=0

les équations fondamentales, de sorte que 1’on suppose la normalisation
(7) (Y, 2,9, 2", oy y™, 2M) = 4 1,
les courbes x = y(v) + kz(v), k = const., sont quasiasymptotiques et les

formes fondamentales de Cech et les invariants (cf. [3] et [5]) deviennent
(t=0,..,n—1)

(8) ft) = — b2 + (a, — d,)) tity + cad,
(9) 2j; =a; +d;.

Soit donnée une autre surface 7 dans Sy,.;

(10) z(u, v) = y(v) + uz(v),

7 et 7w étant en correspondance quasiasymptotique en laquelle les droites
génératrices se correspondent projectivement. Pour la surface z j’ai les équa-
tions (6) — (9) que j’obtiens & partir de (6) — (9) tracant une barre sur toutes
les expressions (excepté u et v).

Pour chaque v = v, il existe une homographie K :S,,,; —> Syuy; telle que
les surfaces Kz et 7w ont en chaque point (u, »,) un contact analytique d’ordre
7; la plus générale est

11y  Kyo :Z(;) Ay KEW‘)_—.Z(;.) ANy =0, m.

j=0 j=0
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J’appelle droite K-linéarisante au point z(u, v) la droite I = [z, #] ont

n-1 n-1
(12) L =3 My® +4 > Nz 4 My™ 4 Nam
i=0 i=0
n—i-1
149\ ., - n 41
M, = z ( j‘?) Ay i — dol; — ( j )ln+lvi +
j=0
n—i-1 R
1 —
+u { z ( + 7) AiCivs — Aoci} >
j=0 !
n—-i-1 R
Nz':z (l_}-—j)zjgwa‘_lobi"‘
A
BRI n 41
+ u{ Z ( + 7) Al y; — Aoy — ( -i— ) Z’ﬂ-}-l-‘i} )
o\
M=—mn+1)24, N=—(n-+1)Au; A, quelconque;

sa signification géométrique est la suivante: Soit y une courbe sur z passant
par le point x(u, v) et soit p la courbe correspondante sur z. La condition
nécessaire et suffisante pour que y et Ky aient au point x un contact analytique
d’ordre n + 1 est que la droite ! soit indéterminée (c’est-a-dire & = (.) ).
Si I est la tangente a la courbe y au point z, alors y et Ky ont en ce point un
contact géométrique d’ordre n + 1. Si les cas précités ne se présentent pas,
l est le lieu géométrique des points w =+ = pour lesquels on a: les projections
des courbes y et Ky du point w dans un hyperplan arbitraire passant par le
point x ont au point x un contact analytique d’ordre n -+ 1. Pour cette pro-
position voir [6].

3. En s’appuyant sur les considérations du N°1, on peut caractériser
d’une maniere géométrique I’homographie locale

(14) Ky =y | Kz® =20, §=0,...,n,
c’est-a-dire
(15) ) h=LiAh=..=2,=0,

parmi les homographies (11).

Je choisis sur & arbitrairement deux courbes quasiasymptotiques, par exemple
directement y = y(v), z = 2(v) et je considére une valeur fixe du parameétre
v = v,. Je projette la courbe y = y(v) de 'espace { = [2(vy), 2’ (vy), - - -, 20 ()]
dans un sous-espace quelconque S, c S,,,; en obtenant ainsi une courbe
projectivement équivalente a 7 = #n(v) = [y(v), ¢]. Dans S,,., je procéde
d’une maniére analogue avec les courbes ¥ = y(v) et z = z(v). L’homographie

N

(11) induit une homographie entre les étoiles des sous-espaces & axe { et C
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respectivement qui induit & son tour une homographie K’ entre les sous-
espaces S,, S,. Maintenant, K’ est I'homographie locale de la correspondanc:
f" i m(v) — n(v) au point v = v, si et seulement si (15) a lieu.

Pour '’homographie locale (14) les équations (12) se réduisent a

(16) M, =a; —a, + u(zi —¢;) — (n _i— 1) Doi—i s
_ : 1
Ni:bi—b,+u(@f—¢4—(Lé )aﬂqy
M=N=0.

Je dirai quune correspondance T : 7 —m est du type To, (— 1 =p = q,
0 = q) si pour chaque valeur » = v, I'homographie locale K jouit de la pro-
priété que la droite K-linéarisante au point (u,v,) est située dans 1'union
linéaire de I'espace p-osculateur de la surface = le long de la droite [y(v,),
2(vy)] avec lespace g-osculateur de la courbe quasiasymptotique passant
par le point (u, v,), c’est-a-dire dans 'espace déterminé par les points

Y, 2 ?/,, Z,: (RS} ?/(p), z(p), ?/("H) + uz(p—%l)’ AR ?/(q) 'J(‘ uz(® .

On peut évidemment se borner au cas de p, ¢ = n — 1. Pour la définition
des correspondances du type 7', (dont 7', représente un cas particulier) voir
[6] d’ol1 'on tire aussi:

On a
(17) fAt) = ft) pour i=mn—1ln—2 ., pt1
et

= . n 1 .
(18) 7 =79: + ( + )Z,,H,L- pour i =n — l,n—2 ... q+1
)
si et seulement si la correspondance T : 7w — 7 est du iype Tp,. Comme je supposs

q=0,jaii =q+ 1 =1 et je peux écrire (18) tout simplement comme
(19) ji=ij;pour i =mn —1,m —2,...,q + L.

Soit donnée une surface s, cherchons la généralité de ses transformations
7 du type Tp,. De la surface 7 je connais les formes f,,y, ..., f,_ et les invariants
Jasts -+ Juo (égaux aux formes et invariants correspondants de la surface z),
je peux donc choisir arbitrairement les formes et invariants fo, ..., f,, jos - s j3
le probléme de la généralité se trouve donc réduit au probleme de trouver
le nombre d’invariants déterminant les formes f,, ..., f, lorsque les formes
Foitr - s [n_1 sONb connues. Dans le cas général ott le discriminant de la forme
Foalt) = At} + 2Btt, + Cts et celui de f, ,(t) = A’t, + 2B't;t, + C't, sont
non-nuls, les transformations Ty, de la surface donnée v dépendent de 3p + q + 4
fonctions d’une vartable; voir [3] ou [5].
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4. Je vais maintenant considérer en détail les correspondances 7' du type
T3,; dans ce cas la droite K-lindarisante I = [2, Z] soit coincide avec la droite
génératrice p de la surface, soit reste indéterminée. On a nécessairement
(20) fity = ft),j; =74, pour i =1, ..,m —1.

Dans ce qui suit, je suppose que l'on n’est pas dans le cas trivial d’égalité
q J ppose que 1 g
projective des surfaces @ et @ ol fo(t) = fo(t), 7o = Jo-

A partir de (16) on trouve aisément que la droite K-linéarisante au point
Ly -tz est
(21) [ty + tyz, Ty + Ts2]
ou T, et T, sont déterminés par les relations
(22) o'y = (ag — ag) ty 4 () — ¢o) 5,

0Ty = (by — o) t, + (dy — do) £y (0 #+ 0) .

Le point ¢,y + t,z sera appelé principal si la droite (21) en ce point est indé-
terminée. 11 s’ensuit de ce qui précéde que deux courbes y ¢ 7 et Ky en corros-
pondance, passant par le point principal y ont un contact analytique d’ordre
n —+ 1.

La condition nécessaire et suffisante pour que ’homographie

H(tyy + tyz) =Ty + Ty

soit identité est que
(23) fo(t) = fy(t)
Mais alors chaque point de la droite [y, z] est principal et les deux surfaces =
et 7 sont en déformation projective d’ordre n 4 1. Le cas ot H est une invo-
lution est caractérisé par la relation
o4 o= .

Pour compléter, il reste d’établir la signification géométrique de Ihomographie
H (22). Soit r = r(v) la quasiasymptotique passant par le point t,y(v,) +
+ ty2(vy) et soit ¥ = r(v) la quasiasymptotique correspondante dans 7' : 7 —
— 7. On a (j’écris partout dans la suite e 4D (vy), ete.)

< 1
= 257 (0 =) (LY + )

et d’une maniére analogue pour 7(v). Pour A7 je recois

_ 5o < -
K(0) = > 45 (0 — o) (W +0a29) + 3 5 (0 — v (WKT -+ LK)

i-n+l ¥
Je fixe ¢; et ¢, et je construis la surface réglée P(t,, t,) dont les droites généra-
trices joignent les paires de points correspondants (c’est-a-dire de méme »)
des courbes 7 et K7; je définis la droite génératrice passant par ¢y, -+ .z,
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comme lim [r, K7]. Si le point ;%o + 2% n'est pas principal, P(i,, t,) est déter-

minée par les courbes r = r(v) et § = (v) ou
L > Lt 6K — y) (K — 2]

§ = :
(’ﬂ, 1)' i—n+1 ?
on a évidemment
7 ’ ’
7o = biyo + a2, To = t¥o + ta2o

l ’ ’
So =Ty + T2y, sq= 2 (Tyyo + Taze) + (%o + () 2

ou 7, sont déterminés (pour ¢ = 1) par (22). Le plan tangent & la surface
P(t,, t,) au point Uz, + U,s, est déterminé par les points

1 ’ !
Yos 20, w1 = Uy(tyyg + toz) + P Uo(Tys 4 T2 s

le plan tangent de la surface = étant donné par
Yos 29 Wp = ljl(tly(l) + t2z;) + Uz(Tl?/(,) + Tyzo) -

le point #,y, + t,z, n’étant pas principal, w; et w, sont linéairement dépendants
seulements pour U,U, = 0 de sorte que les plans tangents aux surfaces n
et P(t,, t,) ne coincident qu’aux points £y, + 52, T4y + Ts2,. Par 14, ’'homo-
graphie (22) est suffisamment décrite du point de vue géométrique.
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Peswowme

K TEOPUU JIMHENYATBHIX TIOBEPXHOCTEN B 1HPOEKTUBHBIX
ITPOCTPAHCTBAX HEYETHO PASMEPHOCTU

AJIOUC WIBEIL (Alois Svec), Ilpara

Ilycrs B mpocrpancTBe Sy, q HAHB TUHEHYATHIC MOBEPXHOCTH 7T, T ypaBHC-
unamu (5), (6), cooTs. aHasornuupivm ypanpHenuamm (5), (6), u Meusly muMm
coorsercreue 1% w = w, v=v. Jlamee reoMeTpuUYECK: O0XapaKTEPU30BAHA
n-conpuKacalomasces Kojampeanus (14), 6iarojaps KOTOpPoMl VIS KayKAou
napsl COOTBETCTBYIONUX JPYT APYIy TOYCK BO3HUKAaeT ToTajdbHo K-InHeapu-
3upymomas npsmas l(u, v), cBoiicTBa KoTopoil oGoGuaior ¢cBoiicrBa K-rimHeapu-
B3UPYIOLNX HPAMBIX COOTBETCTBUA ME;AY ABYMsi npocrpancrBamu (D Hex).
T ccrb coorsBercTBME THIA T;q, ecu l(w, v) JICIKAT B JIMHCHHOM COCHUHCHWH
P-CONPUKACAIOMICIOCH TPOCTPAHCTBA IIOBEPXHOCTH 7 BIOJb NPAMOUM P(v) € &
¢ g-CONPUKACAIONMMMCS IPOCTPAHCTBOM KBA3UACHMITOTHYCCKOU KPUBOM, HPO-
Xojstmeit uepes Toury (u, v); T 6yper tuua Tp,, ecin u 06RO ecatu f4(t) = f,(f)
wsmi=n—1,n—2.,p+luj=jmmi=n—1,n—2..,¢g+1L
3jiechb f;() m §; osmavaor gopmel 1 maBapuante ). Yexa (cm. [4]). B cayuae
P = ¢ =0 Oyxyr TOYKM IPAMOH P(v), B KOTOPLIX ¢(%, v) HColpejeicHHA, ca-
 MOCOTIPSIZKEHHBIMU ToYKaMu Kosumueannn H(ty -+ t,2) = Ty + Tyz, Tne T
u T, namel cooTnomenusavu (22); H sBiserca TOmICCTBOM IS fo(t) = fo(?)
U MHBOJIOIAEIT JJTsT §o = Jo- B 3aKiI0ueH1e Halileno TeoMeTpuieckoe ITOCTPoeHe
roymmmueannum H.
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