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Ч Е Х О С Л О В А Ц К И Й М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Й Ж У Р Н А Л 
Математический институт Чехословацкой Академии наук 

Т. 11 (86) ПРАГА 15. III. 1961 г., No 1 

SUR LA THÉORIE DES PROBLÈMES VARIATIONNELS DISCONTINUS 
AUX EXTRÉMITÉS VARIABLES DANS L'ESPACE 

M. K. KÉRIMOV, Moscou 

(Reçu le 18 février 1959) 

En hommage à M. L. A. Lusternik, 
à l'occasion de son soixantième anniversaire. 

Dans le présent travail, on étudie les problèmes variationnels discontinus aux 
extrémités variables dans l'espace multidimensionnel (cas non-paramétrique). 

On démontre les conditions nécessaires du minimum, qui se basent sur la 
théorie de la variation première et partiellement sur celle de la seconde (conditions 
d'Euler, Legendre, Weierstrass, conditions de transversalité, condition de discon
tinuité et celle de Jacobi en interprétation géométrique et à l'aide du signe de la 
variation seconde). 

Introduction. C'est au cours des recherches dans le domaine de la physique, qu'on 
se heurte aux problèmes discontinus du calcul des variations, en étudiant, notamment, 
les phénomènes de la propagation de la lumière dans les milieux dont les propriétés 
changent d'une façon brusque (Voir [1], pp. 222-223; [2], pp. 58-59) . 

C'est le mémoire [3] qui inaugure les recherches systématiques des problèmes 
discontinus. Les conclusions principales de cet ouvrage sont souvent mentionnées 
par tous les traités détaillés sur le calcul des variations (voir, par exemple, [1], 
pp. 219 — 223; [4], pp. 389 — 392). Le mémoire [3] est consacré à la solution du prob
lème régulier discontinu variationnelplan aux extrémités fixes sous forme paramétrique; 
on y a déterminé les conditions nécessaires et suffisantes du minimum. Il est à noter 
que dans ce mémoire la condition de Jacobi est établie à l'aide du théorème de l'en
veloppe. 

Dans l'ouvrage [5], on généralise les résultats obtenus pour le cas de l'espace 
à trois dimensions. 

Le mémoire [6] est consacré aux études du problème discontinu de la forme para
métrique aux extrémités fixes dans l'espace л-dimensionnel où quelques conclusions 
concernant la théorie de la variation seconde sont aussi données. On affirme, dans le 
travail [7], que grâce à un certain changement des variables, les problèmes susmen
tionnés peuvent être transformés en problème généralisé de O. BOLZA. 
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Enfin, on doit signaler le mémoire [8] consacré au problème du cas plan non para
métrique aux extrémités fixes avec une discontinuité spéciale de la fonction sous le 
signe de l'intégrale (discontinuité par rapport à une seule variable). 

La théorie du problème généralisé de Bolza étant assez compliquée, nous avons 
fait une tentative d'appliquer directement la théorie concernant les problèmes plans 
classiques du calcul des variations sous forme non paramétrique à la formulation 
la plus générale (cas non régulier avec la discontinuité de la fonction sous le signe J 
par rapport à tous les arguments aux extrémités variables; voir [9], [10], [11], [12]). 

Aux cours de nos études nous avons découvert que pour le problème discontinu 
sous une forme aussi générale, on peut obtenir toutes les conditions nécessaires 
et suffisantes pour le minimum, en généralisant les résultats correspondants pour 
le problème continu classique le plus simple. 

Dans le présent travail, nous nous proposons d'étudier le problème variationnel 
discontinu non régulier aux extrémités variables sous forme non paramétrique dans 
l'espace à n + 1 dimensions, et, en nous basant sur la théorie de la variation première, 
partiellement sur celle de la seconde, nous voulons démontrer les conditions nécessai
res pour le minimum. 

Au paragraphe 1 on donnera la formulation exacte du problème. Le paragraphe 2 
sera consacré à la démonstration de la condition nécessaire d'Euler. Au paragraphe 3 
on traitera les conditions de tranversalité et de discontinuité. Au paragraphe 4 on 
développera les conditions de Weierstrass et de Legendre. Au paragraphe 5 on 
s'occuppera de la construction de la famille d'extrémales angulaires, contenant 
l'extrémale angulaire donnée. On y donnera aussi la définition du foyer conjugué 
à l'aide de la famille d'extrémales angulaires construite. Le paragraphe 6 sera consacré 
à la condition de Jacobi: on y démontrera le théorème de l'enveloppe pour les problè
mes discontinus à l'aide duquel (naturellement, en respectant certaines restrictions 
connues) on établira la condition nécessaire de Jacobi en utilisant les foyers conjugués. 

Le paragraphe 7 traite quelques questions de la théorie de la variation seconde. 
On calcule la variation seconde pour la fonctionnelle discontinue et on démontre la 
condition de Jacobi à l'aide du signe de la variation seconde. 

Dans le courant de notre exposé nous .suivrons de près l'exposé du livre de G. A. 
BLISS [13], et celles des affirmations concernants les problèmes variationnels dis
continus qui peuvent facilement être déduites des affirmations correspondantes pour 
les problèmes continus, seront données sans démonstration. Nous supprimerons 
de plus le signe de la somme dans les formules aux indices répétés, par exemple, au 

n 

lieu de ^y^i nous écrivons yp^ 

1. CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAIRES. FORMULATION DU PROBLÈME 

Soient (x,yl9y29...,y^) = (x9y) les coordonnées rectangulaires d'un point de 
l'espace euclidien à n + 1 dimension En+\ R u n domaine simplement connexe fini 
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et ouvert dans En+1, E102 une courbe angulaire composée de deux arcs réguliers E10 

et E02, se trouvant entièrement à l'intérieur de R, et représentée par les équations 

/ \/УТ(х), x1 < x < x° , ,, , л ч 

où les fonctions j f(x) sont univoques et continues et possèdent une dérivée continue 
dans l'intervalle x1 ^ x ^ x2, sauf au point x = x° qui est pour y[(x) un point de 
discontinuité de première espèce. 

Admettons que la courbe E102 coupe successivement les variétés я-dimensionnelles 
M1, M0, M2 aux points 7, 0, 2 sans que ces variétés soient tangentes aux arcs E10 et 
E02. Supposons que les variétés M1, M 0 , M2 soient représentées par les équations 
suivantes: 

M1 : x = x^oq, <x2,..., ocn) = x ^ a ) , yt = y\(au a2, ..., a„) г ^ ( a ) ; 

M 0 : x = x°(/?1? j82, ..., &) г x°(ß) , Л = Д /? 1 ? / ? 2 , . . . , Д.) ss Д/») ; 

Af2 : x = x2(y1? y2, ..., y„) = x 2 ( » , j , = y2(yu y2, ..., y„) ES y2(y) 

(i= 1,2,..., и) 

où les paramètres a, /?, 7 appartiennent aux ensembles limites et fermés Ta, Tß, Ty; 
les fonctions x^oc), j*(a), x°(/?), ;>?(/?), x2(y), y2(y) appartiennent à la classe C3 pour 
a e Ta, ß E Tß, yeTy et les valeurs och = 0, ßh = 0, yÄ = 0 (/г = 1, 2 , . . . , ri) corres
pondent respectivement aux points 7,0, 2 de la courbe E102. Nous supposerons: 

a) Les variétés M1, M0, M2 sont des variétés régulières, c'est-à-dire les matrices 

дАЩ. \д-^,Щ, \д-^,Щ (fc/-i,2,...,'») 
d*k dak\ [_dßk dßkj \^дук дук\ 

ont le rang n en chacun de leurs points. 
b) La variété M° coupe le domaine R en deux parties R~~ et R+. 

c) Pour chaque a e Ta, ß e Tß, y e Tv on a x*(a) < x°(ß) < x2(y). 

Indiquons respectivement par S, S~, S+ les frontières des domaines R, R", R+; 
les frontières S~ et S+ possèdent alors la partie commune le long de M0. 

Considérons les fonctions 

F\x> Ух> Уг> --> Уп, PÎ > P2 , ~-> Pn) = F\x9y,p~)y 

F2(X, yu Уъ .. ., ym pt.pt, - -., A+) E F2(X, J, /7 + ) , 

où F1 appartient à la classe C4 pour (x, j ) e 7Ê~ + S", — со < pj < + 00 (i = 
= 1,2,...,/г), tandis que F 2 appartient à la classe C4 pour (x, J ) G J R + + S+, 
— °° < PÎ < + 00 (/ = 1, 2,. . . , л). On peut supposer que la fonction JP(X, y,p) 
appartienne à la classe C4 pour tous les points (x, y) e R + S, — 00 < pt < + со, 
sauf pour les points de la variété M0 où F varie brusquement, lorsqu' on passe d'un 
côté à l'autre. Dans le courant du présent travail les points (x, y,p) seront appelés 

3 



points admissibles. Indiquons par @ l'ensemble des fonctions y^x), satisfaisant aux 
conditions suivantes: 1. les fonctions yt(x) sont continues partout où elles sont déter
minées; 2. les courbes C102 correspondant à ces fonctions sont constituées par un 
nombre fini d'arcs réguliers dont les éléments (x, y, y') sont admissibles; 3. chaque 
courbe C102 coupe une fois les variétés M*, M 0 , M2 et son point angulaire se trou
ve sur M0, 

Appelons l'ensemble ® ensemble de courbes admissibles. Le problème que nous 
nous proposons d'étudier est le suivant: 

Formulation du problème variationnel primaire. Étant donnée la courbe angulaire 
E102 £ @ ayant un point angulaire 0, quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire 
E102 pour que Vintégrale 

(1,1) J{y) = i$$ F\x, y, y') dx + J $ » **(*. У, У') dx 

prise le long de E102 ait la plus petite valeur par rapport aux valeurs de cette intégrale 
prise le long de toutes les courbes admissibles, situées dans un certain voisinage de la 
courbe E102. 

2. CONDITION NÉCESSAIRE D'EULER 

En supposant que la courbe E102 e @ rende minimum l'intégrale (1,1), il est facile 
de démontrer le théorème suivant: 

Théorème 2.1. Pour que la courbe E102 rende minimum la fonctionnelle (1,1) il est 
nécessaire que Гаге EI0 vérifie les équations 

(2.1) Fy\t(x, y{x), /(x)) = ^Flix, y(x), y'{x)) dx + C1 

où C\ sont des constantes et que Гаге Е02 vérifie les équations 

(2.2) F2
r,{x, y(x), y'(x) = J*„ F2

yi(x, y(x), y'(x)) âx + C] 

ou les C2 sont de même des constantes. 

Condition nécessaire I. Nous dirons que la courbe E102 e @ satisfait à la condition 
I, s'il existe des constantes C\ par lesquelles (2,1) se transforme en identités le long 
de Гаге E}0, et des constantes C2 par lesquelles (2,2) se transforme en identités le long 
de Гаге Е02. 

Ainsi chaque courbe E102 e @ rendant minimum la fonctionelle (1,1) doit satisfaire 
à la condition I. 

Entre les points angulaires de la courbe E102 e @ qui vérifie la condition I les 
fonctions Fy. et F2

r. ont des dérivées et les équations d'Euler 

(2.3) 1 F , \ - " * * * < > ( / = 1 , 2 , . . . , « ) 
dx 
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У i У i ' 

F2~ = F2,+ 
r y'i L y'i ' 

x1 < x < x° 
x° < x < x2 

sont satisfaites le long de l'arc E]0, et 

(2.4) - ^ , - F j , - 0 ( / = 1 , 2 , - . " ) 
dx 

le long de l'arc £02. 

En chaque point angulaire x + x° de la courbe £ i 0 2
 G ® satisfaisant à la condition 

I les conditions de Weierstrass-Erdmann 

о 
(i = 1,2, . . . , / i ) 

. = /<",; , x~ < x < x" 

doivent être satisfaites. 

Les signes — et + indiquent les limites gauche et droite de la fonction susindiquée. 

Dans le voisinage de chaque élément (x9 y9 y') qui ne correspond pas au point 
angulaire de la courbe E102 e @, laquelle satisfait à la condition I, les fonctions 
yj{x) et yî(x) admettent autant de dérivées continues que les fonctions F1 et F 2 , 
pourvu que soit réalisée la condition 

(2.5) \Fx
r„.s\ Ф 0 (ij= 1,2,. . . ,«) 

dans le cas de l'élément se rapportant à l'arc E10 et la condition 

(2,50 \Ру»',\ + ° ( Û = 1,2,. . . ,«) 

dans le cas de l'élément se rapportant à l'arc E02 (Cf. G. A. BLISS [13], pp. 13 — 14). 

La dernière affirmation montre que, le long de la partie régulière de l'arc EJ0 

ou de l'arc E02, le long de laquelle s'accomplit (2,5) ou (2,5х), les équations d'Euler 
sous forme développée sont vérifiées: 

(2.6) Flrt + F\.aiï + Fl.ir/j - F1,, = 0 

ou 

(2,6') F\ri + F2
y,0.y'j + F2

y,trjy'; - F2
yt = 0 (i,j = 1, 2 , . . . ,«) . 

La partie iégulière de l'arc E10 [E02~] sur laquelle s'accomplit la condition (2,5) [(2,5')] 
sera nommée partie non singulière. Pour cette partie les fonctions j , (x) appartiennent 
à la classe C2 . La courbe angulaire E102 G @ dont les arcs Elô et E02 sont non singuliers, 
s'appelle courbe angulaire non singulière. 

Pour l'arc extremal El0 ou E02 le théorème d'inclusion est également vérifié. 

Théorème 2.2. Chaque arc extremal non singulier E10 est contenu dans la famille 
d'extrémales à 2n paramètres 

(2.7) yt = yj(x, al9 a29 ..., an, bl9 bl9..., bn) = yj{x, a9 b) (i = 1, 2 , . . . , n) 

pour x1 g x g x° et pour certaines valeurs des paramètres at = ai0> bt = bi0; les 



fonctions yî', У ix ont des dérivées partielles jusqu'au second ordre y compris, au voisinage 
des points (x, a, b) appartenant à Гаге E10; et de même le déterminant 

(2,8) (i,k = 1,2, . . . ,«) Jmfc ? Уibk 

\У1хаи 5 Jijcbkl 

est différent de zéro le long de E10. 

Une affirmation analogue est également vraie pour l'arc non singulier E02 si l'on 
remplace (2,7) et (2,8) par 

(2,8') yt = yt(x, cu c2,..., cn, dl9 d2, ..., dn) = yf(x, c, d) 

et 

yick ' У id* 
У ixcu > yixdk 

(z, к = 1, 2 , . . . , и) , 

En particulier, si l'on prend l'élément initial [V(a), j x (a) , pl(ot)~] où [V(a), / ( a ) ] 
est le point de la variété M1 se trouvant au voisinage immédiat du point 1 et/?J(a) 
indique la direction suffisamment proche de la direction de l'arc E10 au point / , 
il y passe la courbe intégrale unique des équations d'Euler (2,6) 

y. = ф.[х, x\oc), y\a), / ( a ) ] = yj(x, a l5 a2, ..., a„) (î = 1, 2, ..., n). 

Ainsi, nous obtenons la famille d'extrémales à n paramètres 

Ух = УТ(х, а) , x\a) йхй x°(ß) 

contenant E10 pour a{ = 0 (i = 1, 2 , . . . , n) où les fonctions yj(x, a) possèdent les 
mêmes propriétés différentielles que les fonctions yj"(x, a, b). De même,*si l'on prend 
l'élément initial [x°(ß)9 y°(ß), p°(ß)], où [x°(ß)9 y°{ß)~\ est le point de la variété M0 

se trouvant au voisinage immédiat du point 0, et p°i(ß) indique la direction suffisam
ment proche de la direction de l'arc E02 au point 0, il y passe la courbe intégrale 
unique des équations d'Euler (2,6') 

y, = iPlx, x°(ß), y°(ß), p\ß)-\ « yf(x, ßu ß2,..., ßn) . 

Ainsi, nous obtenons la famille d'extrémales à n paramètres 

Vi = Уг(х, ß) , x°{ß) йхй х\у), 
contenant E02 pour ßt = 0 (j = 1, 2, ' . . . , n) et les fonctions yf(x, ß) possèdent les 

mêmes propriétés différentielles que les fonctions y?(x, c, d). 

3. CONDITION DE TRANSVERSALITÉ ET CONDITION DE DISCONTINUITÉ 

„Admettons que nous ayons la courbe E102 e © à l'équation 

/a 1\ ( \ / УТ(Х) •> X1 < X < X° , (ЗД) У' = Ф)\УМ, x°lxlx2. 
Supposons les fonctions yj et yf prolongées respectivement dans les intervalles 
contenant entièrement en leur intérieur les intervalles des relations (3,1). 

6 



Soient af(a), ßlp), y^d) les fonctions de la classe C1 pour les valeurs de я proches 
de 0; soient 

ф) = 0, Я ° ) = 0 ' У.(0) = 0 . 
Introduisons les notations suivantes: 

x\a) = x\*{a)~] , x°(a) == x°[ß(a)] , x2(a) = x2[y(a)] . 

Alors les équations at = aj^a), ßt = ßi(a), yt = yt{a) (i = 1, 2, ..., ri) déterminent 
respectivement les courbes L1, L°, L2 sur les variétés M1, Af °, M2 . 

Considérons la famille de courbes à un paramètre 

(3,2) yt = y{x, aV * <*' a\ ' *<f> = * = X>\ ' 
V \ JY (*, a) , X°(Ö) ^ x ^ X2(Ö) 

où 

yj{x, a) = *(*) + WW-)] - ^ Г О Ш o f ^ " ^ + 
x (a) — x (a) * 

x [a) — x (a) 

yt(x, a) = yt(x) + Ш « ) 1 - yîlA°)l} у^~о(л + 
x (a) — x (a) 

Les courbes de la famille (3,2) sont admissibles; elles coupent les courbes L1, L°, L2 

une fois, ce qu'on peut écrire analytiquement de la manière suivante: 

x = xx{a) , yï[x\a), a] = y\[<*{aj] ; 

(з,з) x = x\a), Л - | У Н «] s tfW«)] s yîlA°)> «] ; 
x = х2(я) , ;tf[x2(ö), *] = Ж К 0 ) ] • 

Nous appellerons les conditions (3,3) conditions primaires pour les extiémités. 
On voit facilement que la courbe E102 se trouve dans la famille (3,2) pour a = 0. 
La fonctionnelle / prise le long des courbes de la famille (3,2) se transforme en 

fonction de la variable a: 
(3.4) J(a) = # $ F\x9 y(x, a), y'(x, a)] dx + / * $ F2[x, y(x, a), y'(x9 a)] dx . 

Supposons que les arcs C10 et C02 de la courbe admissible C102 de la famille (3,2), 
correspondant à la valeur a, vérifient les équations d'Euler (2,3) et (2,4). Alors, le long 
de C102 nous avons 

(3.5) J'(a) = [F1 ^ + F}., yiaft + [F2^ + F^yiaf0 . 

da da 

D'après les identités (3,3) nous avons 

dx* = x\ da , dy\ = yix dxk + yia da (к = 1 ou 0 ou 2) . 
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En plaçant les valeurs yia(x\ a), yia(x°, a), yia(x
2, a) dans (3,5), nous aurons 

(3.6) éJ = [F1 dx + (d* - yix dx) F , \ ] ? + [F2 dx + (dyt - yix dx) F2^2 . 

Or, si la courbe EW2 est celle qui rend minimum la fonctionelle / , alors, le long de 

E102, nous aurons 
d / = 0 . 

Condition nécessaire Г. Nous dirons que la courbe admissible E102 vérifie les conditions 
primaires de transversalité aux points 1 et 2 et la condition primaire de discontinuité 
au point 0 si les relations 

(3.7) (F'-y^F^dx1 +Fl
yiày\=0, 

(3.8) (F2 - yixF
2
y.) dx2 + F2

yi dy2 = 0 , 

(3.9) [(F1 - yZFti - (F2 - ytxF
2,)-\ dx° + (F,1., - F2

y.) dj? = 0 

sont identiquement vérifiées par rapport à dccbdßk,dyk (к = 1, 2 , . . . , ri), où les 
arguments des fonctions F1, F2 et de leurs dérivées sont les éléments de la courbe 
E102 aux points 1,2,0. 

Nous avons démontré le théorème suivant: 

Théorème 3.1. Afin que la courbe E102 e © rende minimum l'intégrale J, il est 
nécessaire qu'elle vérifie la conditon Г. 

4. CONDITIONS NÉCESSAIRES DE WEIERSTRASS ET DE LEGENDRE 

Admettons que les arcs E10 et E02 de la courbe E102 appartiennent à la classe C1. 
Alors, comme dans le cas des problèmes variationnels continus, on peut écrire pour 
chacun des arcs E10 et E02 les fonctions de Weierstrass 

(4.1) ê\x, y, y', Y') = F\x, y, Г ) - F\x, y, y') - ( Y\ - y[) F}.J(x9 y, / ) , 

(4.2) S\x, y, yf, Yf) = F\x, y, Y') - F\x, y, y') - ( Y\ - y fi F2
ri(x, y, y') 

où Y'i sont des valeurs arbitraires, différentes de y\, et les éléments (x, yi9 7 0 sont 
admissibles. 

Condition nécessaire II. Nous dirons que la courbe E 102e® satisfait à la condition 
nécessaire de Weierstrass si, pour tous les éléments admissibles (x, y, Y') différents de 
(x, y, y'), l9inégalité 

(4.3) S\x,y,yf, Г ) к О 

est satisfaite le long de Гаге E10, et Vinégalité 

(4.4) S\x,y,y', Y ' ) ^ 0 

est satisfaite le long de Parc E02. 

Il n'est pas difficile de démontrer l'affirmation suivante: 
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Théorème 4.1. Pour que la courbe E102 e © raide minimum Г intégrale J, il faut 
qu'elle vérifie la condition IL 

Condition nécessaire III. Nous dirons que la courbe E102 e © satisfait à la condition 
nécessaire de Legendre si pour un élément quelconque (x, y, y) et pour toutes les valeurs 
des constantes n1, 7i2, ..., nn remplissant la condition TtiTii = 1 Vinégalité 

(4.5) Fy*J(x, У> У) Щ*; ^ 0 {U J - h 2 , . •., n) 
est satisfaite le long de Гаге Е01 et l'inégalité 

(4.6) Pro-fa, У, У) ntnj ^ 0 (i,j = 1, 2, ..., n) 

est satisfaite le long de l'arc E02. 

Théorème 4.2. Pour que la courbe E102 e © rende minimum Vintégrale J il faut 
qu'elle satisfasse à la condition III. 

5. FAMILLE D'EXTRÉMALES ANGULAIRES 

Définition. La courbe admissible E102, dont les arcs E10 et E02 appartiennent à la 
classe C2 et satisfont aux équations d'Euler (2,6) et (2,6') et dont le point 0 vérifie la 
condition primaire de discontinuité, s'appelle extrémale angulaire de la fonctionnelle J. 

Il est évident que la courbe E102 qui rend minimum la fontionnelle / est une extré
male angulaire. 

Nous nous proposons de démontrer l'affirmation importante qui suit. 

Théorème 5.1. Admettons que les conditions suivantes soient satisfaites: 1. la condition 
de transversalité (3,7) pour le point ordinaire 1 de la variété M1, où elle coupe Vextrémale 
non singulière; 2. la courbe E102 n'est pas tangente à la variété M1 au point 1 et à la 
variété M0 au point 0. Ainsi, nous avons la famille d'extrémales angulaires à n para
mètres 

(5 Vi v-v(xa a a ï = v (x à / У^х> a ) > ̂  = x = x°(ß) > 
(5.1) yt - yt(x, a1? a2, ..., a„) - y^x, a) x ^ ^ ^ ̂  ^ ^ ^ 

qui coupent transversalement la variété M1 au voisinage du point 1 et qui possèdent les 
propriétés suivantes: 

a) la famille (5,1) contient EJ02 pour at = 0 (i = 1, 2, ..., n); 

b) les fonctions yj{x, a), yt (x, a) et leurs dérivées premières et secondes par 
rapport à x ont des dérivées partielles continues jusqu'au deuxième ordre pour les 
valeurs (x, a) voisines des valeurs correspondantes à E10 et E02; 

c) le déterminant 

(5 2) A( )=/à-(x,cc) = \yUx,oi)\,x\a)uxuxy), (a=l,2,..,n) 

(5.2) *&*> \А+(Хша)-ъи*-*ЬАЙ*-***Ъ) 
pris le long de Em n'est pas identiquement nul 



Pour démontrer notre affirmation, prenons le système d'équations 

(3,7') (F1 - Уир\.) xl + F^y№ = 0 (/, h = 1, 2,. . . , n) 
où les arguments de la fonction F1 et de ses dérivées sont xx(a), jj(oc), p\(u). 

Le système d'équations (3,7') admet la solution 

feÄ.os(OjM) 
où le déterminant des premiers membres des équations (3,7') par rapport aux variables 
p\{a) est différent de zéro parce qu'il est égal au produit des déterminants 

K^hiyL-pKi ( и д = i,2,. . . ,«) 
où aucun déterminant n'est nul. De ces déterminants le premier n'est pas nul, car 
E102 est l'extrémale angulaire non singulière, et le second n'est pas nul car au point 1 
s'accomplit la condition de non tangence (voir [13], p. 90). En vertu du théorème 
sur les fonctions impliticites, le système (3,7') admet la solution unique p\{oc) (i = 
= 1, 2, ..., n) pour laquelle р](а)\а=о = jX*1)- Comme le déterminant l-F^y'J n'est 
pas nul non seulement au point 7, mais aussi dans son voisinage, conformément 
au théorème d'inclusion, par chaque élément [л;1 (a), y){cL), p\{aj\ il passe une seule 
courbe intégrale de l'équation d'Euler (2,3) satisfaisant à la condition b) de notre 
théorème. 

Ainsi, nous avons construit la famille d'extrémales 

(5,3) yt = y7(x, a) , х\а) й*й x°(ß) 

qui contient Гаге E10 de l'extrémale angulaire E102 pour a = 0. Pour obtenir une 
famille de la forme (5,1) il faut prolonger la famille (5,3) à l'intervalle x°(ß) g x ^ 
^ x2(y). Pour cela, nous utilisons la condition de non tangence et la condition de 
discontinuité au point 0 de l'extrémale E102. 

Le système d'équations 

(*) y7[x0(ß),a-]=y%ß)(i=l,2,...,n) 

admet une seule solution 
И/О,а ] |« : о = (х°,0). 

Introduisons la notation 
Ф ; ( а , / 0^° ( /0 -> \ - [* О ( /0 ,« ] -

Le déterminant 
Il y\ 

l**J = \yk - №,\ f xßk ytßk 
(i, к — 1, 2, ..., n) 

n'est pas égal à zéro pour а = 0, ß = 0 car au point 0 l'arc de l'extrémale E10 n'est 
pas tangent à la variété M0. Ainsi le système (*) possède une seule solution /?£(al5 

a2,..., an) ( / = 1 , 2 , . . . , n) appartenant à la classe C2 au voisinage des valeurs at = 0, 
lorsque /?;(а)|а=0 = 0. 

Maintenant prenons le système d'équations suivant: 

(3,9') [(F1 - ygriï - (F2 - ^ , , ) 3 xl + (F^ - Fl,) yl = 0 
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où les arguments de F1 et de ses dérivées sont 

*°(<x) = xo(ß(u)), j°(«) ш y°(ß(a)), y Ja) = У7х\_х%«), а] , 

tandis que ceux de F2 sont x°(a), y°(a), />°(a)-
Le système d'équations (3,9') relatif aux variables/?? admet la solution (a, Pi)\a=0 = 

= (0, yfjx0)); le déterminant fonctionnel des premiers membres des équations 
(3,9') par rapport aux variables/?? pour la solution initiale susmentionnée est différent 
de zéro, car il est égal au produit des déterminants, qui ne sont pas nuls: 

l*VV,l • \У%* - PÏ*°J (М, /=1 ,2 , . . . ,и ) . 
Le premier déterminant n'est pas nul, car l'arc de l'extrémale E02 est non singulier 
et le second déterminant n'est pas nul car l'arc E02 n'est pas tangent à la variété M 

au point 0. 
Dès lors, le système d'équations (3,9') admet la solution unique /?°(a) où 

p°(«X=o = yt(x0). 
Donc, nous avons démontré que pour toute direction admissible y^(x, a) il existe 
une seule direction/?°(a) vérifiant l'équation (3,9'). L'extrémale qui passe par l'élément 
admissible [x°(a), j°(a), /?°(a)] est le prolongement de l'extrémale de la famille 
(5.3) dont la direction au point (a) de la variété M0 est у^х(х, a). En attribuant à a 
différentes valeurs, nous obtenons la famille unique d'extrémales 

(5.4) yt = yt(x, a) , *°(a) й х й х\у), 

contenant l'arc E02 de l'extrémale El02 pour a = 0, et qui est le prologement de la 
famille (5,3) dans l'intervalle x°(oc) й x ^ x2(y). 

Nous appellerons la famille (5,4) famille complémentaire de la famille (5,3). Il ne 
reste qu' à démontrer la propriété c) de notre théorème. 

Remarquons que le déterminant (5,2) est différent de zéro au point / car le système 

d'identités у](ос) = ^ГС^Ч06)' a ] m o n t r e Ф*е Iе déterminant 

A~(x, a) = \yjak\ (i, к = 1, 2, ..., n) 
est égal au déterminant 

\ylk ~y'i~xlk\ (hk= 1 ,2 , . . . , « ) , 
car 

yïak = ylk - y'i~xlk (h к = 1, 2 , . . . , n) . 
Mais le dernier déterminant n'est pas nul au point 7, car l'arc E10 n'y est pas tangent 
à la variété M1. 

De même, d'après le système d'identités j°(a) = j*[x°(a) , a] , nous trouvons 

v+ = v? - v'+ x° 
s iak s vxk J i ' ^ak • 

Le déterminant 
A+(x, a) = \ytk\ 

n'est pas nul au point 0, car l'arc E02 n'y est pas tangent à la variété M 0 . Le théorème 
est complètement démontré. 
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En suivant le même raisonnement on peut construire une famille d'extrémales 
angulaires 

(5Л0 yt = yt(x, У и Уъ •••> Уп) = Xfa У) > x\a) ^ x й х\у) 

transversale à la variété M2 qui contient E102 pour y = 0, et qui possède les mêmes 
propriétés que la famille (5,1). 

Maintenant, nous pouvons donner la définition du foyer conjugué des variétés M 1 

et M 2 . 

Définition du foyer conjugué. Nous appellerons foyers conjugués de la variété M1 

les points de Vextrémale angulaire E102 dont les abscisses annulent le déterminant 
(5,2). 

D'une manière adéquate on peut définir à l'aide de la famille d'extrémales (5,Г) 
les foyers conjugués de la variété M2. Nous appellerons le déterminant À[x, a) 
déterminant du foyer conjugué. 

Il n'est pas difficile de démontrer que les foyers conjugués des variétés M 1 et M 2 

ne dépendent pas du choix des paramètres de M l et de M2 (cf. [13], p. 150). 

6. EXPOSE DE LA CONDITION NECESSAIRE DE JACOBI A L'AIDE DES FOYERS 
CONJUGUÉS 

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de démontrer la condition de Jacobi 
à l'aide du théorème de l'enveloppe. Pour cela, nous devons démontrer d'abord 
le théorème de l'enveloppe pour le problème discontinu variationnel aux extrémités 
variables. 

Prenons la famille (5,1) et introduirons au lieu des paramètres ock de nouvelles 
fonctions ak(t) (Je = 1, 2 , . . . , n) pour lesquelles ал(0) = О; ainsi nous obtiendrons 
la famille d'extrémales angulaires à un seul paramètre 

(6 1) v - v \x a (t\ a (t) a (tW - / Л " ^ ° ^ ' Х%®- ~ * й Х°^ ' 

(i = 1,2, ..., w). 

Cette famille contient E102 pour / = 0 et coupe transversalement la variété M1. 

La famille (6,1) aura une enveloppe D située dans le domaine R~ ou JR+ et tangente 
aux courbes de la famille (6,1) aux points x = x(t) si les équations ci-dessous sont 
identiquement vérifiées par rapport a /: 

(6.2) x\t) = À(t), yixx'{t) + yiak4(t) = X(t)yix 

où X(t) est le facteur de proportionnalité; les arguments de yix et yi(Xk sont x(t) et 
а(г). Cette enveloppe sera représentée par les équations 

(6.3) D : x = x(t) , yi[x(t) , a(0] = YfJ) (i = 1,2,. •-, n). 
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Les équations (6,2) expriment la condition d'identité de la direction de la tangente 
en un point quelconque de l'enveloppe avec la direction de la tangente à l'extrémale 
passant par ce même point. 

Afin que les équations (6,2) soient vérifiées, il est nécessaire et suffisant que les 
équations 

(**) >Wl>(0> a0)l • <{t) = 0 (h к = 1, 2,.'."., n) 
soient vérifiées identiquement par rapport à t. 

Si toutes les dérivées ak(t) ne sont pas nulles, alors le déterminant correspondant 
au système (**) 

A(x9 oc) = \yi0Lk(x, a)| (i, к = 1,2, ..., л) 

où x et ock sont remplacés par x(t) et cc(t), doit être identiquement nul par rapport 
à t. Ainsi nous avons démontré que le point de contact de l'enveloppe avec l'extrémale 
angulaire E102 est le foyer conjugué de la variété M 1 . 

Au contraire, supposons que le point 3 se trouvant sur EJ02 et dont l'abscisse est 
x = x3, x3 4= x1, x3 ф x° soit le foyer conjugué de la variété M1. Admettons, pour 
être précis, que x° < x3 < x2. Construisons la famille d'extrémales angulaires 
à n paramètres (5,1) contenant Eî02 pour ock = 0 (k = 1, 2, ..., n). D'après la défini
tion du foyer conjugué nous avons A(x3, 0) = 0. Supposons, de plus, que la dérivée 
Ax n'est pas nulle au point 3. Dans ce cas au point 3 au moins un des mineurs de 
l'ordre n — 1 du déterminant A sera différent de zéro et un des déterminants de 
l'ordre n de la matrice 

(i,k = 1,2, . . . ,«) 

ne sera pas nul, car il est égal au produit de Ax par le mineur différent de zéro du 
déterminant A. Supposons que le mineur de l'ordre n — 1 se trouvant en haut et 
au coin gauche du déterminant n'est pas nul. Dans ce cas, on peut résoudre les n 
premières équations du système 

(6,4) Ax(x, a) dx + AaJx, oc) dock = 0 , 
yiak(x, oc) dak = 0 (Ï, к = 1,2,. . . ,«) 

par rapport à dx/dan, da1/dan, ..., dan_x/dan d'où l'on peut tirer les fonctions x(an), 
ai(°0> •••> a,i-i(a«)> Qui prennent au point (x3, 0) les valeurs initiales x(0) = x3, 
ock(0) = 0 (k = 1, 2, ..., n — 1). Si dans le déterminant ce n'est pas le mineur sus
mentionné, mais un autre mineur de l'ordre n — 1 qui n'est pas nul, alors, on peut 
prendre la première équation du système (6,4) et les équations correspondant au 
mineur différent de zéro. Dans ce cas, nous obtiendrons x et ock comme fonctions 
de t; ici t indique l'une des variables al9 a2, ..., ocn. 

Il est évident que pour t = 0 toutes les dérivées x'(t), oc[(t), oc'2(t)9 ..., a'n(t) ne sont 
pas nulles, et, comme au point 3 la dérivée A3 Ф 0, la première équation du système 
(6,4) montre que pour t = 0 toutes les ak(t) ne sont pas nulles non plus. Pour les 

dx, Aak 

0 , Ушк 
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valeurs x(t), a{t) le déterminant A est identiquement nul, car il est nul au point (x3, 0), 
et, de même comme le montre la première équation du système (6,4) sa dérivée totale 
par rapport à t est identiquement nulle. Il s'ensuit que les fonctions obtenues 
vérifient aussi la dernière équation du système (6,4). En plaçant les fonctions x(f), 
ak(t) dans la famille (5,1) nous obtenons la famille à un paramètre de la forme de 
(6,1) qui contient E102 pour t = 0. 

Pour cette famille les équations (6,3) donneront la courbe D. Les équations (6,2) 
sont identiquement vérifiées par rapport à t, car toutes les <x'k(t) ne sont pas nulles. 
Ainsi le long de la courbe D le déterminant A est identiquement nul; ce qui signifie 
que D est l'enveloppe de la famille (6,1) et qui est tangente à l'extrémale angulaire 
E102 au foyer conjugué 3. 

Nous avons démontré le théorème suivant qui est la généralisation du théorème 
analogue des problèmes variationneîs continus (Voir Bliss, [13]), p. 35). 

Théorème 6.1. Si le point 3 d'abscisse x = x3, x3 ф x1, x3 ф х° est le foyer con-
jugué situé sur Vextrémale angulaire non singulière E102 de la variété M1, et si, en ce 
point, la dérivée Ax du déterminant A est différente de zéro; alors il existe une famille 
d'extrémales angulaires à un paramètre, de la forme (6,1), coupant transversalement 
la variété M1, contenant pour t — 0 Vextrémale angulaire E102 et ayant une enveloppe 
D tangente à E102 au point 3; les fonctions yt, yix et la fonction x(t) qui détermine 
Venveloppe D possèdent des dérivées continues aux points (x, t) voisins aux arcs E10 et 
E02-

La justesse de la dernière affirmation du théorème provient de ce que, d'après 
le théorème 5.1, les fonctions yt et yix possèdent des dérivées partielles continues 
jusqu'au deuxième ordre partout, sauf aux points angulaires des extrémales yt. 
Par conséquent, les fonctions x(t), a(t), obtenues d'après les équations (6,4), ont au 
mois des dérivées continues du premier ordre. 

Démontrons encore le théorème préliminaire suivant: 
Théorème 6.2. Supposons que les courbes de la famille (3,2), à Vaide de laquelle nous 

avons obtenu la formule (3,6), soient des extrémales angulaires. Admettons que E30l4 et 
E50l6 soient les extrémales angulaires de la famille (3,2) (voir fig. 1) et qui coupent les 
variétés M1, M0, M2 respectivement aux points 3, 0l9 4 (pour E30l4) et 5, 02, 6 (pour 
E5Û26). Alors les valeurs J(E30l4) et J(E50l6) de Vintégrale J le long des extrémales 
angulaires E30l4 et E50l6 de la famille (3,2), correspondant respectivement aux valeurs 
ax et a2 du paramètre a, ax < a2, sont liées par la relation 

(6.5) J{E5026) - J(E3M) = J'2(L%) - Jl{Ll5) 

où le second membre est formé par les intégrales 

(6.6) J[ = / {F 1 dx + (ày, - y\ d*) F),} , 

(6.7) . j ' 2 = ${F2dx + (dyi-y'idx)F*i} 

prises le long des courbes L\5 et L46 situées respectivement sur les variétés M1 et M2 

et déterminées au § 3. 
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Nous appellerons les intégrales (6,6) et (6,7) intégrales d'Hilbert pour le problème 
variationnel discontinu. 

Pour d é m o n t r e r le théorème 6.2 nous nous servons de la formule 

(3,6) âJ = [F1 dx + (d^ - y* dx) i y J ° + {F2 àx + (dyt - y£ dx) F* J* 

qui a été obtenue au § 3 et qui exprime la différentielle de la fonctionelle J le long 
de la courbe C102 dont les arcs C10 et C02 satisfont respectivement aux équations 
d'Euler (2,3) et (2,4). Le second membre de la 
formule (3,6) est le produit d'une fonction de a 
par da. En effet, les fonctions yb yix qui entrent 
dans la formule (3,6) sont des fonctions de x et 
de a, et les différentielles dx et dyt sont les pro
duits d'une fonction de a par da. Comme nous 
supposons ici que toutes les courbes de la famille 
(3,2) soient des extrémales angulaires, ainsi au 
point 0 de chaque extrémale la condition primaire 
de discontinuité doit être satisfaite. 

Chaque valeur du paramètre a détermine Fig. 1. 
en même temps trois points situés respective
ment sur les variétés M1 , Af°, M2 et l'extrémale angulaire correspondante de la 
famille (3,2). Prenons les valeurs ax et a2 du paramètre a et posons ax < a2. 
Admettons que ax et a2 correspondent respectivement aux extrémales angulaires 

E3014 e t £5026-

En intégrant tous les deux membres de l'égalité (3,6) dans les limites ax et a2 

nous obtenons 

(6,8) J(a2) - J(ax) = IZ {[F1 - y ^ , ) - (F2 - j ^ , ) ] x°a + 

+ (Fy< - F2
r)yl) da + J « [(F2 - ytF2

r) x2
a + F2,,yi] da -

- / S [(F1 - ylJy) *l + Fytyl] de • 

Remarquons que les arguments des fonctions F1 et F2 et de leurs dérivées partielles, 
rentrant dans la relation (6,8), sont les éléments (x, yt, yty de l'extrémale qui corres
pondent aux points d'intersection de cette extrémale avec les variétés M1, M0, M2. 
Comme la condition primaire de discontinuité est satisfaite pour toutes les valeurs 
de a, la première intégrale du second membre de l'égalité (6,8) devient nulle, et la 
deuxième et la troisième intégrales sont des intégrales d'Hilbert calculées le long des 
arcs L2

6 et L\5 des courbes L2 et l A Comme l'extrémale E50l6 correspond à la valeur 
a2 et l'extrémale E30l4 correspond à la valeur au les expressions J{a2) et J(at) repré
sentent les valeurs de la fonctionnelle / le long de ces extrémales angulaires. En 
indiquant ces valeurs par J(E5026) et J(E30l4) nous obtenons tout de suite la formule 
(6,5). Le théorème est démontré. 

Maintenant, il n'est pas difficile de d é m o n t r e r le théorème de l'enveloppe pour 
le problème variationnel discontinu. 
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Théorème de l'enveloppe. Si l'enveloppe D de la famille d'extrémales (6,1) à un seul 
paramètre a une branche dirigée du point 3 (où le point 3 est le point de contact de 
Venveloppe avec Vextrémale angulaire) au point 1 (voir fig. 2), alors pour tout point 6 
se trouvant sur D avant le point 3 et à son voisinage, la courbe E50l6 + D63 + E32 

est admissible et la formule 

+ E32) = J(E102) 

est vérifiée. 

En effet, nous utilisons la formule 
(6,5), en remplaçant l'extrémale angu
laire E30l4 par E103 et la courbe L2 par 
D63. Ainsi nous avons 

J(E50l6) - J(E103) = Jl(D36) - Jl(L15). 

Comme la famille (6,1) est coupée 
transversalement par la variété M1, 
alors J[(L)^) = 0. 

De plus, nous avons J*2(D36) = J(D36), parce que la direction dx :dyt : dy2: . . . 
. . . : dyn de la couibe D et celle 1 : y[ : y'2 : . . . : y'n de l'extrémale coïncident au point 
de leur intersection. Le théorème est démontré. 

Maintenant, il n'est pas difficile de démontrer l'affirmation principale du présent 
paragraphe. 

Condition nécessaire IV. Nous dirons que Vextrémale non singulière E102, ayant 
un seul point angulaire 0, satisfait à la condition nécessaire de Jacobi si entre les points 
1 et 2 de EJ02 il n'existe pas de foyers conjugués dés variétés M1 et M2. 

Théorème 6.3. Pour que la courbe admissible non singulière E102 (à un seul point 
angulaire 0) rende minimum la fonctionelle J il faut qu'elle satisfasse à la condition IV. 

Nous avons démontré au § 2 que les arcs EJ0 et E02 de la courbe admissible non 
singulière EJ02, qui rend minimum la fonctionnelle / , sont extrémaux. Plus loin, au 
§ 3, il a été démontré qu' aux points 1, 2, О de la courbe E102 e @, qui rend minimum 
la fonctionnelle / , les conditions primaires de transversalité et de discontinuité doivent 
être satisfaites. Ainsi la courbe E102 e @ qui rend minimum la fonctionnelle J doit 
être une extrémale angulaire coupant transversalement les variétés M1 et M aux 
points 1 at 2. Alors, on peut construire la famille des extrémales angulaires (5,1) et, 
par conséquent (6,1) qui contiennent l'extrémale angulaire E102. 

Admettons que le foyer conjugué 3 de la variété M1 se trouve sur la couibe E102. 
Le point 3 doit appartenir à l'enveloppe de la famille à un seul paramètre (6,1). 
Alors, d'après le théorème de l'enveloppe la valeur de l'intégrale J(E50l6 + D63 4-
+ E32) doit être égale à celle de l'intégrale J(E102) c'est-à-dire que la courbe E50l6 + 
+ D63 + E32 doit rendre l'intégrale / minimum. 

(6,9) J(Eso26 + A 63 
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Mais, la dernière courbe est non singulière au voisinage du point <5, car la courbe EW2 
est non singulière elle-même. Par conséquent, l'arc D63 de la courbe D doit être 
l'arc de l'extrémale, ce qui est impossible, car par le point 3 dans une direction donnée 
ne peut passer qu'une seule extrémale. Ce qui signifie qu'il doit exister une courbe 
différente de E50l6 + D63 + E32 laquelle rend minimum la fonctionelle / , ce qui est 
contradictoire aux conditions du théorème. 

Il s'en ensuit que la variété M1 ne peut pas avoir de foyers conjugués sur la courbe 
E102. D'une manière analogue on peut démontrer que la variété M2 ne peut avoir 
non plus de foyers conjugués sur l'extrémale E102. Le théorème est démontré. 

Si la famille (6,1) a une enveloppe de la forme présentée ci-dessus, on peut démontrer 
de même une affirmation plus générale. 

Conditions nécessaires IV'. Nous dirons que Г extrémale non singulière ayant un seul 
point angulaire 0 satisfait à la condition de Jacobi au sens strict si les variétés M1 et M2 

n'ont de foyers conjugués sur E102 ni entre les points 1 et 2 ni en ces points. 

Nous voyons que la condition de Jacobi est démontrée d'une façon géométrique 
avec les restrictions suivantes: 

La dérivée Ax du déterminant A est différente de zéro au foyer conjugué et l'envelop
pe possède une branche dirigée du foyer conjugué 3 au point initial 7. Ces restrictions 
sont importantes. Si l'enveloppe a un point de retour au point 3 et ses deux branches 
s'éloignent du point 7, alors, pour démontrer la condition de Jacobi, il faut se rappor
ter à d'autres procédés. (Pour le cas plan voir, par exemple, [4], pp. 358 — 364, [1], 
p. 320.) 

Notons que le théorème 6.3 pourra être démontré sans restrictions énumérées 
ci-dessus si l'on applique la théorie de la variation seconde de la fonctionnelle / 
(pour le cas plan, voir [9], [10], [12]). 

7. EXPOSÉ DE LA CONDITION DE JACOBI À L'AIDE DU SIGNE DE LA VARIATION 
SECONDE 

Tout d'abord, nous devons calculer la variation seconde de la fonctionnelle dis
continue / . Pour cela rapportons-nous à la méthode, proposée par M. MORSE 
(voir [14], p. 21) pour le calcul de la variation seconde de la fonctionelle continue. 

Soient les fonctions <xh(a), ßh(a), y Ja) (A = 1, 2 , . . . , w) de la classe C2 pour toutes 
les valeurs de a proches de 0. Prenons la famille à un paramètre de courbes admis
sibles de la forme (3,2) où les fonctions yj{pç, a) et yî(x, a) sont de la classe C2 

pour les valeurs de a proches de 0. Supposons que E102 soit l'extrémale angulaire 
contenue dans la famille (3,2) pour a = 0 et satisfaisant à la condition de transver-
salité aux points 7 et 2. 

Les identités (3,3) dérivées par rapport à a étant nulles, on obtient 

(A) ni = ri fa1) = Ci t J , n2 = nfa2) = C2
hx

2 , 

чГ - mfa») = GSrrf, , j + . a ^о+(л .0) = co+ To (. = h 2? ? n) 
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où 
Ф) - Уа(х, 0) , г1, = «КО) , %1 = 7^0) , T°ft = ф) , 
C\h = У1Н(0) - yd?) 4(0) (h = 1, 2, . . . , щ к = 1 ou 2) , 
С,Г = j4(0) - уГ(*°) 4(0) , С Г = уЩ - yt(x«) х°(0). 

Nous appellerons les conditions (A) conditions secondaires pour les extrémités, 
et les fonctions n^x) et les constantes т\, T°h, x\ variations de la famille (3,2) le long 
de la courbe EJ02-

Désignons par ö la dérivée par rapport à a et par d celle par rapport à a lorsqu' on 
tient compte de la dépendance de x de a. Alors, le long de la famille (3,2) on a 

(7.1) àJ = J'(a) da = F1 dx|? + F2 dx\2
0 + J g « (F}fiyt + Fl

rt&ytx) dx + 
+ №&{Fllôyl + F2

y.tôyix)dx. 

Comme E102 vérifie la condition Г, nous avons 

(7.2) /'(°) = °-
La différentielle seconde de la fonction J(a) pour a = 0 est de la forme 

(7.3) d V = /"(0) da2 = [F1 d2x + Fx dx2 + Fj , dx dyt + 
+ F),t dxdyix + 2Fl

yiôyidx + 2F^Ôyix dx]? + 
+ [F2 d2x + F\ dx2 + F2

t dx dyt + F2.t dx dyix + 
+ 2F2

tôytdx + 2F2
uôyixàxf0 + fêWfy, + 

+ Fl
y.tè

2
yix + 2œ\x, ôy, ôyx)-\ dx + J£ [F2

tô
2

yi + 
+ F2

riè
2yix + 2œ2(x, ôy, Syj] dx 

où 

2ш\х, ц, n') = F^/ifij + 2F$iy./itti'j + F$.0.fl'n'} (Uj - 1,2,.... в; к = 1 ou2). 

En intégrant par parties les deux premiers termes des expressions sous l'intégrale 
en remplaçant les différentielles par leurs valeurs obtenues de (3,2), nous avons 

(7.4) dV = [F1 d2x + (d2yt - yix d2x) F}, J« + [(Fx - yixF
1^ dx2 + 

+ 2F1, dyt dx]° + [F2 d2x + (d2yt - yix d2x) F2,tf0 + 
+ [(Fi - yixF

2
t) dx2 + 2F2, dx dytfo + 

+ /*? 2œ\x, ц, tf') dx + J"*o 2co2(x, r\, ц') dx . 
En differential les identités (3,3) par rapport à a et en posant a = 0, on obtient 

les différentielles dx*, dyk, d2xk, d2y\k = 1 ou 0 ou 2). Introduisons ces valeurs 
dans l'expression (7,4); étant donné que E102 vérifie la condition Г nous obtiendrons 

(7.5) J2{n, T) = /"(0) = bl
hizlx\ + (b°hl- + bit) t M + blfh2 + 

+ J*° 2œ\x, t,, n') dx + Ifo 2(o\x, t,, n') dx 
où 

*« = - K^1 - y'tPy) *»*î + РуЛг + 
+ (Fi - y'f1,) xl4 + Fliylx] + y]lXj,)]x=xi, 

ht - [(F1 - /r&H*Z + РгЛг + 
+ (Fl - УГК) * М + Ftiy°*x? + Уп*Ш*-*>-о , 
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+ (Fl - y\+F2) x°hx° + F2
yt{y%x1 + ^?Л°)],=,о+0 , 

b2
hl = [(F2 - y'(F2.) x2x2 + F2

rty2
M + 

+ (F2 - y'tF2) x2
hx2 + F2

t{y2
hx2 + y2

tx2)-]x=x,. 
Il est évident que 

Al Д1 Ï . 0 - ' _ А О - 1,0+ _ L O + L 2 __ A 2 

Nous appellerons l'expression J2(r\, x) variation seconde de la fonctionelle discon
tinue J le long de l'extrémale angulaire E]02. 

Nous appellerons l'ensemble ц{{х), x\, TJ, x\, (x1 S x g *2) ensemble des variations 
admissibles dans le cas où les valeurs x\, x\, T2 sont constantes et les fonctions ц^х) 
appartiennent à la classe D1 pour tous les points du segment x1 S x S x2 sauf au 
point x = x°, où elles ont un point de discontinuité de première espèce, et cette 
discontinuité remplit la condition 

(7,6) пГ = С%-4, Ч ? + = Сй+т2 ( M = 1 ,2 , . . . , « ) . 

Maintenant, nous passerons à la démonstration de la condition de Jacobi à l'aide 
de la variation seconde: 

Condition nécessaire IV. Nous dirons que Vextrémale angulaire E102, coupée par les 
variétés M1, M 0 , M2 aux points 1, 0, 2 (où sont satisfaites les conditions primaires 
de transversalité et de discontinuité) satisfait à la condition nécessaire de Jacobi 
(à la condition nécessaire IV) si la variation seconde J2(rj, x) le long de EJ02 n'est pas 
négative pour un ensemble de variations arbitraires satisfaisant aux conditions secon
daires pour les extrémités. 

Théorème 7.1. Pour que Vextrémale angulaire E102 rende minimum la fonctionelle / , 

il est nécessaire qu'elle satisfasse à la condition IV. 

La d é m o n s t r a t i o n est basée sur le lemme suivant: 

Lemme 7.1. Pour un ensemble quelconque de variations admissibles rj^x), x\9 th9 x2 

le long de E102 et vérifiant la condition (A), il existe la famille de courbes admissibles à 
un paramètre 

,7,7) У, - У{х, a K y ^ a) ^ л т й х й л т 

qui contient E102pour a = 0, l'ensemble des variations rj^x), xl, x?., x2 étant l'ensemble 
qui correspond à la famille (7,7) le long de E102; les fonctions yj{x, a) et y?(x, a) possè
dent toutes les propriétés de continuité et de dérivabilité, qui sont nécessaires pour 
calculer la variation seconde de la fonctionnele J le long de EJ02. 

Pour d é m o n t r e r le lemme 7.1 prenons un autre ensemble de variations pour 
lequel les fonctions rj~(x), x1 g x ^ x°, rj+(x), x° ^ x S *2 sont prolongées, en 
conservant toutes leurs propriétés différentielles, pour quelques segments contenant 
entièrement dans leur intérieur respectivement les segments x1 ^ x ^ x° et л:0 ^ 
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^ x ^ x2 . Nous garderons pour cet ensemble les notations que nous avons déjà 
utilisées. Il est facile de voir que la famille (7.7) où 

(7.8) och(a) = ax\ , ßh(a) = ax°h , yh(a) = ат2, yj{x, a) = yj(x) + а^Г(*) " 

x [p(a)J — x [a(a)J 

* Kfl)] - x №)J 
(7.9) л

+ ( х , a) = yt(x) + ш/+(х) - { ^ [ ^ ( a ) ) ] - y2[y(a)] + 

+ ^ t
+[x2(y(a))]} а г ^ ^ ° ^ Г п ~ ^ ^ W ? ) ) - ' * ) ] + x [y(fl)j - x \ß(a)\ 

+ г -о/о/ vn * - *2[v(ö)] + V [ x ° ( £ ( a ) ] } 2г ?Ti 

est la famille cherchée. En effet, elle contient E102 pour a = 0 et vérifie les conditions 

primaires pour les extrémités. 

Démontrons que 

(7Д0) y;(x9 0) = r,'(x) , x1 g x g x°V 

(7,H) Л + ( ^ 0 ) ^ ^ + ( х ) , x ° g x ^ x 2 . 

Désignons, respectivement, par BQ (a), B^a), BQ(O), B2(a) les expressions qui sont 
entre parenthèses dans les seconds membres des égalités (7,8) et (7,9). Nous voyons 
que BQ(O), B^a), B+(a), B2{a) sont nuls pour a = 0. En utilisant les égalités (A), 
il facile de démontrer que les dérivées B0~ ,2?J, B'0

+, Bf
2 sont aussi nulles pour a = 0. 

La justesse des identités (7,10) et (7,11) est démontrée. 

La dernière affirmation du lemme est aussi vraie, parce que les fonctions yt(x, a) 
possèdent les dérivées dyt{x, a), ô2yt(x, 0) et conséquemment, dans le cas où les 
fonctions 

(*) F V M ) , У1А<*)) >ö] > Уи[А<а)) > аЪ > 
F\x\ß{a)) , ylx\ß{a)) , а] , yix[x%ß(a)) , а]} ; 

(**) F2{x°(ß(a)) , yi\x\ß{a)) , а] , ^[х°(/?(а)) , а]} , 
П * 2 ( У ( * ) ) > У1АУ(*)) i « ] . Л . И К * ) ) > <*]} 

ont aussi des dérivées pour a = 0, nous pouvons écrire d / = / ' ( Ö ) da, d2J = /"(0) da2. 
L'existence des dérivées des expressions (*), (**) suit de ce fait que les deux premiers 
arguments des fonctions F1 et F2 ont des dérivées pour a = 0, tandis que la dérivée 
du troisième argument est égale à 

( y - У* \-A<a)) > «] ) = УЦ?)• 4 (0 ) t j + ^ ( x 1 ) . 
\ d * /«=o 
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On peut démontrer, par voie identique, que les fonctions 

yj{x\ß{a)) , a] , yt[x°(ß(a)] , a] , y\ {x2(y(a)), a] 

possèdent des dérivées par rapport à a pour a = 0. Le lemme est démontré entière
ment. 

Maintenant revenons à la démonstration du théorème 7.1. Nous remarquons 
que la fonctionnelle J prise le long de la famille (7,7) se transforme en une fonction 
J(a) de a ayant pour a = 0 des dérivées première et seconde. Si E102 rend minimum 
la fonctionnelle / , il est nécessaire que les relations suivantes soient vérifiées: 

/ '(0) = 0 , J\0) = /2(ib T)• g; 0 . 

Ainsi, le théorème est démontré. 

8. CAS PARTICULIER DU PROBLÈME VARIATIONNEL DISCONTINU 

Si la variété M 0 , sur laquelle s'effectue la discontinuité de la fonctionnelle / , 
dégénère en une variété linéaire я-dimensionnelle, la théorie du problème discontinu 
se simplifie considérablement. 

Dans ce cas, les conditions primaires pour les extrémités, au point de la disconti
nuité, peuvent être écrites sous la forme suivante: 

x = x° , yt = y°t = ßt (i = 1, 2, ..., n) . 

Alors, la condition primaire de la discontinuité sera 

(8.1) F^IA y(x°), / > 0 ) ] = F2
r([x°, y(x°) , / V ) ] . 

De l'égalité (7,4), il vient 

(8.2) b°kl- + Kt = 0 . 

Alors, la variation seconde s'écrit de la façon suivante: 

(8.3) J2(ti, T) = b\fil%\ + blizlx] + J 5 2œ\x, rj9 if) dx + jx
xl 2co2(x, 4, r\f) dx . 

Les conditions secondaires pour les extrémités aux points 7 et 2 étant restées les 
mêmes, nous obtenons au point x — x° 

(8.4) , о - - т ? , 1 , Г =т? ( /=1,2, . . . ,«) , 
c'est-à-dire les fonctions rjj^x) sont continues, et leurs dérivées peuvent avoir des 
discontinuités de première espèce (en particulier pour x — x°); tandis que dans 
le cas de la formulation générale du problème, les fonctions rjt(x) elles-mêmes ont 
des discontinuités de première espèce pour x = x° (cf. [9], [10], [11], [12]). 

Le cas particulier du problème ressemble beaucoup au cas paramétrique du pro
blème discontinu (voir [6]), où les variations f]t(x) sont aussi des fonctions continues 
et leurs dérivées présentent des discontinuités de première espèce pour x = x°. 
Dans ce cas, la condition primaire de discontinuité est analogue à celle exprimée 
par (8,1). 
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En conclusion, je voudrais exprimer ma vive reconnaissance au Professeur L. A. 
LUSTERNIK, dont la solicitude incessante a largement contribué à la naissance de ce 
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' Резюме 

К ТЕОРИИ РАЗРЫВНЫХ ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 
С ПОДВИЖНЫМИ КОНЦАМИ В ПРОСТРАНСТВЕ 

.;• . г М. К, КЕРИМОВ, Москва , 

В, этой статье исследуется вариационная задача о нахождении минимума 
разрывного функционала (1,1) в классе допустимых кривых, соединяющих 
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точки многообразий M1 и M2 и имеющих точки перелома, расположенные на 
многообразии М°. Выводятся необходимые условия минимума, базирующиеся 
на теории первой и, частично, второй вариаций. Именно, доказываются не
обходимые условия Эйлера, Вейерштрасса, Лежандра, условия трансверсаль
ности, условие разрыва; строится семейство ломаных экстремалей, содержа
щее данную ломаную экстремаль, дается определение фокальной точки и до
казывается условие Якоби с помощью теоремы об огибающей. 

Далее вычисляется вторая вариация для разрывного функционала и дока
зывается условие Якоби в терминах знака второй вариации. 
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