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Uexoc/osankuii Maremarudeckii axypuan 1. 11 (86) 1961, Ilpara

SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
D’UNE SURFACE PLONGEE DANS UN ESPACE A TROIS
DIMENSIONS A CONNEXION PROJECTIVE

Atvrois Svic, Praha

(Regu le 17 avril 1960)

On généralise les notions de quadriques de Darboux et de directrices de
Wilczynski pour le cas des surfaces dans un espace a connexion projective et
on détermine le repére local canonique.

I. LES QUADRIQUES DE DARBOUX D’UNE SURFACE

1. Soit donnée une surface = dans un espace a connexion projective a trois dimen-
sions. Dans mon travail [1], j’ai montré que I'étude de ses propriétés est équivalente
a’étude d’une variété Pé’3 que j’appellerai brievement surface a connexion projective
(ou encore surface tout court). On peut choisir les repéres locaux de la surface & con-
nexion projective de telle maniere que la connexion soit donnée par les équations
(1) dAo = ngO + wlAl + C’)ZA.Z 5

dA, = w4y + 0id; + 0id, + (1 — h) 0*4,,
dA, = 094, + 034, + 034, + (1 + h) 045,
dA; = 034, + 034, + 034, + 034 ;
o® = fi(u,v)du + f5(u,v)dv, ! = dw' + blo?,
wg + ol + 0 +03=0, [0'0’]+0.
Les changements admissibles des formes w® et des reperes locaux sont

(2) o' =ro', o?=s0?,

(3) Ay = 0gAg, Ay =aSAg + r aAd,, A, =054, + s b4,
Ay = 034, + o3A; + o034, + r s Ty 5 (0g)t = st
Il est évident qu’on peut méme supposer que I’on ait choisi les parametres asympto-

tiques sur la surface, et

(4) o'=du, o*=dv,



en échangeant les paramétres asymptotiques

(5) u=u(u), v=1u()
on obtient
r 1= '3 ) Noq: ’ du ’ dv
(6) du=u'du, dv=0v'dv (Cestadire r=u"=—,5s=0 =—].
du dv
Le calcul direct fait voir que les lois de transformation des fonctions a3, a}, b3, b},

lors de I’application simultanée de (3) et (6) sont
2 2
() ai="a}, By="
v

1
,b2>

u
(8) b} = u'b} — u'(a) "t o + u'v'(1 — h) (ad) ™" 03,

ay =v'ay — v'(ag) " @ + u'v'(1 + h)(ad) "t o} .
11 découle des équations (8) qu’on peut spécialiser les repéres locaux de telle fagon que
Ion ait
) b =al =0
pour les changements admissibles des repéres locaux, les conditions (9) étant toujours
vérifiées, on obtient

(10) o =1 —h)ve3, of=(1+h)u'ay.
Posons enfin ,
(11) aj=p, byj=y

de sorte que j’aurai des repéres locaux pour lesquels

(12) ddy = 034, + du A, + dv4,,
dA; = w{dy + wjA; + Bdud, + (1 — h)dv 4;,
dA, = 0o + ydv A; + w34, + (1 + h)du A;,

d4; = 034, + 034, + 034, + w3iAd;;
les équations (7) prennent la forme
— o u'? _ v
(13) ﬁ='-,“ﬁa yY=—7.
v
Dans ce qui suit, jemploierai la notation

(14) a=a)—al —a>+al, b=>by— bl — b3+ b3.

2. Choisissons un point fixe 4, de la surface n étudiée et considérons son espace
local P3(A,). Nous pouvons introduir les coordonnées locales des points analytiques
dans P4(A,) par rapport & la base locale correspondante par la relation

(15) X = x4y + x'A4; + x*4, + x*4; = x'4;.

Jappelle quadrique osculatrice Q de la surface = au point A4, toute quadrique de
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Iespace local P;(A4,) qui contient I’élément du second ordre du développement d’une
courbe y quelconque de la surface n, passant par le point A, (il sagit du développe-
ment en P;(A4,)). La courbe y soit donnée par I’équation

(16) v =1o(u),

. dv . -
la notation »" = —, etc. ne sera certainement pas en collision avec (6). Pour le

du
développement y* de la courbe y on aura
(17) A = (A)y + u(4')y + Ju*(A4")o + su>(A4")o + ...

ou
(18)  (A)o = Ao,
(4)o = (ad + b)) Ag + A, + v'A4,,
(A7)0 = (a3 + a%0’ + B30 + b + bo" + al + B3 +
+ af + b + adv’ + b'?) 4, +
+ (a + bgv' + aj + bjv' + ') A, +
+(v" + ado’ + b2 + B + a3y’ + bIv'?) A, + 4,

Considérons, dans P;(A4,) la quadrique

(19) (X, X)=c;x'x' =0, ¢;=c;; i,j=0,...,3.
Si (19) est une quadrique osculatrice, il doit y avoir
(20) (4,4) =0

identiquement en u°, u*, u? pour tout v’, v”. En y appliquant (17) on obtient
(21) ((4)o- (4)o) = 0,

((A)m (A')o) =0,

((4)0, (47)o) + (40> (4)0) = 0.
Il s’ensuit de (19) que (4;, 4;) = c;;; en substituant (18) dans (21, ,) il vient
(22) Coo = Cog = €o2 = 0.
La substitution en (21) donne
20'(Ag, A3) + (Ay, Ay) + v'*(A,, Ay) + 20(A4, A) = 0

de sorte que
(23) €11 = €23 = Co3 + €15, =0.
Léquation de la quadrique osculatrice générale est donc (je pose ¢;, = 1; dans le
cas ol ¢y, = 0 la quadrique en question est singuliére)

(24) x0x3 — x'x? — ¢3x"x? — ¢,3%%x%% = Zcg;5(x%) .
Cherchons sur la surface n des courbes (16) passant par A, et telles que leur dé-
veloppement en P4(4,) a avec la quadrique (23) un contact du troisiéme ordre. Pour
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une telle courbe I'équation (20) doit étre vérifiée identiquement en u°, u?, u?, u*, on
doit donc avoir

(25) ((4)o, (4")o) + 3((4)o» (47)0) = 0.
Le calcul direct donne
(26) (A" = ()40 + ()A; + ()4, +
+[(3+ R)v" + (1 + h) B + (2a3 + ai + a5 + 2a3 — ha] + ha}) v’ +
+ (2b9 + bi + b3 + 2b3 — hb} + hb3)v'* + 3] 4,4,
il en vient par substitution en (25)
(27) ho" + (h —2) B + (2a + aZ — al . h — 6c3) v +
+ (26 + b2 —bl.h— 6cy5) "2 — (h +2) > =0.

Si la torsion h de la surface m est & 0, alors il existe sur’ la surface © des courbes

passant par A, qui ont une tangente donnée arbitrairement et un contact du troi-

siéme ordre avec une quadrique osculatrice (24) arbitrairement choisie. Toutes
ces courbes-1a admettent la représentation paramétrique

1
v =10y + uv’ + Jut" + " + .

ol v', v” sont liés par I’équation (27). Pour h = 0(27) se réduit a
(28) ﬁ + (3013 - a) U, + (3C23 - b) U’Z + 'YU,Z = O .

Pour toute quadrique osculatrice Q (24) il existe trois tangentes a la surface 7 au point
Ag jouissant de la propriété: le développement de toute courbe qui touche a une d’elles
a un contact du troisiéme ordre avec Q. Les quadriques telles que les trois tangentes
correspondantes sont apolaires par rapport aux tangentes asymptotiques, forment le
faisceau

(29) x%%3 — x'x? — Jax'x® — 2bx%x® = lcgs(x%)?

les trois tangentes mentionnées engendrent alors sur m une 3-couche de courbes de
Darboux

(30) Bdu® + ydv® =0.

3. Sur la surface = donnée par les équations (12) considérons une courbe 7y (16) qui
touche au point 4, ’asymptotique v = const, on a alors v" = 0 en 4,. En chaque
point de la courbe y considérons la tangente a ’asymptotique u = const, passant par
ce point; développons la surface réglée ainsi obtenue dans I'espace local P3(4,). Je
vais trouver I’équation de la quadrique Q (19) dont un regulus a un contact réglé du
second ordre avec le développement de la surface mentionnée. La quadrique Q doit
contenir tous les points de la droite {4, 4,}, c’est-a-dire on doit avoir (4, + t4,,
A, + tA,) = 0 identiquement en ¢, ce qui donne

(31) (Ao, Ao) = (A, A2) = (43, 4,) = 0.
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La différentiation (en u) de ces équations donne

(32) (4o, Ay) =0, (A, 4;) + y'(do, Ay) + (1 + h)(4o, 45) =0,
yU,(Al, Az) + (1 + h)(Az, A3) = O;

en y possant v’ = 0 on obtient

(33) (A, 4;) =0,  (Ay, 45) + (1 + h)(Ap, 43) =0, (4,,45) =0.

Une nouvelle différentiation des équations (32), I'application de (31) + (33) et
v" = 0 donne
(34) (4,4, =0, <a v h) (Ay, 42) = 21 + )4y, A45) = 0,

(yo" + 1+ h.a} — ad)(Ag, A3) — (1 + h)(43, 43) = 0.

Pour la quadrique cherchée on a (31), (33) et (34) de sorte que son équation est

h
35 1+ h)x'x? — x%%3 + 2 (a + ) x!x3 =
0 (14 1) (o Lo

1
2(1 + h)
Considérons ’'asymptotique v = const passant par le point A, et la courbe (16) qui

la touche (cela veut dire que v' = 0). Pour les développements de ces deux courbes
dans I’espace local P5(A4,) ona — voir (17) et (18) —

(36) A= AO + Ll(ang + Al) +
2@, + (@) + @Y Ao + a5+ a} . Ay + pAs) + ...

(1 + hal — ad + y")(x*)?.

ou encore
A=Ay + u(aSd + A)) + 2u(al, + (@9 + a¥. 4o + ad + a} . 4, +
+ 0+ B A) + 2 {( )4 + (DA + (D)4, +
F B+ +3+h.ov) A3} + .
de sorte que leur invariant de Smith-Mehmke est

_/))+v//

(37) 1+

ce qui donne

(38) v = Bv.

La 'quadrique (35) pour la courbe (16) qui a avec 'asymptotique v = const I'invariant
de contact 1 + v (je désigne cette quadrique par Q,(v)) a I'équation

(39) (1 + h)x'x® — x> + Ha + h x!'x? =
2 1+h
1 -
= N (1 + h.a} — a3 + vBy)(x®).
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Si la courbe (16) a un contact du second ordre avec I’'asymptotique ¢ = const, on a
v" = 0, c’est-a-dire v = 0 et jobtiens la quadrique de Lie Q,(0). Si la courbe (16)
a une inflexion au point A4,, on a v" = — B, c’est-a-dire v = — 1 et j’obtiens la
quadrique Q,(—1) de Wilczynski-Bompiani. Si le plan tangent {4,, A,, A,} au
point A, a un contact du troisiéme ordre avec la courbe (16), on a en vertu de (36,)

V= — 15k et on obtien la quadrique de Fubini Q,{ — 1—'{————’1— .
3+ h 3+h
4. L’interchangement des asymptotiques est exprimé par la substitution
(40) [1ua:/3 ha[

12 b:y —h b
Ainsi p. ex. I'expression a{ + h — fa sera remplacée par by — h — yb.
La quadrique Q,(v) a donc I’équation

1 h
41 1____h 1.2 OX3+— b— v x2x3:
(41) B G

(1 — h.b3 = by + vBy)(x*)>.

1
T 21— h)
Yappelle quadrique Q(v, 1) de Darboux la quadrique Q,(v) + 2 Q,(v) = 0 dont
I’équation est
(42) (1 +h+2—h)x'x> =1+ 2) x> +

+1 a+ﬁ— x1x3+1/1 b — hy x2x3 =
2 1+h 2 1—nh
L{y 2 a(z) /lb(l) 1 A 3\2
=-Jab 4 b — 2 _ + vy —— + —— )L ()2,
2{3 et e im0

Le faisceau de quadriques Q(v, ), ou Q(v, 0) coincide donc avec le faisceau (41), ou
(39) respectivement. La quadrique Q(v, 4) est singuliére et contient le plan tangent

{4, Ay, A,} (dont I’équation est x> = 0) si et seulement si A = Z—+% Par cela la

signification géométrique des nombres v, A est suffisamment établie pour toute
quadrique Q(v, 1), car dans chacun des faisceaux Q(v, o), Q(v, 0) on a trois quadri-
ques remarquables déterminées géométriquement, il en est de méme pour le faisceau
Q(v, A) (v étant fixe).

Jappellerai quadriques de Lie de la surface n les quadriques de faisceau Q(0, A).
Jappellerai faisceau principal de Darboux le faisceau de quadriques Q(v, 1) dont les
quadriques sont

(43) xix? — X0 4 L(a 4 BT VI + 10— By ) x2ed =
4 L+ h
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la quadrique Q(0, 1) qui est a la fois quadrique de Lie et quadrique principale de
Darboux et dont I’équation est

(44) ix? — X0 4 1 PRI IR Y L P
4 1+h 4 1—nh

0 0
=:1‘<a§ +p2— 22 _ b )(x'q')2

1+h 1+4+h

sera appelée quadrique principale de Lie.
5. Soit donnée une surface 7 (12), considérons les repéres locaux duelles

(45) E® = [4,4,45], E' = — [AoA,4;], E? = [Ap4,4;5],
E3 ha [AOAlAl]

et les reperes liés a eux
(46) FP=E, FP=—-(1+hE*, F'=—-(1-h)E', F°=E°;

les repéres (46), bien entendu, ne vérifient plus la condition [F?F?F'F°] = 1. La
dualisation n* de la surface 7 est donnée par les équations
(47) dF® = (— a3 du — b3dv) F* + du F*> + dv F*,

dF? = (1 + h)(a3du + b} dv) F? +

+ ha — a2 )du + hy — b2 )dv! F? -
1+h 1+h

_l+h
1—h

Bdu F' + (1 + h)dv F°,

dF' = (1 — h)(a} du + b;dv)F3—:—_-ZydvF2 +
+

My f— —aj)du +( — ho — by )doy F* + (1 — h)du F°,
1—nh 1—h

_il_h(agdu + by dv) F* +

(a du + b9 dv) F* + (— a3 du — b dv) F°.

dF°® = (- a3 du — b3 dv) F* + .

1
1—h

+

Par comparaison avec (12) on obtient la substitution des expressions particuliéres
figurant dans (12) qui a lieu au passage de la surface © & sa dualisation. Si j’introduis
les coordonnées locales duelles par la relation

(48) n = nsF® + n,F* + n,F' + 3oF° = n,F'
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la quadrique Q*(V, 4) aura I’équation

(49) A=h+A+h)nm, — 1 + )nons —

2 ten)" T o\0 T ) T

i, ., & w1 PN
S PSSP TS S SR SR Wy S S | g5
2{3 b aaan S e [

Les coordonnées locales

(50) &= EE® + EE? + E\E' + §GE° = EE!

sont liées avec n; par les relations

(51) & =1, fzz—(1+h)’12’ €1=""(1"h)’715 $o = 1o

d’ot I'on trouve facilement I'équation de la quadrique Q*(v, 1) en coordonnées
locales &;. L’équation ponctuelle de cette quadrique est

1—h+ 214+ hi

52 14+ D) xx? - x%x® +
) (1+2) -
+___1__ a + hu x1x3+ '1 b__ hv x2x3=
2(1 + h) 1+ h 20—m\"  1-h
1
=— (Agody, — 200100, )(x3)?
2(1 + A)( 0012 01 02)( )
ou
9 Ab° - A
PR S. BT L. SR BRI
o0 A 1+h
A h, 1 h
gy = — | b — Ay, = a+ =1,
o 2(1—h)< 1——h> oz 2(1+h)< 1+h>
1—h+ A+ hi
a12=——————.—2_——.
1—h

Si je ne borne aux surfaces sans torsion (j’ai donc h = 0), la quadrique Q(v, 2),
ou bien la quadrique Q*(v, 1) aura I’équation

(53) (1 + A(x'x? = x°x%) + Jax'x® + 1Abx*x3 =
= 2(a} + b3 — ad — AbY + v. 1 + 1. By)(x*)?

ou respectivement

(54) (1 + 2)(x"x" = x°x%) + Fax'x? + 32bx"x* =
- §<a3 + b2 — a3 — b — .1+ 4. By — ;JM >( ).
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Les quadriques Q(v, 1) et Q*(v, 4) coincident si et seulement si
abi
(L+ 228y
6. Dans mon travail [2] j°ai déterminé, a I'aide du procédé da a E. Cech pour le cas
des surfaces d’un espace droit, un réseau de quadriques associées a chaque point de la

surface considérée. Il y avait entre elles une quadrique qui généralisait d’'une maniére
évidente le quadrique de Lie et dont I’équation était (cf. [2], (38))

(55) v+ Y=

(56) x1x? — x%%3 + 1<a — )xlx3 + 1<b + h, )xzx3 =

4 1+ h 4 1—h
_1 1-—h.az§+1+h.b§—-ag—b‘l’+gl,,+gz,,—§ab——M (x*)?
4 ) 2(1 — h?)
ou
h h
57 0 =——~"——-la,g=_—"_l
7) ! At+h) 27T 20—h)

Cette quadrique-1a est, en général, différente de la quadrique principale de Lie (44).

II. REPERE CANONIQUE D’UNE SURFACE

7. Les équations (10) ont la suivante signification géométrique: la droite {4,, 4,}
étant choisi, la droite {A4;, 4,} est déterminée sans ambiguité. On trouve facilement
sa construction géométrique. La droite polairement conjuguée a {A,, A5} par rapport
a la quadrique Q(v, A) ne dépend pas de v et a pour équations

(58) x3:(1+/1)x°—1 a+i>x1—ll b— M V2o,
2 1+ h 2 1—-h

La droite conjuguée & {4,, A3} par rapport aux quadriques Q(v, o) (ou Q(v, 0) resp.)
coupe la tangente asymptotique {4y, A;} (ou {4, A,} respectivement) au point A,
(ou A4, resp.).

Pour déterminer la repére local canonique il suffit donc de déterminer une droite
géométriquement remarquable passant par A, et de placer le point A5 sur elle et sur la
quadrique principale de Lie. Dans la suite, je me borne aux surfaces sans torsion et
j’identifie la droite {A,, A5} avec la directrice de Wilczynski généralisée.

8. Sur la surface = donnée par les équations (12) (ou 'on pose h = 0) considérons
Pasymptotique v = const passant par le point 4, et en chacun de ses points sa tan-
gente; développons ensuite la surface réglée ainsi obtenue dans I’espace local P3(A,).
Je vais trouver un complex réglé linéaire en P5(A,) et qui a un contact du quatriéme
ordre avec la surface réglée en question. Si le complexe linéaire a la forme

(59) [X. Y] =a,[x,y] =0,

394



alors la condition pour qu’il jouisse de la propriété désirée est évidemment
ai
—[40,4:] =0 pour i=0,...,4.
ou'

Un calcul direct donne

(60) [40, A1] =0, [Ag, A,] =0, [Ay, 4,] + [40, 45] =0,

Z[Al, A3] - a[An Az] =0, 0‘1[1‘11: Az] + ﬁ[Azy As] =0
ou

(61) a, = a3 — a9 — a, + 3a(a3 — a?) — 1a®.

Vu que [4;, 4;] = a;;, on obtient ’équation du complexe linéaire cherché sous la
forme

(62) q°% — q'% — %aq” _‘_‘%qzs -0.

En interchangeant les asymptotiques on obtient un autre complexe linéaire

o
(63) q03 + q12 - %bq23 +_;2q13 — 0

ou

(64) 0 = b}~ b3~ 3b, + 3b(b3 — b}) — 2b°.

Dans le faisceau déterminé par les complexes (62) et (63) il y a des complexes linéaires
spéciaux

b et

1/ 1/

03 2 1 13 1 1 13

q +_ = — =a +_ .__.._b =0’
2<Y z >q 2<B z >q

dont les axes sont

1/ 1/
(66) Po3 =1, Pozz“‘—z'*‘%a, Pm"“—%“‘%b,
? 2\ B

2
P12 = P13 = P23 =0,

1/a 1/a
P12 =1, Poz=_5<“f“%a>a Po1=£<'ﬁl_%>,

que jappelle directrices de Wilczynski.
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A partir des équations mentionnées plus haut on trouve facilement par un calcul
direct que les directrices de Wilczynski de la dualisation n* de la surface n sont les
droites

(68) ro e (Mo ap)pr g L% ) gy pel
2\p 2\ y
> = E2+1—a-2+%a E3, E’+1(ﬁ+;_bE3,
2\y 2\ B

donc qu’elles coincident avec les droites (67):
ky=ki, k,=k}.

9. Supposons maintenant que le point A5 soit situé a I’intersection de la directrice
de Wilczynski k, (67,) avec la quadrique principale de Lie (44) dont I’équation est

(69) x'x? — x%% + Jax'x® + 1bx?x® = a3 + b3 — a3 — bY)(x%)2.
On a alors
(70) a, = 2(a — a) + a(a3 — a3) — 2a* + bB,
by = 25} — b2) + (B3 — bl) — 15" + ay,
ay—ad+ b2 -0b)=0.

Les points géométriques A4y, Ay, A,, A5 étant complétement déterminés par les con-
ditions précitées, il est encore possible de changer les paramétres asymptotiques (5)
ou (6) ainsi que les bases locales
(71) Ao =oagdy, Ay =r"'adAd;, A, =s"togd,, A3 =r""s"'agA;;

(aQ)* = r2s*.
En écrivant

(72) o =a, M=q,
«

R |R

=0y,

on obtien les équations de transformation pour les fonctions aj’:, bj': correspondant aux
substitutions (5) + (71):

-0 _ (.0 70 _ (10 .
(73) ag = r(ag — ay), bg = s(by — ay) ;
aj =r*ay, b =rsb};
ay =ra; +r7 ' —oyr, by =s(b; —);
=0 _ .0  T0 _ 270.
a, =rsa,, b, =sb;;
a; =r(a —oy), b3 =sb+s7's —oys;
n 2,—1 N o— p— 1.2
B =rsT B, y=r""s%,
a3 = r’say, b3 = rs?b3;
al = rsay, b3 =s’by;
a3 = r%a%, b3 = rsh};
_ _ — s
ad=ral+r ' —oyr, b3 =sby+s7's —as.
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A partir de ces relations il est déja possible de trouver de fagon machinale le systéme
complet d’invariants différentiels projectifs de la surface envisagée; il faut, bien en-
tendu, tenir toujours compte des relations (70).
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Pes3rome

K JUO®PEPEHLIUAJIbHON TEOMETPUU ITOBEPXHOCTH,
IMOTPYXXEHHOI B TPEXMEPHOE ITPOCTPAHCTBO
- C MPOEKTUBHOW CBS3HOCTbIO

AJIOMC IIBEL] (Alois Svec), ITpara

IIycTh B mpOCTpaHCTBE C MPOEKTUBHOM CBI3HOCTHIO 33/1aHa TIOBEPXHOCTH 7T ypaBHe-
Husivn (12). Vi3yuarotest ee compukacarolecs: KBaapuku (24) 0 JOKa3biBAeTCs, YTO
npu h £ 0 Ha 7 CYLUECTBYIOT KPHBBIE C MPO3BOJILHOM Hamepena 3adaHHOM KacaTesb-
HOH, MMEIOIHEe KacaHWe TPEThero IMmopsiaka C JI000N KBaOpHKOW (24). OOGBIYHBIM
CII0COGOM ONpeeNoTCs Be CBSI3KM KBaapuk (39), (41), koTopsle 06pa3yloT ceTh
kxBagpuk [lapOy (42), coziepXKalnX CBs3Ky kBaapuk JIu (43) M riaBHYIO KBaJpHKY
Jlu (44). Keanpuku [lapby nyamusauun umeror sux (52). Haxomen, mpu h = 0
IIOCTPOEHBI 06061IeHNs IUPeKTPHC Buubuurckoro (67) , ¢ MX HOMOLIBIO, KAHOHH-
YeCKHH perep MMOBEPXHOCTH, ONPENEJICHHBIH BILUIOTH OO HOPMAJIU3allMi BEPIIHH;
JUISL HETO MMEET MeCTO cooTHoeHue (70), ¥ IIPH JONMYCTHMBIX H3MEHEHUSIX Ga3iCcoB
(71) + (72) monyuaem (73).

Pa6ora mpumblkaeT k pabote aBropa [2], B XOTOpO# paccMaTpuBaeTcs IpYyroe
00001enne kBaapuku JIu MOBEPXHOCTH, MOTPYXKEHHOM B IIPOCTPAHCTBO C IPOESKTHB-
HOM CBA3HOCTBIO.
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