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Чехословацкий математический журнал, т. 11 (86) 1961, Прага 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА СПЕКТРА 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

ЛЮДВИК ЯНОШ (ЬисМк ^апо8), Прага 

(Поступило в редакцию 23/V 1960 г.) 

В работе исследуется краевая задача 

осг"(х) + т(х) у(х) = 0 , осу"(х) + р(х) г(х) = 0 , 

х е <0,1> , у(0) = XI) = гФ) = 2(1) = 0 

и зависимость ее спектра от функций т(х) и р(х). 

ВВЕДЕНИЕ 

Обозначения. Мы будем заниматься однородными интегральными уравне
ниями типа 

(1) ГГ(х9 г) ХО Щ (И = Ху(х), 

п 

где ^ — область /с-мерного евклидова пространства Ек9 т(х) — положитель

ная и непрерывная на ^ функция, а Г(х9 I) — непрерывное и симметрическое 

на ^ ядро. Оба указанных свойства ядра мы будем в дальнейшем всегда пред

полагать. 

Определение 1. Сп обозначает множество всех действительных непрерывных 
функций на 12; С^ а Сп обозначает подмножество положительных на ^ функ
ций. 

Определение 2. Ядро Г(х9 г) мы назовем положительно определенным, если 
//Г(х, {) <р(х) ср(г) их й{ > 0 для ср е СП9 (р ф 0. 
по 

Определение 3. Ядро Г(х91) имеет свойство А, если 
1. Г(х9 х) > 0 для XЕ^9 2. Г(х9 () = 0 для x9^е^. 

Определение 4. Если п — натуральное число, то через 1п мы обозначим мно

жество всех [х19 х19 ..., хи] 6 Еп9 для которых 0 < х1 < х2 < ... < хп < 1. 
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Определение 5. Пусть Г(х, х) — функция двух переменных х, X е <0, 1>, пусть 
п — натуральное число, хь Х$ е <0, 1>, г9] = 1, 2, .... п. Тогда мы положим 

г / х 1 , х 2 , . . . , х „ \ = | г ( х ! ^ ) Г 1 _ 

V I ? *2> •••? Ы / 

Символом \аи\\ и т. п. мы будем обозначать определитель матрицы с элемен
тами аи. 

Определение 6. Пусть Г(х, х) — ядро (х, Хе <0, 1>), пусть п — натуральное 
п 

число. Под символом Г(х, х) (х, X б Гп) мы будем подразумевать п-ое ассоцииро
ванное ядро ядра Г(х, х), так что 

Г(х, 0 = г ( Х 1 ' Х 2 ' • • • ' * " ) , ~х = [ х 1 , х 2 , . . . , х „ ] , ( = [ г 1 , ( 2 , . . . , д ; 
V I ? ^25 •••?^п / 

х, X е Г п . 

Определение 7. Пусть Г(х, *) - ядро (х, X е <0, 1>). Мы будем говорить, что 

Г(х, I) — осцилляционное ядро, если имеет место 

1. Г(х, х) > 0 ; х, Г е (0, 1). 
и 

2. Для каждого натурального п присоединенное ядро Г(х, *) обладает на 1п 

свойством А, то есть 

г ( * 1 ' Х 2 ' ' " ' * Л > 0 для 0 < х , <х2... <хп< 1 ; 
\ Х 1 » Х 2 > •• «5 * л / 

/хх, х2, ..., хЛ ^ 0 д м /0 й х, ^ х2 й ... й *п = 1 , 

V,, *2 ,...,*„/ \ 0 ^ Г, ^ Г2 й ... = К = 1-

Определение 8. Пусть х1 ? х2, ..., хп е <0, 1>, (рх(х), (р2(х), ..., (рп(х) е С ( 0 Д ) . 

Символом А [ и ***' ) мы обозначим определитель |<Р;(х/)|1-
\х1 ? х2, ..., хп/ 

Определение 9. Система функций (рх(х), (р2(х), ..., (рп(х) е С ( 0 Д ) образует 

систему Чебышева, если 

А (<Ри (ръ •••' 9я) * 0 для [х1 5 х 2,..., х„] 6 Х„. 
\чх1, х2, ..., хп) 

Определение 10. Последовательность функций <Р;(х) е С ( 0 Д ) ( / = 1 , 2 , . . . ) 

образует последовательность Маркова, если каждый ее отрезок <Р\(х), <Рг(х) •> • • •-

..., <р„(х) является системой Чебышева. 

Приведем теперь некоторые теоремы, которые нам будут нужны в даль

нейшем и на которые мы будем в дальнейшем ссылаться. 
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Теорема А. Пусть К(х,{) — ядро на ^ а Еь имеющее свойство А, т(х), р(х) е 
е С^>. Тогда для максимального собственного числа а(т, р) системы 

(2) K(x, t) y(t) m(t) ât = аz(x) , K(x, t) z(t) p(t) dt = ay(x) 

справедливо соотношение 

(3) а(т, р) 

K(x, t) Y(x) Z(t) m(x) p(t) dx dt 

sup n-n 

Y2(х) m(х) dх Z2(х)p(х) dx 
i ' 

причем экстремум правой части получается на единственной (с точностью до 
множителя) паре у(х), г(х), которая является решением системы (2) и которая 
может быть выбрана так, что у(х) > О, г(х) > О для х е ^. Итак, а(т, р) 
является невырожденным собственным числом системы (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о соотношения (3) проведено в [2] (Лемма 1, стр. 69). 
Остальная часть утверждения следует из [1], лемма 1, стр. 214, следующим 
образом: 

Исключая, напр., г(х) из системы (2), мы получаем интегральное уравнение 
для у(х) вида (1), где 

Г(x, í) = K(x, s) K(t, s) р(s) ds ; Я = a,2 

причем ядро Г(х, *) обладает, очевидно, снова свойством А, и согласно цитиро
ванной теореме в [2] следует у(х) ф 0 для любого х е ^. 

Число а(т, р), определенное соотношением (3), является функционалом, 
определенным на С^ х С^. 

Покажем еще, как упрощается соотношение (3) для случая, когда т(х) = 
= р(х) е С^. В этом случае мы получим путем исключения у(х) и затем г(х) 
из системы (2) для обеих функций у(х) и %(х) одно уравнение (1). Но так как 
согласно цитированной теореме в [2] соответствующее собственное число не 
является вырожденным, можно положить у(х) = %(х), откуда следует 

(Зa) 

K(x, t) Y(x) Y(t) m(x) m(t) dx át 

a(m, m) = suр 
0 Ф YeCsг 

ПQ 

Y 2(x) m(x) dx 

Приведем еще важное интегральное тождество, указанное в [2] (стр. 218): 
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Пусть (рх(х), ср2(х),..., срп(х); ф^х), ф2(х),..., фп(х) е С{ол), т(х) е С+0>1); тогда 
имеет место 

( 4) [Л (Ъ- ** -' <Р.)А(+» *» -' М т{{1) Щ2 ... т ( 0 й11 ^ ... йи = 

1 /*1 /П 

n! 
^1 " j (*" ^2' - ' ^ W * 1 ' ^ 2 ' - ' ^ m(fl) m(í2) ... 

0 V l > *2> •••?*«/ V I ? ^2? •••> tn 0 J 

. . . m ^ d l ! dř2 ... dřn = 
>i 

<Dź(í) ý/f) m(ř) dí 

Наконец, нам нужна будет еще важная теорема, доказанная в [2] (теорема 1, 
стр. 217): 

Теорема Б. Пусть Г(х, I) — осцилляционное ядро интегрального уравнения 

Г(x, t) y(t) m(t) dt = Xy(x) , m(x) є C+0tl) 

Тогда имеет место: 

1. Каждое собственное число Х{ спектра Хх > Х2 > Х3 > ••'• является невы
рожденным; 2. соответственные собственные функции Ух(х), у2(х), у3(х), ... 
образуют последовательность Маркова. 

1. ПРИНЦИП АРИФМЕТИЧЕСКОГО, ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО 
И ГАРМОНИЧЕСКОГО СРЕДНЕГО СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 

Для наибольшего собственного числа Х(т) интегрального уравнениея (1) 
справедливо соотношение 

F(x, t) Y(x) Y(t) m(x) m(t) áx àt 

0 < X(m) = sup 
0 * YeCn 

QQ 

Y2(x) m(x) dx 

при условии, что ядро Г(х, I) или положительно определенно или обладает 
свойством А. В обоих случаях правая часть определяет положительный функ
ционал Х(т) на С^. Теперь мы исследуем некоторые его свойства в зависимости 
от условий, выполняемых ядром Г(х, г). Для упрощения записи обозначим 
арифметическое, геометрическое и гармоническое средние чисел х, у > О сим
волами 

2ху 

х + у 
a(x, y) = \(x + y) ; g(x y) = y/xy ; h(x, y) 
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Если тг(х), т2(х) е С^, то будет, очевидно, и 

а\тх(х), т2(х)~] , д^т^х), т2(х)~\ , й[тх(х), т 2 (х)] е С^ . 

Теорема 1.1. Пусть Г(х, {) — положительно определенное ядро уравнения (1), 
тг(х), т2(х) е С^>. Тогда 

Х\а(ти т 2 ) ] 51 а[Х{т^)9 А(т2)] ; 

Х[Н(ти т 2 ) ] 51 к[Х(т^), А(т2)] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В работе [3] (часть IV) доказана субаддитивность функ
ционала Х(т), т. е. 

Х(тх + т2) 51 Х(тг) + А(т2) , 

откуда, разделив на два, получим первую часть утверждения. 

Для доказательства второй части утверждения введем в выражение 

Ï-Г(x, t) Y(x) Y(t) m(x) m(t) dx dt 

Y2(x) m(x) dx 

новую функцию ср(х) посредством соотношения 

ср(х) = У(х) т(х) , У(х) е Сп . 

Ввиду того, что т(х)еСя, последнее соотношение определяет взаимно 
однозначное отображение Сп на себя, а в силу однородности выражения и по
ложительной определенности ядра функционал Х(т) можно выразить в виде 

X(m) = sup 
(peBr 

ę\x) m -\*)dx\ \ 

где множество ВГ с= Сп определяется соотношением 

ę є Bг o Г(x, t) cp(x) ę(t) dx dt = 1 . 

QП 

Положим теперь т(х) = й[т х (х), т 2 (х)] , и пусть ср(х) является максимализи-
рующей функцией для т(х). Тогда будет 

Цnц) ^ 

X(m) = 

\(p2(x) m^x(x) dx 

(p2(x) m 1(x) dx , 

, X(m2) 2> U>2(*) m2 1(x) dx 
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Из последних двух неравенств получим 

A " 1 ^ ) + X~\m^) = \(p2(x)[mx

l(x) + m2

 x(x)] dx 

Однако, 
, ч 2mÁx) mJx) 

m(x) = - - ^ - — - ^ -
m^x) + m2(x) 

следовательно, т г(х) = ^ [ т х ^х) + т 2 *(х)], откуда 

2А _ 1 (т) = ^ ( х ^ т ^ х ) + т 2 *(х)] ёх . 

^ 

Сравнивая, мы получим Х"1^^) + Х~х(т2) = 2А _ 1(т), откуда следует наше 

утверждение. 

Теперь докажем аналогичное утверждение для случая ядра, обладающего 
свойством А. 

Теорема 2.1. Пусть Г(х, I) — ядро со свойством А и пусть тх(х), т2(х) е С&. 

Тогда 

Х[д(тх, т 2 ) ] = д[Х(тх\ Х(т2)~\ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если положить 2(х) = У(х)^/т(х), то относительно функ
ционала А(т) справедливо соотношение 

Х(т) = зир Г(х, I) 2(х) 2(г) д/т(х) л/т(г) дх ёг , 

где множество В с= С 0 определяется предписанием 

Z e B o íz2(x) dx = 1 

Положим т(х) = ^[т х (х), т 2 (х)] . Пусть теперь г(х) — максимализирующая 

функция для т(х). Тогда имеют место соотношения 

X(m) = F(x, t) z(x) z(t) ^m(x) N/m(í) dx dt, 

QQ 

X(mx) = F(x, t) z(x) z(t) y/mx(x) Jmx(t) dx dt, 

X{m2) ^ Г(x, t) z(x), z(t) 7 m2(x) yjm2(t) àx àt. 
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По приведенной теореме из [2] (лемма 1, стр. 214) имеем г(х) > О для х е ^ и, 

следовательно, функция С(х, I) = Г(х, I) %(х) 1(1) неотрицательна на О х Й , 
т. е. С(х, г) ^ 0, х, 1е~&. 

Если положить [т,(х) т ,-(*)]* = ср{(х,г)(1 = 1,2), то в силу неотрицатель
ности С(х, I) справедливо неравенство Шварца 

(px(x, t) ę2(x, t) G(x, t) dx dt 

QQ 

< 

< ę2x(x, t) G(x, t) dx dt. <p2(х, t) G(x, t) dx dt 

QQ 

а тем более и А2(т) ^ Ъ(т\) 1(т2), что и требовалось доказать. 

Теорему 2.1 нетрудно обобщить на функционал а(т, р). Докажем следующее 
утверждение: 

Теорема 3.1. Пусть К(х, I) — ядро со свойством А. Тогда функционал а(т, р), 

определенный соотношением (3) в введении, удовлетворяет неравенству 

а(^/тхтЪл/рхР2) й х А ( ^ ь Л) а ( т 2 , р 2) 

<3лл т^х) , т 2 (х), рх(х)> Рг(х) е Оз • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функционал а(т, р) можно, очевидно, выразить в виде 

а(т, р) = вир \К(х, г) и(х) V(^) х/т(х) у/р($) с1x &1. 
и,ьеВл I 

fìß 

ЕСЛИ теперь положить т(х) = у т х (х) т 2 ( ^ , р(^) = л/р^х) р2(х) и если 
1/(х), г)(х) — максимализирующая пара функций для т(х), р(х), то 

а(т, р) = \К(х, I) и(х) V(^) у/т(х) у/р(1) их &1, 

^^ 

а ( т 1 5 рх) ^ \К(х, I) и(х) V(^) л / т ^ х ) у/р^г) Ах &г, 

QQ 

a(m2, p2) ^ K(x, t) u(x) v(t) Jm2(x) sfpjf) dx àt. 

QQ 

Далее, если положить 

С(х, *) = К(х, I) и(х) V(^) , 

|>;(х) р^*)]* = ф^(х, г) , I = 1, 2, 

то в силу нетроицательности функций ы(х), V(x) на О можно снова воспользо
ваться неравенством Шварца, откуда и получится наше утверждение. 
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Непосредственным следствием ялвяется следующая 

Теорема 4.1. Функционал а(т, р) удовлетворяет функциональному соотно

шению 

<х(у/тр9 у/тр) й ос(т, р) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение следует из (3.1), если положить тДх) = 
== Рг(х) = т(х), т2(х) = рх(х) = р(х), и из соотношения а(т, р) = ос(р, т), 
вытекающего из симметрии ядра К(х, I). 

2. ПРИНЦИП ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО СРЕДНЕГО СПЕКТРА КРАЕВОЙ ПРОБЛЕМЫ 

(5) а2"(х) + т(х) у(х) = 0 , ау"(х) + р(х) г(х) = 0 , 

т(х) > 0 , р(х) > 0 , х е <0, 1> ; 

(5а) у(о) = у(1) = 2(0) = 2(1) = 0. 

Непосредственным интегрированием системы (5) с учетом (5а) мы получим 
эквивалентную систему интегральных уравнений 

(6) К(х, I) у(г) т(г) <И = аг(х) , 

1 

к(х, I) 2(г) р(г) йг = ау(х), 

где К(х, I) определяется так: 

К{х,1) = (Х^-1\ Д Л Я * = ' ' к } \х(\ - х) для г <^Х. 

Ядро К(х, г) является осцилляционным (см. [2]). 

Докажем теперь теорему о сложении двух осцилляционных ядер. 

Теорема 2.1. Пусть Кх(х, I), К2(х, К) — два осцилляционных ядра на <0, 1> 

и пусть т(х) е С^1у Тогда ядро Г(х, I) = Кх(х, 8) К2(х, 8) т($) д8 будет также 

осцилляционным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, Г(х, х) > 0, хе(0, 1) Г(х, I) = 0, х, 1е <0, 1>. 
Остается показать, что для любого натурального п будет 

п п 

Г(х, х) > 0 , х е 1п ; Г(х, г) = 0 , х, I е 1п. 
Мы имеем 

fXí,x2,...,x\ | г ( x ; ^ „ 

V l > ř2? •••> lnl 
KX(XІ, s) K2(tj, s) m(s) d& 
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что согласно тождеству (4) равно 

1 

Кх(хь з) К2(1^ з) т(з) из 

к i 
**T> ^2> • • •> xn 

к 
h,t2, ..., t„ 

2 1 j m^si) m(s2) ... m(sn) dst ds2 
5 1 > s 2 > •••> 8/î Ч 51> 5 2 > •••> 5п. 

если в нем положить 

ср{з) = Кх(хь з); ф((з) = К2(гь з). 

Итак, для х, I е Хп получим 

Г(х, I) = ^ ( х , 5) К2(1, з) т(з) из , 

гдe 

ds„, 

гn 

m(s) = m(s^) m(s2)... m(s„) є Cţn, às = dSl ds2 . . . ds„. 

Из указанного выше соотношения непосредственно следует, что Г(х, *) 
обладает свойством А на 1Ю откуда следует наше утверждение. 

Теорема 2.2. Каждое собственное число а,- спектра ах > а 2 > а 3 ... системы (6) 
невырождено, а соответственные собственные функции Ух{х), у2{х), у3{х), ..., 
2х(х)9 22{х), 23{х), ... образуют последовательности Маркова. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Исключая сначала у(х) и потом %(х) из системы (6), 
мы получим для обеих функций интегральное уравнение с ядром, которое будет, 
согласно (1.2), осцилляционным. Тогда наше утверждение следует из теоремы Б 
(см. введение). 

Обозначим теперь символом а((т, р) 1-е положительное собственное число 
системы (6) и положим 

п 

$п(
т> Р) = П а * ( т > Р) > и =- 1, 2 , . . . . 

1 

Теорема 2.3. Пусть тх(х), т2(х), рг(х)9 р2(х) е С("оД). Тогда будет 

»я[Л/т1т29 ^рхр2~\ й у/&п(™и Рг) 3«(т2> Рг) > л = 1, 2, ... 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Решим систему 

.к(х, г) ^(0 т({) аг = в2(х), к(х, *) 2(г) р(0 а* = $у(х), 

-?n 

где т , р б С/п. Пусть теперь т(х), р(х) е С+ол), и положим 

т(х) = т(х1) т(х2)... т(х„) , 

р(х) = р(хх) р(х2). • • р(хп) ; хе!п. 
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Тогда указанная выше система удовлетворяется парой функций у(х), г(х): 

у(х) = л(УиУ2'---'У"\, 
\х1 ? х2, ..., хи/ 

х = [х1 9 х2, ..., хи] е Г и , Z(X) = W Z l ' Z 2 - - . - » 
\x l 5 x2, ..., x„ 

причем пара у((х), 2((х) является 1-ым решением системы (6). В этом мы убе
димся непосредственным вычислением: 

Г /*., х2, ..., хя\лГуи У 2,.., У Л т{н) т{(2) ш ( д ^^ ^ ^ = 

^ \*1> Х2-> • • • ^ п / \ * 1 , *2> •••>*>./ 

K(Xit) Уj(t) m(t) àt = a.^a.2 ...an ФJ) = ocxa2 ...ocnA 
1 \X1"> X2> • • •? Xn 

Так как по теореме Б функции 

гУиУг> •••>У«\ А(ги 22, ..., 2И 

ЧХ1? Х2> • • •? Хп/ \ Х 1 > Х 2> •••?-)СпУ 

не принимают нулевых значений на Хт число $ = а х а 2 ... аи будет наибольшим 
собственным числом исследуемой системы, откуда в силу теоремы 3.1 следует 
наше утверждение. 

В качестве следствия получаем теорему: 

Теорема 2.4. Пусть т(х), р(х) е С*олу Тогда 

К(\^тр, ^тр) = Эи(т, р) , п = 1, 2, . . . . 

Д о к а з а т е л с т в о . Теорема следует из 2.3, если положить тг = р2 = т , 

т 2 = Р1 = Р-
Теперь мы приступим к доказательству заключительной теоремы. 

Теорема 2.5. Функционалы З и (т, р) удовлетворяют соотношениям 

З п (т, р) й V а *( т » т) Эп(р, р), п = 1, 2, ..., т , р е С(

+

0 д ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для 5п(т, р) справедливо по теореме А соотношение 

K(x, t) Y(x) Z(t) m(x) p(t) dx át 

9n(m, p) = sup I „ I „ 

y 2 W m W " í z 2 W p W љ T 
гдe 

m(x) = m(x^) m(x2) ... m(xи) , p(x) = p(xt) p(x2) ... p(xn) , 

dt = dt^ dř2 ... dtn , x = [x1 ? x2, . . . x и ] є í в . 
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Аналогично для Зп(т, т ) и #„(р, р) имеет согласно (За) место 
<* п 

| К(х, I) У(х) У(*) т(х) т(г) ёх о! Г 

$(m, m) = sup 
0*YeCln 

In Sn 

Y2(x) m(x) dx 

K(x, ř) Z(x) Z(t) p(x) p(t) dx dt 

% , p) = sup 
0 ф 2 е С г 

По теореме Б пара функций 

2« -?« 

Z2(x) p(x) dx 

i n 

^ ^ z т Л ' 1 ^ 2 5 " - ' ^ , Z(x) = Zl(Z l 

V ^ l ' **2> * **' *и/ V^T 

z 1 ? z 2 , 

^2? •• •? хп/ 

является максимализирующей парой правой части выражения для #„(т, р), 

ибо, как было показано, эта пара удовлетворяет системе 

• п 

К(х, I) 7(0 т(1) 61 = Щх) , 

К(х, {) Щ р(1) &1 = ВУ(х). 
Итак, 

K(x, t) Y(x) Z(t) m(x) p(t) dx dř 

Чm> P) = T 
In In 

Y2(x) m(x) dx Z2(x) p(x) dx 

In ľn 

K(x, t) Y(x) Y(t) m(x) m(t) dx dt 

$rt(m, m) §: > ^n ^n 

Y2(x) m(x) dx 

In 
* П 

K(x, t) Z(x) Z(t) p(x) p(t) dx dt 

»»(.P> p) > 
Z2(x) p(x) dx 

i n 
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откуда следует 
ď„(m, m) &n(p, p) ^ 

92
n(m,p) 

> 

K(x, t) Y(x) Y(t) m(x) m(t) dx At. K(x, t) Z(x) Z(t) p(x) p(t) dx dt 

i i n i n i n 

-~ Ѓ p n -12 

K(x, t) Y(x) Z(t) m(x) p(t) dx dt 

Но так как У(х), 2(х) являются решением указанной выше системы, то 

К(х, I) У(х) У(г) т(х) т(1) их А1 = 9п(т, р) \ У(х) Х(х) т(х) их , 

У(х) 2(х) р(х) их , 

-*П -*П -?n 

К(х, г) Ъ(х) Щ р(х) р^) Ах Аг А Эп(т, р) 

*п 1п 1п 

Г \К(х, I) У(х) Щ т(х) р(г) их А1 = 

Хп -*п 

= &п(т, р) \У2(х) т(х) Ах = 9п(т, р) \22(х) р(х) Ах . 

-?п 2п 

Подставляя в выведенное неравенство и сокращая $п(т, р), мы получим 

Г У(х) Х(х) т(х) Ах У(х) 2(х) р(х) Ах 

дп(т, т) &п(р, р) ^ I I  

-?п 1п 

Теперь мы подставим сюда 

У(Х) = А(У1>У*--У'), 2(Х) = ^ ( 2 1 ' 2 2 ' - ' 2 » ) . 
4x1? х2ч •••> Хп) V е 1> Х2ъ •••> Хп) 

Согласно тождеству (4) нетрудно получить, например, 

\ (Уи У2, . . . Уп\ А (*и *г> ..., *я\ щ ^ ц ^ _ ц ^ ^ ^ _ ^ 

^ \ ^ 1 5 Х 2 , . . . , Х и / \^1? ^2? •••» ^ и / 

1 п 

Уг(х) 2у(х) т(х) о!х) , 
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и привести таким образом неравенство к виду 

/?ч ď„(m, m) ď„(p, p) 

&„(m, p) 
> 

(*1 n 

УІ(X) Zj(x) m(x) dx 
Jo 1 

Уi(x)zj(x)p(x)dx 
Jo 

n 

1 

(*1 n 

УІ(X) УÂX) m(x) àx 

Jo 1 
ZІ(X) Zj(x) p(x) dx 

n 

1 

Напишем теперь систему (5) для 1-го собственного числа а ;: 

а ; 2;(х) + т(х) у{х) = О , 

«.Д*) + К*) Ф ) = о. '-1'-»•••»«• 
Умножив первое уравнение на у/х) и проинтегрировав по частям с учетом усло
вия (5а), нетрудно получить 

Í 
Jo 

ŕ*l 
yř(x) yj(x) m(x) dx = af z'ř(x) y}(x) d * > i, j = 1, 2, ..., n 

и аналогично 
4 М 

2*(х) 2у(х) р(х) ёх = а* /4(х) 2}(х) их , 
о Л о 

^•(х) 2у(х) т(х) ёх = а; А(х) 2ХХ) ^ х > 
о ^о 

^ ( х ) )>/*) К*) <!* = «* У\(х) У)(х) &х • 
^ о ^ о 

Пользуясь этими соотношениями можно написать, напр., для первого опре

делителя в числителе соотношения (7) 

I 
^ ( 

УІ(X) Zj(x) m(x) dx <*« Ф ) z;(x) dx = Äв(m, p) z;(x) zj(x) dx 

Sв(m, p) 2 / Z l ? Z 2 > ••• Zn 

Zn 

_ - ( - " - - ' - - » ) d x 1 , d x 2 , . . . , d x l ł , 
/^T? "^2> • • • ^ И j 

и аналогично для остальных определителей. Сокращая на З в ( т , р), мы привеЯ^м 
неравенство (7) наконец к виду 

З в (т, т ) Эв(р, 1?) > 

S„2(m,p) 

^ 2 V ; ' 4 ' " " Z " ) d x 1 , d x 2 . . . d x „ 
XІ9 -^2> * ' *5 *̂ И 

> 
Zn 

A2(Уl'У2'---'У")dx1dx2...,dx„ 
X\y x -̂ .. •-, xи 

^ 1 5 ^ 2 J •*•? ^ f i / V*T? ^ 1 ? •••? Xn 

_ , * . JЪ, - > З ^ _ /-l, -2, .», Z„ j ^ ^ ^ _ dXn 
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Согласно неравенству Шварца выражение в правой части, однако, больше или 

равно единице, откуда и следует наше утверждение. 

В сочетании с результатом теоремы 3.2 ясно, что функционалы 5„(т, р) 

удовлетворяют неравенствам 

Н^тР> у/тр) й #п(го, р) й \/$п(™> т) НР> Р) • 
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Summary 

FUNCTIONAL PROPERTIES OF THE SPECTRUM OF BOUNDARY 

PROBLEMS 

LUDVIK JANOS, Praha 

The main result of this paper are the relations 

H\mP> \J/}nP) ^ &n(m> P) S Jh(m> m) $(P, P) , 
where 

n 

sn(™> p) = r w m > P) I 
1 

ai(fni p) is the l-th positive eigenvalue of the boundary problem 
a z"(x) + m(x) p(x) = 0 , a y"(x) + p(x) z(x) = 0 , x e <0, 1> ; 

y(0j = j;(i) -= z(0) = z(\) = 0; m(x), p(x) are positive continuous functions on 
<o, 1>. 
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