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YEXOCJIOBALIKHNN MATEMATUYECKHUI XXVPHAIJ

Mo

ym Ye. it Axademuu nayx
T. 12 (87) TIPATA 30.XI. 1962 r., No 4

LES FONCTIONS DISTRIBUTIONNELLES LOCALEMENT INTEGRABLES

Jiki JELINEK, Praha
(Regu le 10 décembre 1959; aprés modifications le 28 avril 1961)

Dans ce Mémoire, je m’occupe de fonctions distributionnelles dépendant
d’un paramétre, qui sont localement intégrables par rapport a ce paramétre.
Je vais déduire entre autre une simplification de la définition de la fonction
distributionnelle localement intégrable, établie par M. S. LOJASIEWICZ.

Jemploie, pour la plupart, la notation de [1] et [2]. Toutes les fonctions et distri-
butions sont réelles. Si Q est un intervalle compact dans E", D, est le systéme des
fonctions (réelles) infiniment différentiables définies dans E", au support dans Q.

Pour Y € 9, je pose |y| = Max [y(»)| (v € Q). Si py, P, ..., p, sont des nombres
entiers non-négatifs, soit

alpl
ayit ... dyPn

Pour N = 1,2, ..., soit %y I’ensemble des Y € 2, pour lesquels on a

lpl=zply DP=

1
S N=|DW| £ —.
[p| = l l//I_N

Les ensembles %y forment un systtme fondamental de voisinages de zéro dans
Iespace topologique linéaire 9,. Je n’emploie [3] que dans la démonstration du
lemme 2.

Si f et g sont deux fonctions localement intégrables, il faut alors prendre (si nous
n’écrivons pas par exemple f(x) = g(x) pour tous les x) le symbole f = g (ou f(x) =
> g(x)) dans le sens de la théorie des distributions, ce qui signifie dans notre cas
J(x) = g(x) pour presque tous les x. Il y en a de méme pour le symbole f = g (ou
f(x) = g(x)). & est donc I’espace des fonctions intégrables avec I’égalité définie de
cette maniére. En ce sens on peut prendre aussi |f], f < g, etc. (pour fig e,S,P).
Si f est une fonction intégrable, j’écrirai souvent [f au lieu de [f(x) dx.

Soient EY, Ej deux espaces euclidiens, Q un ensemble ouvert dans Ej x Ej,
Q, = {y;(x, y) € 2}. Pour tout x soit S,(y) une distribution définie dans Q,(y € Q,).
On dit (d’aprés [1]) qu’une fonction distributionnelle S, de la variable x est locale-
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ment intégrable dans Q si les deux conditions suivantes sont satisfaites pour chaque
couple d’intervalles ouverts bornés P, Q ou P < E", Q < E,,P x Q c Q:

1°. (S, ¥) est une fonction mesurable de la variable x dans P pour tout y Dy.

2°. Il'y a un voisinage de zéro # dans 9, et une fonction g intégrable dans P qui
peut prendre aussi la valeur + oo, de sorte qu’on a |(S,, ¥)| < g(x) pour tous les
Y € U et pour tous les x € P.

Il apparait que cette définition est équivalente a la définition suivante: Pour
tout Y €9, la fonction (S,, ) de la variable x est localement intégrable dans
son domaine, c’est-a-dire dans {x; support ¥ = Q.}. C’est la conséquence immédiate
du théoréme 2 de ce Mémoire.

Lemme 1. Soit # < D, un ensemble convexe cerclé tel qu’a chaque ensemble B
borné dans 2, un nombre 2 > 0 est associé de sorte que AM = B. 4 est alors un
voisinage de zéro dans 9.

Démonstration. Dans le cas contraire, il y aurait des fonctions gy (N =1, 2, ...)
telles que

(1) ONEUy — N . M .

Comme ¢y € %y, on a gy — 0, ce qui implique que {py} est borné et qu’il y a un
nombre 4 > 0 tel que ¢y € A.# pour tous les nombres N positifs. On n’a donc pas (1)
pour N > 1, ce qui est une contradiction.

Lemme 2. Soit & un espace linéaire normé. Toute forme bilinéaire F(o, l//)
séparément continue dans & x D, (Q est un intervalle compact dans E") est alors
continue.

Démonstration. Désignons par % la sphére unité dans & et par % un ensemble
borné dans 2,. Nous prouverons d’abord que la forme F(o, §) est bornée dans
% x 2. Si nous choisissons ¥ € 9, fixe, F(¢p, y) est alors une forme linéaire conti-
nue de la variable ¢, c’est-a-dire un élément de Z” (voir [3]). Désignons par F «(¥)
P'application de 2, dans ' que nous venons de définir. D’aprés [2], Ch.1IL, Th. VII,
tout ensemble borné dans %, est relativement compact. Il s’ensuit que Pensemble %
est contenu dans un compact convexe cerclé # < 9,. Comme l'application F, est
continue pour la topologie de la convergence simple dans &', pour cette topologie
Pensemble F(#") est compact. D’aprés [3], Chap. 1V, § 2, 6, Th. 6, la topologie
de 'espace & est celle de Mackey, c’est-a-dire la topologie de la convergence unifor-
me sur les ensembles convexes cerclés qui sont compacts pour la topologie de la con-
vergence simple. Il y a donc un voisinage de zéro ¥~ dans Pespace Z tel qu’on
aF(p,¥) < 1pourlespe? e #.1lyaencore un nombre 4 > 0 tel que A¥" o %;
comme # < A, on a linégalité [F(p, )] < A pour tous ¢ e %, e B. Soit M
Pensemble des Y € 9, tels que [F(o, )| < 1 pour tout ¢ € %. D’aprés le lemme 1,
A est un voisinage de zéro dans 9, ce qui achéve la démonstration du lemme.

Lemme 3. Soit S(x, y) une distribution définie dans P x Q oit P < (E™y Q =
< (E"), sont des intervalles compacts. Supposons que la distribution (SCx, v), ¥(»)),
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de la variable x soit une fonction intégrable dans P pour tout Y € Dy. 11 y a alors
une fonction g*(x) intégrable dans P et un voisinage de zéro dans 9, tels que
Y e = |(S(x, y), y()),| = g*(x).

Démonstration. Désignons par & I’espace 95 dans lequel nous établissons la

norme
loll = Max |o(x)] (pour ¢ € D)
xeP

au lieu de sa topologie usuelle. Désignons (S(x, y), ¢(x) ¥()) par F(g, Y)pour p e &,
VY €D, Daprés la supposition du lemme, Fi (¢, ¥) est une application bilinéaire
deZ x 9, dans E,, séparément continue par rapport a ¢ et a . D’aprés le lemme 2,
F est donc continue. Cela signifie qu’il y a un voisinage de zéro .# dans 9, tel que

Ve, pePp, Max|op(x)] < 1= |(S(x, y), o(x)y(M) <1,

Cest-d-dire y € M = [|(S(x, y), ¥(y)),| dx < 1. Le reste est une conséquence immé-
diate du lemme suivant si I'on y écrit (S(x, y), ¥(»)), au lieu de S(y).

Lemme 4. Désignons par (£,), lespace des classes des fonctions intégrables
f(x) (x € P), muni de la norme ||f| = JIf(x)| dx. Soit S une application continue
de (2y), dans (Zp),. Il y a alors un voisinage de zéro U dans Dy et un G(x) e (Zp),
tels que y € U = S(Y) < G.

Démonstration. S étant continu, il y a un ensemble .# de la forme

6kn
€Yy, |—m— <6
{w o ok oy W) }
ou 6 > 0, k est naturel, tel que
@) t//eji=f|s(://)l§1.

Choisissons les fonctions gy, 05, ..., 0, dans E, de maniére que feff)dt = 1,0, = 0,

01(y1) e2(y2) Q,,(y,,) €(2g),0uy = (yy, ..., y,). Pour chaque fonction h e (2y),
les fonction hi, al € (2,),, ol les

ajl(y) = a{(yla Yas ey YVi-1» yi+1’ ey y,.)
ne dépendent pas de y;, sont bien déterminées par les égalités qui suivent:

M=%%£WMHMMMJ%F£MMHMMM,

hL@=£W@+mmwm

h%b%m=£ﬂm+dmmm,

m4w=§wm+¢mmm,@m=%m=m
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et ainsi de suite jusqu’a la fonction hf*'(y). Pour satisfaire a ces égalités, on pose

ai(y) = fg, Wi-1(») dy;. Si fIh(y)l dy < 1,0naai(y) = [h(y) dyy, [a3(¥)] < [IB(Y)I dy,
d’ou flaf(y) e4(y1)l dy < 1, car af ne dépend pas de y, et [o,(y,) dy; = 1. D’aprés
la définition de hY, il s’ensuit que

I

ho(y)i dy £

dy

De la méme maniére, on déduit

| @
a3() = j HO) s, | a20) < [ h‘:(y)) dy | f \5; a3(0) - ealva)| dy < 2.,
1 | 1
Cest-a-dire j‘ h(z’(y)’ dy <4 et ainsi de suite. A la fin, on déduit
010y,
an(k+ 1)

dy < 2n(k+1)

I oy;

et par conséquence, si [|h(y)| dy < 1, alors

3) ) sc
Ve 1

oy, . a
ou la constante C ne dépend que de k et de Q, mais non pas de h.

Définissons I'application linéaire continue R de (£,), dans (£p), comme suit:
Si he 9y, soit R(k) = S(hg™"). La continuité résulte de (2) et (3). Comme 9, est
dense dans %, et que £, est complet, on peut prolonger ’application R avec con-
tinuité dans £, ce qu’on peut faire univoquement.

Nous allons prouver qu’il existe un G(x) € (&), tel que R(h) < G pour chaque
fonction h € 9, qui satisfait 4 I'implication

(4) S, p,S1, ..,p,<1=|Dh<1.

Supposons que k € 2, remplisse (4). Divisons Q en 2/ intervalles égaux, en divi-
sant chaque c6té de Q en 2/ parties égales (j naturel). La frontiére de ces parties
ne joue aucun réle ici. Désignons cette division par 4;. Soit h; € £, la fonction dé-
finie comme suit: Pour tout d € 4;, la fonction partielle (h j),, est constante et égale

a la valeur de la fonction h au centre de d. Il résulte de (4) que h; — h uniformément
et que’

+layk+1 0y k+1 hkﬂ(y)

1
) Iy = byl < K

ou la constante K est la somme des longueurs des cotés de I'intervalle Q. Soit g; =

Z [R(x4)| o0 x4 est la fonction caractéristique de I’intervalle d. On a
ded;

©) fg,-(x) dx =dezAj|R(xd)i < IRI. 10l
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ou ||R| est la norme de R, |Q] est la mesure de Lebesgue de I’ensemble Q. Il découle
de (5) que 1
IR(h; — h;_y)| < '2_1.K'gj

(voir la définition de g jhcarh; — h j-1 est une combinaison linéaire des fonctions y,
avec les coefficients qui n’ont pas la valeur absolue plus grande que (1 /2’) K. Comme

0 =)
1
h = Zl(hj —hj—1)(ho =0), ona IR(h)| < Zz—jK.gj.
i=1, 1
D’aprés (6), la somme au second membre converge dans &5, d’ou il résulte que
21
69 =3 LK. g0

j=12

est la fonction désirée et que # = {y €9y Ipl £ (k+ 2)n=|D?| < 1} est le
voisinage désiré. .
En effet, on a
a(k+1)n

(dans ce cas on a dans la définition de R a’ = 0 pour tous les i, J), et comme la fonction
6(k+ 1)n
15 eeey OFT1y V)

remplit (4), d’aprés ce que nous venons de prouver, on a IS(¥)l = |R(h)] < G.
Le lemme est donc démontré.

h(y) = ak+1y

Théoréme 1. Soit S(x, y) une distribution définie dans P x Q ou P (E™,
Q < (E"), sont des intervalles compacts. Pour toute fonction yr € 9,, la distribution
(S(x, ), ¥(y)), soit une fonction intégrable de la variable x dans P. Il existe alors
une fonction distributionnelle Sx(y), ou y parcourt Q et X parcourt P, de sorte que

() f (S.00). YY) 9(x) dx = (S(x. ¥, @(x) ¥(¥)).,

pour tous ¢ € Dp, Y € D,.

Remarque. (7) est équivalent a I'égalité (S,, y) = (S(x, y), ¥(»)), pour tout
¥ € 9, ol ’expression au premier membre est une fonction de la variable x au sens
usuel.

Démostration. Choisissons: un voisinage convexe cerclé % dans 9 et une fonc-
tion g*(x) intégrable dans P tels'qu’on ait

®) Ve =(S(x, ), ¥()), < g*(x) .

Cela est possible d’aprés le lemme 3. Choisissons une suite d’intervalles I ;< (E"‘)x
pour laquelle I; — 0 réguli¢rement (j = 1, 2, ...). Prenons I j + x dans le méme sens
que dans les espaces linéaires. Pour presque tous les x e int P, on a

©) lim f () d& = g*(x) < oo

j_’°°lIi +x
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Supposons que x € int P et que (9) soit valable. Il est évident que I'ensemble des
¥ € 9, pour lesquels il existe la limite finie

(19) im - (s(6.), v,
j=o I )y itx

est un sous-espace linéaire de 9, et que la limite (10) est une forme linéaire de la
variable y, définie dans le sous-espace en question. Cette forme est continue, parce
que, d’aprés (8) et (9), elle est bornée dans % par le nombre g*(x). D’aprés le théo-
réme de Hahn-Banach, il y a une forme linéaire S, définie dans 9, de sorte qu’elle
est borné dans % par le nombre g*(x) et que S,(y) est égal  la limite (10) pour tous
les Y pour lesquels (10) a un sens. Définissons encore S, = 0 pour les x pour les-
quels (9) n’est pas valable, et construisons la fonction g(x) comme suit: g(x) = g*(x)
pour les x pour lesquels (9) est valable (x € int P), g(x) = 0 pour les autres x. On a

(SCx, y), o(x) ¥(¥)) = f (S(x, ), W(y)), o(x) dx = J(Sx(y), () o(x) dx .

En effet, choisissons une fonction F(x) = (S(x, y), ¥(»)),- On a F(x) = (S,, ¥)
pour les x pour lesquels (9) et

.1
lim j F(8) d = F(x)
oo Ly ) s

sont valables, c’est-a-dire pour presque tous les x, car la derniére limite est justement
la limite (10) que nous avons posée égale a (S,, ¥) en supposant que (9) soit valable.

Lemme 5. Soient P = (E™),, Q = (E"), des intervalles compacts. Soit S,(y)
(xe P, y e Q) une fonction distributionnelle telle que pour toute fonction Y € 9,
(S, ) est une fonction intégrable de la variable x dans P. On a alors: a chaque
ensemble B borné dans Dy, un nombre K = 0 est associé de sorte que VeB =

= [|(S,, )l dx < K.

Démonstration par contradiction. On peut supposer que 1’ensemble % pour

lequel le lemme n’est pas valable soit borné convexe cerclé. Désignons sup |(S,, V)|
VeRB

par M(x). On a 0 < M(x) < oo pour x € P. Définissons par récurrence les suites,
VY;€%8,4;(j=0,1,2, ) comme suit: Soit h, pour k — o0 une suite quelconque
telle que h, ~ 0. Comme

ji—1
Min [I(S, ¥ w)l, hM(x)] ~ 0
¢=0
dans P et que I'intégrale inférieure de Lebesgue

f Min [|(S,, jg:lﬁ‘)i, hM(x)] < o,
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d’aprés le lemme de Fatou, cette intégrale inférieure converge monotonement vers
zéro. Choisissons donc 4, = 1, 4; de sorte que

(11) 0< 2 <3

i=15

(12) f Min [[(S.., z"")" LM()] < ; .

Maintenant nous utiliserons le fait que le lemme n’est pas valable pour I’ensemble 4.
Choisissons ¥; de sorte que

(13) Vi€ B,
ji—1
(14 J (S0 ¥l dx 2 ﬁ(sx, S 0) dx +

(la somme vide soit égale au zéro). D’aprés (11) et (13), il existe Y = Yy,. Désignons

0; = il/l,, (= wz Y,. Comme {; € 24;,,% (d’apres (11) et (13)), de la définition
de M‘(;c‘i il résult:qllje1

I(st C;)' = 22’j+1M(x) s
c’est-a-dire, d’apres (12) o nous écrivons j + 1 au lieu de j, on a

(13) f Min [[(S,. o)l, [(Se ()] < 2. —— = 1.
P 27 2i

En appliquant la formule

ﬁa +{ =z f(lol =)+ = J{GI - JMin(IGI, 1)

on déduit de (15) que [|(S,, ¥) dx = [I(S,, o; + {;)l dx = [I(S,, 0;)] dx — (1/2%).
Comme nous avons [|(S,, d;)| Z j (d’aprés (14)), nous obtiendrons [, (S, ¥)l dx =
= o0, ce qui est en contradiction avec la supposition.

Lemme 6. Sous les mémes suppositions que dans le lemme 3, il existe un voisinage
de zéro M dans D tel que y € M = [|(S,, ) dx < 1.

En effet, désignons .# = {; [|(S,, ¥) dx < 1}. Comme d’aprés le lemme 5 .#
satisfait aux suppositions du lemme 1, .# est un voisinage de zéro, c. q. f. d.

Théoréme 2. Soient P = (E™),, Q < (E"), des intervalles compacts. Soit Sx(y)
une fonction distributionnelle dans Q oit x parcourt P, telle que pour chaque
fonction € D, (S(»), tp(y))y est une fonction intégrable de la variable x dans P.
Il y a alors un voisinage de zéro % dans 9D et une fonction g(x) intégrable dans P,
qui peut prendre aussi la valeur + oo, tels que y € U = (S,, ¥) < g(x) pour tous
les x € P.

Démonstration. Si nous désignons S(y) = (S,, ¥), ol pour ¥ fixe nous prenons
I'expression du second membre pour un élément de (&), alors le lemme 6 garantit
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la continuité de I'application linéaire S de 9, dans % . D’aprés le lemme 4, il existe
donc un voisinage de zéro % dans 9, et une fonction intégrable g* dans P de sorte
que :

(16) el = (S, ¥l < g*(x)

pour presque tous les x € P. Soit {y,, n = 1,2, ...} une partie dense et dénombrable
de D, Tl est évident qu’il y a un ensemble M = P de mesure nulle et tel que I(Sy )| <
< g*(x) pour tous les x € P — M et pour tous les \, qui appartiennent & %. (16) est
donc valable pour tous les x e P — M. Maintenant, il suffit de poser

(x) = g*(x) pourxeP — M,
I =\ 4o pour les autres x .

Remarque. Sous les mémes suppositions, si 7(x, y) € Dpx o, (S:(y), n(x, y)) est
une fonction intégrable de la variable x, et si nous définissons une forme linéaire S
dans Pp, 4 par (S, 1) = [(S«(»), n(x, y)) dx, alors S est une distribution et pour
Y €(2,),, on a

(S(x, ), ¥(¥)y = (S ¥)

(dans le sens de I’égalité des fonctions et des distributions).

Démonstration. La fonction (S,(y), n(x, y)) étant une limite des fonctions
intégrables de la forme (S,(y), Y0:(x) i) ou Yo (x) ¥i(y) — n(x, y) dans

Dp . oj — ), elle est alors mesurable. Soit % borné dans D, 5. L'ensemble {n(x, y) €
€(2y),; x € P, n e #} ') étant borné dans Py, on a d’aprés le théoréme 2

I(Su(v), n(x, y)| £ k. g(x)

ol la constante k ne dépend que de #. Il s’en ensuit que (S,(y), n(x, y)) est intégrable
et que |(S, #)| est borné pour 1 € #. Le reste est évident.

Théoréme 3. Soit Q un ensemble ouvert dans (E™), x (E"), et soit S(y) une
distribution définie dans Q, pour tout x € E™ de maniére que pour tout € (2),,
(S l,b) est une fonction localement intégrable dans {x; supporty < Q.}. Il
existe alors une distribution S définie dans Q de sorte que pour tout Y € (Q)y, ona

(17) (S(x, y), ¥(»)), = (S, ¥) dans {x; support Y = Q.} .
Réciproquement, soit S une distribution définie dans Q et pour tout we(@)y,
soit (S(x, y), ¥(»)), une fonction localement intégrable. Il existe alors une fonction

distributionnelle S,(y) aux propriétés que nous avons mentionnées ci-dessus, pour
laquelle on a (17).

Démonstration de la ﬁremiére partie: Définissons une distribution S(x, y)
de la méme fagon que dans la remarque ajoutée au théoréme 2, par la formule (S, ) =
= [(S«(»), n(x, ) dx. Comme dans la remarque citée, on démontre que (S.(y),

1y Cest-a-dire ’ensemble des fonctions ¢ e.@Q pour lesquelles il existe un point x € P et une
fonction 7 € X tels que p(») = 1(x, y) pour tous'y € E".
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n(x, y)) est une fonction localement intégrable, c’est-a-dire intégrable, parce que
son support est compact, et que S est une distribution.

Démonstration de la seconde partie: On peut recouvrir I’ensemble Q par un
systétme dénombrable d’ensembles P; x Q; (i=1,2,...,P' < (E"),, Q' = (E"),
sont des intervalles compacts). Il y a alors une fonction distributionnelle Si(y)
satisfaisant a I’assertion du théoréme 1, ot nous écrivons P’, Q°, St aulieude P, Q, S,.
Comme pour i + j on a S. = SJ, pour presque tous les x dans I'intersection des
domaines (cela s’ensuit de I'existence d’un ensemble dense et dénombrable {¥,}
de méme que dans la démonstration du théoréme 2), on peut trouver aisément une
fonction distributionnelle S, d’aprés [2], Ch. I, Th. 4 ,,recollement des morceaux‘.
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Pe3rome

JIOKAJIbHO MHTETPUPYEMBIE CUCTEMbI OBOBIIEHHBIX
®VHKINN

WPXWU MEJIMHEK (Jiti Jelinek), IMpara

B paboTe HCCIEAYIOTCS CHCTEMBI OOOGIIEHHBIX (yHKIMH S,(y), 3aBucsAmMX OT
napaMeTpa X M JIOKaJbHO HHTETPHPYEMBIX IIO 3TOMY IApaMmeTpy (3T 3HA4HT, YTO
(S.(»), ¥(y)) — noxampHO mHTerpupyemas (YHKIHS NEPEMEHHOTO X JUIsL JiHO6OTO
Y € 9). Hanee ucciemyroTcst o6oOIECHHBIC dynxman S(x, y) HBYX IEepEMEHHBIX,
JIOKAJIbHO HHTETPHPYEMBIE IO EPEMEHHOMY X, M JOKa3bIBACTCH, YTO 00a MOHATHSA
[0 CYIIECTBY SKBHBAJIEHTHBI, T. €. YTO JUIsL KaXIOii JIOKaJbHO MHTETPUPYEMOit o x
crcTemsr S,(y) cywecTByeT o6oGmennas Gynxuus S(x, ), ¥ L1 Kax/0# 0606men-
HOM (ynxmn S(x, y), JTOKaNbHO MHTETDHDYEMOIL IO X, CYIIECTBYeT cucTeMa Sy(y)
Tak, uro umeet mecto (S,(»), ¥(y)) = (S(x, ), ¥(y)) mra moboro ¥ € Z.

B paboTe XpoMe TOTo YHpOLIAeTcs onpeAeeHne JIosiceBrya JTOKANILHO HHTEIPH-
pyeMoil cucTeMbl 0000IIEHHBIX (QyHKIHHA.
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