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Yexoc/10BauKmii MaTeMaTHuecknii xypnas, 1. 12 (87) 1962, ITpara

UBER DIE LOSUNG DER IM BANACHSCHEN RAUME
DEFINIERTEN NICHTLINEAREN GLEICHUNGEN

Joser KoLomY, Praha

(Eingelangen 25. 11. 1960)

In dem Artikel wird gezeigt, dass in der oft zitierten Abhandlung von 1L
FeNY® [1] die beiden Sitze nicht ganz korrekt bewiesen sind, wobei der Satz 1
praktisch nicht anwendbar ist. Weiter wird in der folgenden Arbeit ein Satz
iiber die Konvergenz der modifizierten Methode von Newton-Kantorowitsch

ausgesprochen, der als eine Verbesserung des Satzes 2 [1] angesehen werden
kann.

Es sei die folgende Gleichung
(1) fx) =y,

gegeben, wo f(x) ein nichtlinearer Operator ist, der den Banachschen Raum X in den

Banachschen Raum Y abbildet. Setzen wir F(x) = f(x) — y. I. FENYO beweist in
seiner Arbeit [1] folgende Sitze:

Satz 1. Es sei f(x) ein Operator, der den Banachschen Raum X in den Banach-

schen Raum Y abbildet. Fallsf(x) in einer Umgebung des Elementes x, € X folgende
Eigenschaften besitzt,

1. f(x) ist im Fréchetschen Sinne differenzierbar, der inverse Operator f(xo) ™!
von f'(xo) existiert und es gilt If (x0)~"] £ B,

2. es gilt | f'(x) — f'(xo)]| £ Cl|x — Xo|. falls

[ = %o S 7 < ——

’

3BC
dann fiir jedes der Ungleichung
2 — 3BCr
2 ) — J( X < = ———F
o) Iy sl =0 = 2222

geniigendes Element y € Y ist die Gleichung (1) in der r-Umgebung von x, eindeutig

lésbar. Die Losung x* wird als Grenzwert derjenigen Folge {x,} dargestellt, die
durch die Gleichung

Xy = Xpoq — F(X- 1)  F(x0—q) s (n=1,2,..)
definiert ist.
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Satz 2. Bildet der Operator f(x) den Banachschen Raum X in den Banachschen
Raum Y ab und besitzt er in einer Umgebung des Elementes x, € X eine im Fré-
chetschen Sinne stetige Ableitung, existiert ausserdem f'(x,)~* (der Umkehrungs-
operator von f'(x,)), so hat die Gleichung (1) eine einzige in der Umgebung von x,
liegende Lésung, vorausgesetzt, dass y zu f(xo) geniigend nahe liegt. Genauer:
Ist 0 < g < 1 eine beliebige Zahl und ist die Zahl r so gewdhlt, dass die Ungleich-
ungen

IIA
~

17 (e0)™ L/ (%) = f(xa)]] = a5 [x = xof

bestehen, dann fiir jedes der Ungleichung

1 Ceo) ™" [y = f(xo)]]| = #(1 — q)
geniigende Element des Raumes Y ist die Gleichung (1) in der r-Umgebung von x,
eindeutig losbar. Die Losung wird als Grenzwert der durch die Gleichungen
&n = Cuy = Fl(x0) "' F(¢,-1)

definierten Elemente von X dargestellt (F(x) = f(x) — y).

Der Beweis des Satzes 1 ist an den Ungleichungen

, n
(3) [Fl <, JFG = -
die fiir alle x aus einer r-Umgebung von x, gelten, begriindet. Nun werden wir zeigen,
dass die Ungleichungen (3) nicht gelten. Aus dem Satze 1 folgt nimlich nicht die
Ungleichung ||F(x)|| < n fiir alle x aus der r-Umgebung von x,. Weiter, die Unglei-
chung ||F'(x)| < n/r gilt nicht fiir alle x aus der »-Umgebung von x,.

Der Operator F(x) besitzt ebenfalls die Eigenschaften 1 und 2 des Satzes 1. Zeigen
wir, dass F'(x)~" in der ganzen r-Umgebung von x, existiert. Bezeichnet man I den
Identitétsoperator, so existiert der inverse Operator T(x) = [I — f(x,) (f'(xo) —
= f'(x))]7* und |T(x)| = 1/(1 — BCr) < 2 in der ganzen r-Umgebung von x,.

Dies folgt aus den Ungleichungen

17 Co)™ [ (o) = £ = 77 Gxo) ™ [ (x0) = S =
< BC|x — xo| < BCr < %

und aus dem Satz von S. BANAcH ([3], V, 158).

Da jedoch

F'(x0) T~ (x) = F'(x}{I = f'(x0) *[f(x0) = f'(X)]} =
= F'(x0) f'(x0) ' f'(x) = F'(x),

(@ F(3)™ = {F(s0) T} = T(3) F'(w)
gilt, haben wir die Existenz von F'(x)™" bewiesen. Aus (4) folgt |F'(x)™!| < 3B.

Es sei nun vorausgesetzt, dass | F'(x)| < n/r giiltig ist. Dann gilt

L= RO PO S @ IF@] <382 = 3222 < <
und die obenerwihnte Abschétzung ist also nicht richtig.
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Satz 1 ist praktisch unbrauchbar, denn in konkreten Aufgaben ist die Bedingung (2)

erfiillt, falls ||x* — Xo| < & wo & so klein ist, dass x, als die approximative Losung
von (1) aufgefasst werden kann.

Der Beweis von Satz 2 ist nicht ganz korrekt, da

a) die Gleichungen (25), (26) (cf. [1]) nicht gelten, weil der Lagrangesche Mittel-
wertsatz nur fiir Funktionalen im allgemeinen aber nicht fiir Operatoren giiltig ist
(cf. [2], § 3);

b) aus den Voraussetzungen des Satzes 2 die Eindeutigkeit der Losungen von (1)
in der r-Umgebung von x, nicht folgt.

Es gilt jedoch:

Satz 3. Es seif(x) ein Operator, der den Banachschen Raum X in den Banachschen

Raum Y abbildet. Falls f(x) in einer Umgebu ng des Elementes xo € X folgende
Eigenschaften besitzt:

1. f(x) ist im Fréchetschen Sinne differenzierbar, der inverse Operator f(xo)7t
von f'(x,) existiert und es gilt

) I£Geo)] = B
2. es gilt
6) () —f(x)| £C. falls ||x — x| <7< 3;7, 0<BC=gq<1;
dann ist fiir jedes der Ungleichung _
) Iy~ fso)l = 271 - )

geniigendes Element y € Y die Gleichung (1) in der r-Umgebung von x, eindeutig
losbar. Die Losung wird als Grenzwert der durch die Gleichungen

3) Xy = Xpoq — F'(x0) ™" F(x,-4)
definierten Elemente von X dargestellt (F(x) = f(x) — y).

Beweis. Wir definieren den Operator
©) ox) = F(x) — F(xo) (x - xo).

Es ist klar, dass die Gleichung (1) mit der Gleichung

x = xo = F'(x0) " o(x)

identisch ist. Diese 16sen wir durch die Methode der sukzessiven Approximationen:
(10) Xy = Xo — F'(x0) ™" 1(x,4-1)
und beweisen, dass lim x, = x* existiert.

Laut (10) und (73)‘—’ggiolt
Ixs = xof = B|t(xo)| = B| F(xo)]| = (1 — q) < r,
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d.h. x; gehort zur r-Umgebung von x,. Es sei angenommen, dass xk(k <n-— 1)
zur r-Umgebung von x, gehoren; dann beweisen wir, dass auch x, in dieser Umge-
bung von x, liegt. Nach der Voraussetzung ist

Ix0 = Xaoi]| S [F o) [e(x0-2) = elxu-)] =
< [F (o) 17 Genm I 3= = %ol < @750 = o
wegen der Relationen (10) und (6), wobei

Xp—1 = Xp2 + @n—l(xn—l - xn—Z); (0 < @n—l < 1) .
Es ist also

i 1
[%a = xol %Z:oqk"xl = %o < 1 l—q)=r,

)

womit unsere Behauptung bestétigt ist. Weiter ist
n+k 1 — n+1
R e Y = (BB
y=k 1—g

fiir alle n erfiillt, wodurch die Existenz von lim x, = x* gesichert ist; dieser Grenz-
n-—oo

wert ist eine Losung der Gleichung (1), denn f(x) stetig ist und aus (9), (10) folgt, dass

1fGea-1) = 2l = I Go)ll %0 = xaa| = @ r[ (o) = 0
gilt, woher eben diese Behauptung folgt.
Vorausgesetzt, dass es zwei verschiedene Losungen x% und x3 von (1) in der r-Um-
gebung von x, gibt, ergibt sich wegen (9)

Ixt = %3] = [F(xo) " [3(xD) — oD = allxt = 3] < |51 = =2

was unmoglich ist.
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Pe3rome

O PENIEHUU HEJMHENHBIX YPABHEHUI B IMPOCTPAHCTBAX
BAHAXA

UNOCE® KOJIOMBI (Josef Kolomy), Ilpara

B craThe mokasauno uyTo B pabore V. ®eupe [1] mokxasaTenscTBo 06enx TeopemM
owmbouno 1 9ro Teopema 1 u3 [1] mpakruyeckn Henpumennma. O CXOTUMOCTH MO-
nubmmposansoro Meroga HproTon-KaHTOpOBAYA IpEIOKEHa Teopema, KoTopast
SABJISIETCS. PE3yIbTATOM HCIpaBJieHus TeopeMsl 2 u3 [1].
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