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YexocnoBankuii MaTemaTuyeckuii xypuaia, T. 13 (88) 1963 I'lpara

UBER FORTSETZUNG ADDITIVER UND ISOTONER FUNKTIONALE
AUF GEORDNETEN GRUPPEN

FRANTISEK SIK, Brno

(Eingelangt am 29. November 1960)

In dieser Abhandlung, die eine natiirliche Fortsetzung der Arbeit [2] dar-
stellt, befassen wir uns mit den Strukturfragen der Menge aller Fortsetzun-
gen eines additiven und isotonen Funktionals f, das auf einer Untergruppe H
einer abelschen (teilweise) geordneten Gruppe G definiert ist.

In dieser Arbeit werden nur abelsche Gruppen behandelt; deshalb verstehen wir
unter einer Gruppe stets eine abelsche Gruppe; die Gruppenoperation wird additiv
geschrieben. Eine Gruppe G heisst geordnet, wenn in G eine das Nullelement nicht
enthaltende Halbgruppe A’ (beziehungsweise A’ = @) vorgegeben ist. Wir nennen
die Menge A = A’ U 0 eine Anordnung") der Gruppe G und die Gruppe G mit
dieser Anordnung eine geordnete Gruppe (kurz eine po-Gruppe); in Zeichen (G, A).
Sind A, B Anordnungen einer Gruppe G, A < B, so heisst B eine Erweiterung der
Anordnung A. Ein additives und isotones Funktional F (kurz ein ai-Funktional)
auf einer po-Gruppe (G, A) ist eine homomorphe und isotone Abbildung der po-
Gruppe (G, A) in die linear geordnete additive Gruppe der reellen Zahlen (a, b € G,
ce A= F(a + b) = F(a) + F(b), F(c) 2 0). Die Menge aller ai-Funktionale auf
der po-Gruppe (G, A) bezeichnen wir mit (a;l) Man kann eine beliebige Unter-
gruppe H der po-Gruppe (G, A) als eine po-Gruppe mit einer Anordnung H n A
ansehen. Ist f ein ai-Funktional auf (H, Hn A), dann heisst ein ai-Funktional F
auf (G, A) eine Fortsetzung von H auf (G, A) des ai-Funktionals f, wenn die partielle
Funktion Fy auf H mit f identisch ist.

In der Arbeit werden folgende Fragen gelGst:

1. Es sei ein y € G gegeben und ¥ sei die Menge aller Fortsetzungen von H auf
(G, A) des ai-Funktionals f. Wir untersuchen die Struktur der Zahlenmenge {F(y) |
FeY)}.

]) In der Arbeit [2] wurde schon die Menge 4" eine Anordnung genannt. Wir werden meist
der oben aufgestellten Definition den Vorzug geben, da sie fiir Beweisfilhrung hiufig besser
geeignet ist.
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2. Eindeutigkeitsbedingungen der Fortsetzung des ai-Funktionals f und die Be-
stimmung dieser (eindeutigen) Fortsetzung.

Das zweite Problem hat einige Varianten.

Es handelt sich entweder a) um die Eindeutigkeitsbedingungen der Fortsetzung
des ai-Funktionals f von H auf (G, 4), oder b) um die Bestimmung der Unter-
menge M in G, auf der alle Fortsetzungen des ai-Funktionals f von H auf (G, A)
zusammenfallen, oder schliesslich c) es handelt sich um die Bestimmung der Menge N
solcher Elemente y € G, fiir die je zwei Fortsetzungen des ai-Funktionals f von H
auf die durch die Untergruppe H und das Element y erzeugte Untergruppe {H, y}
(die sog. ,,iiber [H, f] eindeutig bewerteten Elemente*) iibereinstimmen.

Solange ¥ # 0 ist, so ist die Menge {F(y) | F € ¥} ein Intervall (bzw. eine Menge,
die nur eine reelle Zahl enthiilt), die Mengen M, N sind die Untergruppe H
enthaltende Untergruppen. Die eindeutige, aus den Fragen a)b) folgende Fortsetzung
des ai-Funktionals f ist durch die in der Definition 3 eingefiihrte Funktion s(y) reali-
siert. Schliesslich sei F ein ai-Funktional auf (G, 4) und N die Menge, die sub c) be-
ziiglich einer Untergruppe H in G und des ai-Funktionals Fy auf (H, H 0 A) be-
schrieben ist. Wenn wir mit H die Untergruppe N bezeichnen, dann ist die in
solcher Weise definierte Operation eine Abschliessungsoperation, d.h. es gilt
H=2H;, H=H; H c H,=H, < H,.

Mit einer dhnlichen Problematik beschiftigte sich W. NEF [1] auf geordneten
Vektorrdumen. In der vorliegenden Arbeit ist die in [1] beniitzte Methode verein-
facht und fiir die Anwendung auf geordneten Gruppen verallgemeinert und die
Resultate sind in einer Richtung verbreitet und vertieft (Hilfssatz 2.3, Satz 3.5).

1. Ein fiir allemal bedeutet (G, A) eine abelsche po-Gruppe, H eine ihrer Unter-
gruppen, f ein ai-Funktional auf (H, H n A), E eine Erweiterung der Anordnung A
der Gruppe G, fiir die fe(H, H n E) gilt, Q die Menge aller Erweiterungen E, die

ausser der schon aufgestellten Bedingung

(@ fe(H, HAE),

noch die folgende Bedingung erfiillen:

(B) zu jedem Elemente y € G existieren Elemente x, z € H und eine natiirliche Zahl n
mit der Eigenschaft x > ny > z (beziiglich E).

Es sei bemerkt, dass wir die Relationen x — ye€ A bzw. x — y € E auch in der
Form x = y bzw. x > y ausdriicken wollen.

Jedem Elemente y € G und jeder Erweiterung E der Anordnung 4 (E muss nicht
notwendig die Bedingung (B) erfiillen) ordnen wir zwei Mengen reeller Zahlen R(y, E)
und S(y, E) gemdB den folgenden Definitionen zu (¢, ¢ bedeuten reelle und m, n
natiirliche Zahlen).
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Definition 1 R(y, E) = {¢ | es existiert ein xe H und ein n mit x > ny, ¢ 2
z (1/n) f(x)};

S(», E) = {o | es existiert ein z € H und ein m mit my > z, o < (1/m) f(z)}.

Es ist klar, dass die Menge R(y, E) entweder leer oder ein von oben unbeschrinktes

Intervall, die Menge S(y, E) entweder leer oder ein von unten unbeschrénktes Inter-
vall ist.

Hilfssatz 1.1. Der Durchschnitt R(y, E) n S(», E) enthdlt hichstens ein Element.

Beweis. Es sei 7€ R(y, E) n S(y, E). Fiir geeignet ausgewihlte Elemente x, z € H
und geeignete natiirliche Zahlen m, n gilt x > ny, my >z, (1/n) f(x) £ 7 <
< (1/m) f(z). Daher folgt

(1.1) nz < mny < mx,
(1.2) f(mx) £ mnt £ f(nz).

Die aus (1.1) folgende Relation f(nz) < f(mx) liefert vermoge (1.2)mnt = f(mx) =
= f(nz), d.h. © = (1/n) . f(x) = (1/m). f(z). Haben die Symbole 7', x', z’, n’, m’ eine
analoge Bedeutung wie 1, x, z, n, m, dann gilt unter Voraussetzung t < t’

(1.3) %f(x) =127 =—f(z).

1
m’
Die Relationen x > ny, m'y > z’ haben m’x > m'ny > nz’ zur Folge und daher
ergibt sich
1 1 ,
(1.4) 1) 2 — ().
n m

Aus (1.4) und (1.3) folgt T = 7'.
Hilfssatz 1.2. g € R(y, E), 0 € S(y, E)=>¢ = 0.

Evident aus Definition 1.

Hilfssatz 1.3. Ist E € Q, dann gilt R(y, E) # 0 + S(y, E); die erste Menge ist von
unten, die zweite von oben beschrdinkt.

Das folgt aus Definition 1 und Hilfssatz 1.2.

Hilfssatz 1.4. Es seien y, ¥y, y, Elemente der Gruppe G, n eine natiirliche Zahl.
Dann gilt:

1. R(y; + v2, E) 2 R(y1> E) + R(y5, E), 2. S(yy + y2. E) 2 S(yy, E) + S(y,, E),
3.R(—y, E) = —S(y, E), 4. R(ny, E) = nR(y, E), S(ny, E) = nS(y. E), R(—ny, E)=
= —nS(y, E), S(—ny, E) = —nR(y, E).

Anmerkung. Ist T eine Zahlenmenge (+ @ oder = 0), so definieren wir @ + T =
=T+0=0.
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Beweis. L. Ist eine der Mengen R(y;, E) leer, so gilt die Behauptung (siehe An-
merkung). Ist ¢; € R(y,, E), dann gilt fiir ein x; € H und ein natiirliches n;:

Xp >y, 0 2 -—]~f(~\'i) :
n;

Daher folgt
1
nyXy + nyxy > ngny(y, + yz) .0+ 02— flnyx, + ”1-‘52)*
nyn,
so dass
91 + 02 GR()’1 + V2, E)
gilt.

3. Der Fall der leeren Mengen ist trivial. Ist oe R(— y, E), dann existiert ein x € H
und ein natiirliches n mit ¢ = (1/n). f(x), x > —ny. Daraus ergibt sich —¢ <
< (1/n).f(=x), —x <ny, —xeH und somit —ge S(y, E), o€ —S(y, E), d.h.
R(—y, E) = —S(y, E). Umgekehrt: —o € S(y, E) = fiir ein x € H und ein natiirli-
ches nist —o < (1/n).f(x), x < ny=0 2 (1/n) . f(—=x), —xe H, —x > n(—y) =
= 0eR(—y, E).

2. Folgt aus 1 und 3.

4. Ist eine der Mengen R(ny, E), R(y, E) leer, so ist leer auch die andere. Ist umge-
kehrt o eR(ny, E), dann existieren ein x € H und ein m > 0 mit x > mny, ¢ =
= (1/m). f(x). Daher folgt ¢/n = (1/mn).f(x), ¢/ne R(y, E), d.h. R(ny, E)
< nR(y, E). Beweis der umgekehrten Implikation: ¢ € nR(y, E) = ¢/n € R(y, E) =
= es existieren ein x€ H und ein m > 0 mit x > my, g/n = (1/m).f(x)=0 2
> (1/m). f(nx). Gleichzeitig gilt nx € H, nx > m(ny) und damit ¢ € R(ny, E), d.h.
nR(y,E) R(ny, E).

Ubrige Relationen folgen aus 4 und 3.

Definition 2. r(y, E) = inf R(y, E), s(y, E) = sup S(y, E).
Die oben definierten Grossen sind endlich, wenn E e Q gilt (Hilfssatz 1.3).

Hilfssatz 1.5. 1. 7(y, + y,, E) < r(yy, E) + #(y5, E), 2.5(y; + y,, E) 2 s(yy, E) +
+ s(y2, E); 3. r(—y,E) = —s(y,E); 4. r(ny, E) = nr(y, E), s(ny, E) = ns(y, E),
r(—ny, E) = —ns(y, E), s(—ny, E) = —nr(y, E) (n bedeutet eine beliebige natiirli-
che Zahl); 5. r(y, E) = s(y, E); 6. ye H=r(y, E) = f(y) = s(y, E); 7. (0, E) =
=0 = (0, E).

Anmerkung. Die Relationen gelten jedenfalls (r und s endlich oder unendlich)
mit Ausnahme der Relationen 1 und 2, die keinen Sinn haben, wenn die rechte Seite
die Form 00 +(—o0) oder — o0+ 00 annimmt.

Beweis von | bis 4 folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1.4, von 5 aus Hilfssatz 1.2.
Fiir den Beweis zu 6 braucht man zu bemerken, dass y € H f(y) € R(y, E) n S(y, E)
zur Folge hat. 7. ist ein Spezialfall von 6.
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Hilfssatz 1.6. y, > v, = R(y, E) < R(y1. E), S(yy, E) 2 S(y,. E).

Beweis. Ist R(y,, E) = 0 oder S(y,.E) = 0, dann sind die Bezichungen giiltig.
Isto € R(yy, E), dann gilt ¢ = (1/n) . f(x), x > ny, fiir ein x € H und ein natiirliches n.
Da x > ny, gilt, so erhalten wir ¢ € R(y,, E). Die zweite Behauptung ergibt sich
aus der ersten mit Riicksicht auf Hilfssatz 1.4.3.

Eine unmittelbare Folgerung der vorangehenden Behauptung ist

Hilfssatz 1.7. Die Funktionen r(y, E), s(y, E) sind isoton.

2. Der folgende Satz beweist, dass (o), (B) hinreichende Bedingungen fiir die
Existenz einer Fortsetzung des auf der Untergruppe H definierten ai-Funktionals f
sind. Mit Riicksicht darauf, dass im nachfolgenden Satze nicht f # 0 vorausgesetzt
wird, ist der Satz stirker als der 3.1 aus [2].

Satz 2.1. Ist E€ Q, yo € G,  eine (endliche) relle Zahl, s(yo. E) £ ¢ < r(yo, E).
dann existiert eine Fortsetzung F von H auf (G, E) des ai-Funktionals f mit F(y,) =
= 1//

Beweis. Definieren wir fiir ein beliebiges Element x + ny, der Untergruppe
Hy = {H, yo} (x € H, n eine ganze Zahl) Fo(x + ny,) = f(x) + ny, so ist F, eine
(eventuell) mehrdeutige und offenbar additive auf H, definierte Funktion. F, ist
isoton beziiglich E: x + nyy, > 0= x > —ny, = f(x) € R(—ny,, E) = f(x) =
> r(—ny,, E). Fiir n > 0 gilt nach Hilfssatz 1.5 f(x) = r(—nyo, E) = —ns(yo, E) =
> —ny; fiir n < 0 ergibt sich f(x) = r(—ny,, E) = —nr(yo, E) = —ny. Jedenfalls
ist also Fo(x + noy) = f(x) + mf = 0.

Fiir Beweis der Eindeutigkeit der Funktion F, sei bemerkt, dass die Gleichung
X + ny, = 0 einerseits x + ny, > 0 und damit

(2.1) Fo(x + nyo) 20,
anderseits x + ny, < 0 und also
(2.2) Fo(x + nye) <0

liefert. Zufolge (2.1) und (2.2) erhalten wir Fo(x + nyo) = 0. Ist nun x + ny, =
=x"+ n'y,, dann ist (x — x’) + (n — n’) yo =0, woraus 0 = Fo[(x — x') +
+(n = n)yo] = flx = x)+ (n = ), f(x) + n = f(x') + n'Y, dh. Fo(x +
+ nyo) = Fo(x" + n'y,) folgt. Mit Hilfe der transfiniten Konstruktion kann man
in iiblicher Weise die Definition der Funktion F, auf die ganze po-Gruppe (G, E)
fortsetzen.

Wir ordnen Elemente aus G in eine transfinite Folge vom Typ ¢, so dass Elemente
aus H vor allen anderen stehen, wobei y, das erste von diesen ist. Wir wihlen eine
Ordnungszahl ¢, ¢ < ¢ und setzen voraus, dass fiir jedes o, « < o, jede Untergrup-
pe H, und ai-Funktionale F, auf (H,, E n H,) schon konstruiert sind, so dass fiir
jedes f < a H, 2 Hgilt und F, eine Fortsetzung jedes ai-Funktionals F; von Hj auf
(H,, En H,) ist. Ist ¢ eine Limeszahl, bezeichnen wir mit H, = U H, und fiir

a<o
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y € H, definieren wir F(y) = F,(y). Offenbar gilt H, 2 H, und F, ist eine Fort-
setzung jedes F, von H, auf (H,, E n H,). Ist ¢ isoliert, so wihlen wir das erste
Element y,, ¥, non € H,_;. Mit H_ bezeichnen wir die Untergruppe {H,_;, Yo},
wihlen eine (endliche) reelle Zahl y,, so dass s(y,, E) < ¥, < r(y,, E) gilt und mit
Hilfe der oben angegebenen Konstruktion bilden wir eine Fortsetzung F, des ai-Funk-

tionals F,_; von H,_, auf (H,, E n H,). So ist die Konstruktion erbracht und der
Beweis vollendet.

Definition 3. Ist Q = 0, so definieren wir r(y) = sup r(y, E), s(y) = inf s(y, E).
EeQ EcQ

Die oben definierten Funktionen kénnen als Werte auch oo, —oo annehmen.
Es gilt offenbar —c0 < r(y), s(y) < o0, s(y) < r(y) (Hilfssatz 1.5.5).

Satz 2.2. Ist F eine Fortsetzung von H auf (G, A) des ai-Funktionals f, f + 0,
dann gilt s(y) £ F(y) < r(p) fiir jedes y € G.

Beweis. Aus [2] Satz 3.4, folgt die Existenz einer Erweiterung E der Anordnung A
der Gruppe G, die die Bedingungen (a), (B) erfiillt und fiir die F € (6,\5) gilt. Es ist

also E € Q. Fiir ein beliebig ausgewihltes Element y € G gilt:

1 . . L.
ceS(y,E)= 0 <~f(x), x<ny fir ein xeH und ein natiirliches n = ¢ <
n

< - f(x) = %F(x) < F(y) = s(y, E) < F(y). Aus Hilfssatz 1.5.3 folgt F(y) <

S | =

< r(y, E) und daher das gesuchte Resultat s(y) < s(y, E) < F(y) < r(y, E) < r(y).

Hilfssatz 2.3. Ist Q + 0, y € (G, A), so existiert eine Folge {F,} von Fortsetzungen
von H auf (G, A) des ai-Funktionals f, so dass F,(y) - r(y), n - o gilt. Eine
dhnliche Behauptung gilt auch fiir s(y).

Beweis. Es existiert eine Folge {E,} von Erweiterungen der Anordnung A der
Gruppe G mit den Eigenschaften E, € Q. r(y, E,) - r(y), n » 0. Die Gréssen (y, E,)
sind endlich und deshalb existiert nach Satz 2.1 eine Fortsetzung F, von H auf (G, A)
des ai-Fuaktionals f mit F,(y) = #(y, E,). Daraus folgt die Behauptung.

Satz 2.4. Ist Q + 0 und gilt fiir ein Element y € (G, A) und eine reelle Zahl y

s(y) < n < r(y), dann existiert eine Fortsetzung F von H auf (G, A) des ai-Funk-
tionals f mit F(y) = 7.

Beweis. Nach Hilfssatz 2.3 existieren Fortsetzungen F,, F, von H auf (G, A4) des
ai-Funktionals f mit F,(y) < n < F,(y). Wahlen wir reelle Zahlen 1, u, so dass
AF(y) + nFy(y) =n, A+ p=1 gilt (solche A, p existieren offenbar), dann ist
F = AF + pF, die gesuchte Fortsetzung von H auf (G, A) des ai-Funktionals f.
F ist ndmlich offenbar additiv, F(y) = n und fiir jedes x € H gilt F(x) = A Fy(x) +
+ 1 Fy(x) = (4 + p) f(x) = f(x). Ist z € A, dann gilt F(z) = A Fy(z) + u Fy(z) 2 0,
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denn jede der Zahlen F(z), F,(z), 4, p ist nichtnegativ. Wir beweisen z.B. I = 1 = 0:
AF\(y) + wFa(y) = n=n=2F(y) + (1 = 4) F5(y) = =A[Fa(y) = Fy(y)] +
+ Fy(y)=1 = 2 = Fy(y) — Fy(y) 2 0. Daraus folgt gleich 1 = p =0 und der
Beweis ist erbracht.

3. Im folgenden bestimmen wir die Menge der Elemente in G, auf den alle Fort-
setzungen von H auf G des ai-Funktionals f tibereinstimmen.

Hilfssatz 3.1. Ist Q + 0, dann gilt r(y) = inf () R(y, E), s(y) = sup N S(y, E).
EeQ EcQ

Anmerkung. Sup 0 bzw. inf § bedeutet, wie iiblich, — oo bzw. oo.

Beweis. Es sei r' = sup r(y, E), F = inf () R(y, E). Die Relation r’ = — oo liefert
EeQ EeQ

r" £ F. Ist ¥’ > — oo, wihlen wir ¢, ¢ < r’; dann gilt ¢ < r(y, E,) = inf R(y, E,)
fiir ein E; € Q, also ist ¢ < ¢, fiir jedes ¢’ € R(y, E;) und daher ¢ < F. Daraus folgt
r LT

Die umgekehrte Ungleichung ' > F ist evident, wenn r’ = co. Ist ¥’ < 00, 0 > r’,
dann gilt ¢ > r(y, E) = inf R(y, E) fiir jedes E € Q, so dass ¢ € R(y, E) fiir jedes
E€Q,0eNR(y, E), ¢ = F gilt, und daher r' > F.

Ee

Die zweité2 Beziehung erhalten wir aus der ersten zufolge Hilfssatz 1.4.3 und 1.5.3,

Unter einem Endlichkeitsbereich der Funktion r bzw. s verstehen wir die Menge
aller y € G, fiir die r(y) bzw. s(y) endlich sind.

Hilfssatz 3.2. Es sei Q + 0. Die Endlichkeitsbereiche R bzw. S der Funktionen r
bzw. s erfiillen die Bedingungen: x,yeR, zeG, x=2z=>x+ yeR, zeNR;
x,y€S,z€eG, z2x=>x+yeS, zeS. R = —8. Der Durchschnitt Rn &
ist eine konvexe Untergruppe in (G, A) und es gilt } n & 2 H.

Beweis. Infolge des Hilfssatzes 1.4.1 gilt fiir beliebige y;, y, € G
(3.1) NR(ys + y2. E) 2 N [R(yy, E) + R(y2, E)] 2 N R(yi- E) + N R(y2, E).
EeQ EeQ EeQ EeQ

Ist y;, ¥, € R, dann ist der Durchschnitt auf der linken Seite a) eine nichtleere Menge,
denn beide letzten Durchschnitte rechts sind nach Voraussetzung nichtleer (Hilfs-
satz 3.1); b) eine von unten beschrinkte Menge, denn jede Menge dieses Durchschnit-
tes ist von unten beschrinkt. Es gilt also y;, y, € R = y; + y, € R. Ist nun x e K,
ye G,y < x, dann ist R(x, E) = R(y, E) fiir jedes E € Q (nach Hilfssatz 1.6); damit

ist N R(x, E) = N R(y, E). Die Menge N R(y, E) ist offensichtlich nichtleer und von
EeQ EeQ EeQ
unten beschriankt. Daher folgt y € R. Aus Hilfssatz 1.4.3 ergibt sich (Y R(—, E) =
EeQ

= — N S(y, E) und daraus die Behauptung iiber & und die Relation & = —&.
EeQ

Die letzte Behauptung ist evident.
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Hilfssatz 3.3. Es sei Q =+ 0 und n eine natiirliche Zahl.

a) Ist y,yy, y2€R, dann gilt 1. r(y, + y,) £ r(y), + 1(y2). 2. r(ny) = nr(y).
b) Ist y, y1, v, €3, dann gilt 1. s(y, + y3) = s(y;) + s(y2), 2. s(ny) = ns(y).

¢) Fiir yeRn @ ygilt 1. f(y) = s(y), 2. r(—y) = —s(y).

d) Fiir y € H gilt: r(y) = f(y) = s(»); speziell ist r(0) = 0 = 5(0).

e) r(y) bzw. s(y) sind isotone Funktionen auf R bzw. &.

Beweis. Aus Relationen (3.1) und aus Hilfssatz 3.1 folgt
r(yy + y2) = inf N R(yy + »,, E) < inf[ N R(yy, E) + NR(y,, E)] =
EeQ EeQ EeQ

= inf N\ R(yy, E) + inf N\ R(y,, E) = r(yy) + r(y2) .
EeQ EeQ

Die iibrigbleibenden Formeln erhalten wir mit Hilfe der Hilfssdtze 1.4, 1.5, 1.6 und

3.2

Satz 34. Es sei Q £ 0, ze G, f % 0. Fiir zwei beliebige Fortsetzungen F,, F,
von H auf (G, A) des ai-Funktionals f gilt F,(z) = Fy(z) dann und nur dann,
wenn r(z) = s(z) ist. Die Menge M aller Elemente ze R n &, fiir die r(z) = s(z)
gilt, ist eine Untergruppe in G, M 2 H, und die auf M definierte Funktion F(z) =
= s(z) ist eine Fortsetzung von H auf (M, M n A) des ai-Funktionals f.

Beweis. Stimmen die Funktionen r, s in einem y € G iiberein, dann ist —o0 <
< r(y) = s(y) < oo und deshalb ist y e R n &. Die Annahme y, e R n &, s(y,) =
= r(y) (k = 1, 2) ergibt nach Hilfssatz 3.3 r(y, + y,) < r(yy) + r(y2) = s(yy) +
+ 5(y2) < s(yy + y,), d.h.

(3.2) r(yy + v2) = s(yy + y2) = s(y1) + s(v2) -

Die Relationen ® = —S und y e R n Sliefern —y e R n S und damit ist s(— y) =
= —r(y) = —s(y) = r(—y), H<S M. M ist demnach eine H umfassende Unter-
gruppe. Das Funktional F = s ist vermdge (3.2) additiv und zufolge Hilfssatz 3.3
isoton. Ist nun F eine Fortsetzung von H auf (G, A) des ai-Funktionals f, f + 0,
dann gilt fiir ze M (Satz 2.2) s(z) £ F(z) < r(z) = s(z), also F(z) = s(z). Gehort
ein Element z € G nicht zu M, dann ist s(z) < r(z) und fiir reelle Zahlen 7, 15, s(z) <
< ny < 1, < r(z), existieren nach Satz 2.4 Fortsetzungen Fy, F, von H auf (G, A)
des ai-Funktionals f mit Fi(z) = n(k = 1, 2).

Die Frage der Eindeutigkeit der Fortsetzung von H auf (G, A) eines von Null
verschiedenen ai-Funktionals f 16st der folgende Satz.

Satz 3.5. Ist f + 0, dann sind folgende Bedingungen auf einer po-Gruppe (G, A)
dquivalent:

1. Es existiert genau eine Fortsetzung von H auf (G, A) des ai-Funktionals f.
2. s(y) = r(y) fiir jedes ye G; Q + 0.
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3. Esist Q + 0; zu jedem E€ Q, zu jeder Zahl ¢ > 0 und zu jedem Element
y € G existieren Elemente x, z € H und eine natiirliche Zahl n, so dass x > ny > z
(beziiglich E), f(x) — f(z) < ne gilt.

Beweis. Gilt die Bedingung 1, dann ist nach [2], Satz 3.2, Q % 0 und nach
Satz 3.4 ist r(y) = s(y) fiir jedes y € G. Gilt 2, so gilt nach Satz 3.4 auch 1. Damit
ist 1 <> 2 bewiesen.

2 = 3: Fiir jedes E € Q und jedes y € G erhalten wir s(y) < s(y, E) < r(y, E) <
< r(y) = s(y), d.h. s(y, E) = r(y, E). Es sei ein y € G und ein E € Q beliebig ausge-
wihlt. Zu jeder reellen Zahl ¢ > 0 existiert ein x € H und ein natiirliches n, so dass

1
(3-3) x>ny, -f(x)—r(y E)< %
n
gilt; ferner existiert ein z € H und ein natiirliches m mit den Eigenschaften
1
(3.9) my >z, s(y,E)——f(z) < %
m

Aus (3.3) und (3.4) erhalten wir schliesslich x, > noy > zo, f(xo) — f(z0) < 1ot und
zwar bei der Bezeichnung x, = mx, z, = nz, n, = mn.

3 =2: Esseiein E € Q und ein y € G gegeben. Nach Voraussetzung existieren zu
jeder Zahl ¢ > 0 Elemente x, z € H und eine natiirliche Zahl n mit x > ny > z,
f(x) = f(z) < ne. Es gilt also

L) 2 0. B) S0 ) 2 (2
und daher
r(v, E) — s(y, E) < %[f(x) —f(2)] <&, dh. r(y, E) = s(y, E)

fiir jedes E € Q, woraus die Gleichung r(y) = s(y) fiir jedes y € G hervorgeht. Damit
ist 3 = 2 bewiesen.

Anmerkung. Zu Satz 3.5 kann noch eine Bedingung zugefiigt werden, die formal
einfacher als die Bedingung 3 ist. Wir setzen voraus, dass E die bisherige Bedeutung
hat und dass Q* die Menge aller E ist, die ausser der Bedingung () noch der folgen-
den genligen:

(B*) Zu jedem y € G existieren Elemente x, z € H mit x > y > z (beziiglich E).

Wenn wir definieren

R*(y, E) = {o | es existiert ein x € H mit x > , ¢ = f(x)},
S*(y, E) = {0 | es existiert ein z € H mit x > z, ¢ < f(2)},
r*(y, E) = inf R*(y, E), s*(y, E) = sup S*(», E),
r() = sup r(y, E). s*(y) = inf s*(y, E),

co*

EeQ*
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so kann eine analoge Theorie zu der vorangehenden entwickelt werden, die sich auf
die oben aufgestellten Begriffe bezieht. Die erwidhnte weitere Bedingung in Satz 3.5
kann dann folgenderweise formuliert werden:

4. Es gilt Q* & 0. Zu jedem E € Q%*, zu jeder reellen Zahl ¢ > 0 und zu jedem
v € G existieren Elemente x, z € H mit x > y > z, f(x) — f(z) < s.

4. In diesem Absatz befassen wir uns mit der Frage der Eindeutigkeit der Fort-
setzung des ai-Funktionals f von H auf die Untergruppe {H, y} in (G, A), die durch
die Untergruppe H und das Element y erzeugt ist.

Satz 4.1. Ist F eine Fortsetzung-von H auf {H, y} des ai-Funktionals f, dann ist
s(y, A) < F(y) £ r(y, A).

Beweis des Satzes unterscheidet sich unwesentlich von dem Beweise des Satzes 2.2.
Es sei v e {H, y}. Ist R(v, A) = 0, so ist r(v, 4) = oo und es gilt offenbar F(v) <
< r(v, A). Ist R(v, A) + 0, ¢ € R(v, A), dann ist fiir ein x € H und ein natiirliches n
x = nv, ¢ = (1/n). f(x) = (1/n) . F(x) = F(v); es ist also

(4.1) r(v, A) = F(v).
Daher folgt F(—v) = —F(v) = —r(v, A) = s(—v, A), also
(4.2) F(—v) = s(—v, A).

Setzt man in (4.1) v = y und in (4.2) v = —y, so erhalten wir s(y, A) < F(y) <
< (v, A).

Satz 4.2. Gilt s(y, A) £ n < r(y, A) fiir eine (endliche) reelle Zahl n, dann exi-
stiert eine Fortsetzung F von H auf {H, y} des ai-Funktionals f mit F(y) = 1.

Beweis ldsst sich analog zu dem zu Satz 2.1 fiihren.

Definition 4. Man sagt, dass ein Element y € G iiber [H, f] eindeutig bewertet ist,
wenn genau eine Fortsetzung von H auf {H, y} des ai-Funktionals f existiert.

Satz 4.3. Ein Element y € G ist dann und nur dann iiber [H, f] eindeutig bewertet,
wenn — 0 < s(y, A) = r(y, A) < o gilt.

Beweis der Notwendigkeit. Da eine Erweiterung F existiert und nach Satz 4.1
sly, A) £ F(y) < r(y, A) ist, soist s(y, 4) < o0, — 0 < r(y, A). Ferner ist die
Ungleichung s(y, A) # r(y, A) mit Riicksicht auf Satz 4.2 ausgeschlossen.

Ist umgekehrt — oo < r(y, A) = s(y, A) < oo, dann liefert der Satz 4.2 die Exi-
stenz und der Satz 4.1 die Eindeutigkeit der Fortsetzung von H auf {H, f} des ai-
-Funktionals f.

Satz 4.4. 1. Die Menge N aller iiber [H, f] eindeutig bewerteten Elemente ist
eine H umfassende Untergruppe in G.

2. Die auf N durch die Vorschrift F(y) = s(y. A) definierte Funktion F ist eine
Fortsetzung von H auf N des ai-Funktionals f.
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3. Ist F die (eindeutig bestimmte) Fortsetzung von H auf N des ai-Funktionals f
und y € G ein iiber [N, F] eindeutig bewertetes Element, so ist y € N.

Beweis. 1. Ist y, e N (k = 1,2), s0 ist — 00 < s(y;, A) = r(y;, A) < oo und aus
Hilfssatz 1.5 folgt dann

s(vis A) + s(£02, 4) S s(yy £ v2, 4) S 1(yy £ ¥y, A) £
< r(yi, A) + (£, A),
— 0 <s(yy £ vy A) = r(y; £ y,, A) < ©

und daher y; + y, € N. Die Relation N 2 H ist evident (Hilfssatz 1.5).

2. Die Additivitdt der Funktion s(y, A) wurde in 1, Isotonie in Hilfssatz 1.7 be-
wiesen.

3. Ein Element y € G sei iiber [N, F] eindeutig bewertet. Es seien mit r'(y, A),
s'(y, A) die Grossen aus Definition 2 bezeichnet, die auf die Untergruppe N und
auf das ai-Funktional F auf N bezogen werden. Nach Voraussetzung gilt dann
— 0 < s'(y, A) = r'(y, A) < oo. Es sei ¢ > 0 eine reelle Zahl.

Es existiert ein x € N und ein natiirliches n, so dass

(43a.b,¢) x = ny r(y.A4) +¢e> ! F(x) = ! r(x, A) r(y, A) < llf’(x) <
n n n

gilt. Es existiert ein z € H und ein natiirliches m, so dass

| —

(44a,b,c) z<my s(y,A)—e< 1 F(z) = 1 s(z, A) s(y, )= — F(z) >— o
m m

3

gilt. Es existitiert ein x; € H und ein natiirliches n,, so dass
1 1
(4.5a,b,¢) x 2 nyx r(x, A) + &> —f(x;) r(x, A) £ — f(x,)
ny ny
gilt. Es existiert ein z, € H und ein natiirliches m,, so dass

(4.6a,b,¢) z; <myz s(z,A) —e < if(zl) s(z, A) = Lf(:.'l)
m, : m,
gilt. Zufolge (4.5b), (4.3b) ist
f(xy) < nnyr'(y, A) + ny(n + 1) e,
aus (4.6b), (4.4b) folgt
f(z1) > mmys'(y, A) — m(m + 1)&.
Daraus ergibt sich
(4.7) mmy f(x,) — nny f(z4) < myny[m(n + 1) + n(m + 1)]e.

Aus (4.3b, c) (4.5¢) ergibt sich

M A4) S S F(x) = L s(x ) £ - ).
n n nny
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aus (4.4b, c), (4.6¢) erhalten wir

sy, 4) 2 L F(z) = i s(z A) 2 2 fz)).

1
m mm,

Aus diesen Relationen und aus (4.7) folgt schliesslich

nnymm[r(y, A) — s(y, A)] £ mm, f(x,) — nny f(z,) <
<mny[m(n + 1) + n(m + 1)]¢;

0 = r(y, A) — s(y, A) < # [m(n + 1) + n(m + 1)] e =

[+ 2+

Die Zahl ¢ > 0 wurde willkiirlich ausgewihlt, so dass — oo < s(y, 4) = r(y, 4) <
gilt. Aus Satz 4.3 folgt dann y € N.
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NPOAOJKEHUE AAAWTUBHBIX WM MU30TOHHBIX ®VHKLHWOHAJIOB
HA VIIOPAJOYEHHBIX T'PYIIITIAX

®PAHTUIIEK LUK (Frantisek Sik), Bpuo

PaboTa mocssieHa BONPOCY O CTPOCHMM MHOXECTBA BCEX MPOJOJDKEHHH aiau-
TMBHOTO M M30TOHHOro (yHKIMOHaJa, ONpEAeJICHHOro Ha moxarpynme abeneBoit
(vacTuuno) yropsjoueHHoi rpynner. [1ox aggMTHBHBIM M W30TOHHBIM (YHKIHOHA-
nom (kopoue ai-giynkyuonasom) Ha ynopsuoucHHoil rpynme (G, A) Mbl IOHIMaeM
romoMophHoe M M30TOHHOE OTOGpaxeHue ynopsgoueHuoi rpymnsl (G, A) B su-
HEWHO YMOPSOYEHHYIO0 aJOUTUBHYIO TPYNIY ACUCTBUTEIBHBIX uuces. Ecim f ecThb
ai-QyHKIMOHAJ Ha TIOATpPYIe (H, Hn A), TO ai-pyHkuuonan F Ha (G, A) Ha3bl-
Baetcst npodoaxcenuem w3 H Ha (G, A) ai-QyHkumonana f, ecau yactnanas QyHk-
uust Fy Ha H TOXAECTBEHHA C f.

B paborte pewaroTcs ciemyrouye npooaeMal:

1. Bo3sbmeM anemeHT y € G U 0003HaYMM Yepe3 ¥ MHOXKECTBO BCEX MPOJOJDKEHMIE
w3 H na (G, A) ai-pyuxunonana f. Mccaemyerest CTpPOCHHE YHCIIOBOTO MHOXECTBa
(1
{F(y)| FeYy}.
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2. VciaoBHS OTHO3HAYHOCTH MPOJIOJIKEHUS di-(pyHKIMOHATA [ M HAXOXKIECHHE 3TOrO
(0mHO3HAYHOTO) IIPOTOIKEHHSL.

MeeTcst HECKOJIBKO BAPHAHT OB BTOPO NMPOOJIeMbI:

Peun ujer wiu a) 06 ycIOBHSX OJHO3HAYHOCTH NMPOTOJDKEHHUS di-pyHKIMOHaNA f
u3 H Ha (G, A), v 6) 0 HAXOXIEHHH MoMHOXecTBa M B G, HA KOTOPOM COBIa-
HaroT Bce mpojoyokeHus ai-pyHkuuoHana f u3 H Ha (G, A), Wi, HaKkoHel, peyb
unet B) o HaxoxIeHMH MHOXeCTBA N TakuX 2JeMEeHTOB y € G, YTO COBNANAIOT
Kaxple 1Ba NpojpoJpkenus ai-gpyskunonana f w3 H Ha noarpymny {H, y}, o6pa3so-
BAaHHYIO OArpynmnoii H u saeMenTOM p (T. Ha3. ,,2JIEMEHTHI C OMHO3HAYHOH PACLEH-
kot Hax [H, f1).

Tockonbky ¥ =% 0, mMHoxecTBo {F(y)| F € ¥} sBiseTcst WHTepBaJoM (coorsert-
CTBEHHO OJIHOTOYEYHBIM MHOXKECTBOM) C KoHUEeBbIMU Toukamu s(y), r(y), rae s(y),
r(y) — BBemennrie B omnpenesenni 3 dynkumu. (Teopema 2.2 u 2.4.) MHOXecTBO
M — noarpynna, cogepxatuas noarpymnny H. OgHO3HaYHOE MPOOJDKEHME ai-(hyHK-
UMOHAIIA f, BBITEKAIOLIEE U3 BOIIPOCOB a), 6), siBisiercst Gpynkuueit s(y). (Teopema 3.4
" 3.5.) IMycth, Hakonen, F ecTh ai-pyHKOHOHAI Ha (G, A), a N — MHOXECTBO,
ONHCAHHOE TMOJ B) OTHOCHTEJIBHO KaKo¥-iGo moarpynnsl H B G ¥ OTHOCHTEIBHO
ai-¢pyHkumoHana Fy Ha (H, Hn A). MHoxecTBo N siBJIsieTCSL NOATPYIIIOM, COMEp-
xawei noarpynny H. Eciu o603naunts H = N, To onpefeseHHas TakuM o6pazoM
omepalys SBJISETCS ONepamueii 3aMbIKaHMs, T. €. MMeeT mecto H = H; H = H;
H, € H, = H, < H,. (Teopema 4.4.) [Tomo6HO TOMYy, Kak ¥ MpH PelIeHUU TpobJie-
MBI 1, MBI HAXO/IUM, YTO YHCiI0BOE MHOXKeCTBO {F(y) | F € '}, rme ¥/ — MHOXeCTBO
Beex nmpoposkenuit 13 H Ha {H, y} ai-pyHKunoHasa f, SBIAETCS HHTEPBAIOM C KOH-
uamu s(y, A), r(y, A), rne byuxkumn s(y, A), r(y, A) GbUIM BBeIeHbL B ONPEIEICHAM 2.
(Teopema 4.1 u 4.2.) HeobGxomvmoe M JOCTATOYHOE YCIOBHE CYLIECTBOBAHMS yKa-
3aHHOTO NPOIOJDKEHHS UMeeT BUI: — oo < s(y, A) = r(y, 4) < co.
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