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Чехословацкий математический журнал т. 13 (88) 1963, Прага 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И РАСШИРЕНИЕ /-ГРУПП 

ЯН ЯКУБИК (Jan Jakubîk), Кошице 

(Поступило в редакцию 31/П1 1961 г.) 

В работе решается (в § 1) проблема погружения частично упорядоченной 
коммутативной группы в частично упорядоченную группу с делением. 
Затем (в § 2) исследуется понятие ,,расширения", (введенное А. Г. Пинске-
ром в работах [10], [И] для полных /-групп и примененное на многих 
местах монографии [7] для ir-пространств). 

1. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АРХИМЕДОВСКИХ /-ГРУПП 

1.0. В работе [4]. Г о ф м а н (С. Gofman) построил представление архиме
довской /-группы при помощи т. наз. функций Каратеодори [2]. Отметим, что 
по определению функций Каратеодори в [4] (стр. 111 — 112) не имеем дела 
с действительными функциями в обычном смысле слова. Исходным моментом 
и главным средством для развития рассуждений служат Гофману определен
ные подмножества /-группы, которые первым исследовал П. Ж а ф ф а р (Р. 
Jaffard) и назвал их ,,filets"; сравни [5]. 

Р1звестно, что каждую архимедовскую /-группу G^ можно погрузить в пол
ную /-группу G2 (сравни [1], гл. 14, § 9). Далее известно, что каждое iC-простран-
ство можно представить при помощи действительных функций ([7], гл. 13, 
теорема 3.11). Следовательно, если можно будет доказать, что полную /-группу 
можно погрузить в i^-пространство, то из предыдущего будет вытекать, что 
архимедовскую /-группу G^ можно представить при помощи действительных 
функций. 

О. Г. П и н с к е р доказал ([10]; сравни также [8], §6), что каждую полную 
/-группу G2 можно погрузить в К-пространство. При доказательстве использу
ется теория ,,непересекающихся сумм /-групп" ([Ю], § 4). Доказательство ве
дется в основном так, что сначала построится разложение Go в прямое произве
дение G2 = AB где А — в определенном смысле ,,непрерывная" и Б — ,,дис
кретная" группа. Затем доказывается, что А является (при удобном определении 
умножения OCX, где х е А и ос — действительное число) ^-пространством. Из 
специального строения /-группы В вытекает, что В можно погрузить в К-иро-
странство ([10], § 8, стр. 269-279). 
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в § 1 мы докажем: Каждую частично упорядоченную коммутативную груп
пу G можно погрузить в частично упорядоченную группу Z{G) так, что Z[G) 
является группой с делением (т.е. для каждого а е Z{G) и для каждого натураль
ного числа п существует х е Z(G) так, что пх = а). Частично упорядоченную 
группу Z(G) построим обычным алгебраическим способом, исходя из мно
жества всех ,,дробей" вида а/п, где а е G я п — натуральное число. Если же G 
является /-группой, то и Z(G) является /-группой, и G представляет собой 
/-подгруппу в Z[G). ЕСЛИ G — архимедовская /-группа, то и Z(G) является 
архимедовской. Если G — архимедовская /-группа и если /-группу Z(G) погру
зим в полцую /-группу Gl (обычным способом, при помощи сечений Делекинда, 
сравни [1], гл. 14), то можем определить умножение элементов х е G^ на дей
ствительные числа так, что G^ окажется К-пространством. 

Мы пользуемся обозначениями по образцу [1] и понятием ^-пространства 
по [7]. 

1.1. Пусть G — коммутативная частично упорядоченная группа. Пусть Z(G) — 
~ множество всех выражений вида х/а, где х е G, осе Р, причем Р — множество 
всех натуральных чисел. В множестве Z{G) определим равенство == следующим 
образом: х/а = yjß тогда и только тогда, если ßx = ay. Легко можно убедиться 
в том, что определенное таким образом отношение = является рефлексивным, 
симметрическим и транзитивным. 

1.2. Пусть X, х\ у, у' Е G, а, а', ß, ß' е Р. 

Если xja = х'1(х\ ylß = у'Iß', то а'х = ах', ß'y = ßy\ так что a'ß\ßx + ay) == 
= aß{ß'x' + а'у'). 

Имея в виду предыдущие рассуждения можем определить в Z{G) операцию Ч-
посредством уравнения xja + yjß = {ßx + ay) I aß. Мы скажем, что элемент 
Z е Z ( G ) является положительным, если существует х е G, х > О так, что z = х/а 
для подходящего а. Легко можно проверить, что Z(G) является по отношению 
к операции + коммутативной группой. При этом — (х/а) = ~ х/а, /?(х/а) = 
= {ßx)la. Далее обозначим символом (Z(G))^ множество состоящее из всех 
положительных элементов z е Z(G) и нулевого элемента группы Z{G). В таком 
случае сумма двух элементов из (Z(G)Y также принадлежит (Z(G))"^; если 
x/ae(Z(G))+, х ф О, то -(х/а) ф{Z{G)y. Согласно [1] (гл. 14, теорема 1), 
можем Z[G) считать частично упорядоченной группой, если только для х/а, 
y/ß е Z{G) положим х/а ^ y/ß именно тогда, когда y/ß — х/а е (Z(G))"^. 

Замечание . Если G — коммутативная /-группа, z = х/а, то z > О тогда 
и только тогда, если х > 0.^) 

^) Символ О употребляем для обозначения нулевого элемента в различных ч. у. группах; 
на местах, где бы могло возникнуть сомнение, о которой ч. у. группе идет речь, пишем, 
например, О G Z(G), О G G, и т. п. 
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1.3. Пусть Gl — множество всех z е Z(G), для которых сундествует х е G так, 
что Z = х/1. Очевидно, что G^ представляет собой ч.у. подгруппу в Z(G), изо
морфную ч.у. группе G. Элементы х, x/l мы будем считать тождественными 
и получаем утверждение: 

Теорема. Пусть G — коммутативная ч. у, группа. Существует коммута
тивная ч.у. группа Z(G) так, что G является ч.у. подгруппой в Z{G), причем: 

1) если Z Е Z(G), то существует х е G и натуральное число а так, что ocz = х, 
2) если Z G Z(G) их а — натуральное число, то существует такое z^ е Z{G\ 

что oczi = z. 

1.4. Теорема. Пусть G — коммутативная 1-группа. Тогда и Z{G) является 
1-группой и G — 1-подгруппой в Z{G). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Сначала докажем, что Z{G) является /-группой. Доста
точно доказать, что для каждого элемента z е Z{G) существует элемент z и 0. 
Если z = х/а, то z U О = (х U 0)/а. Если, то есть, z' е Z{G), z' ^ z, z' ^ О, 
то az' ^ X, OLz' ^ X U О, z' ^ (х U 0)/а. 

Ь) Из предыдущего видно, что G есть /-подгруппа в Z{G). 

1.5. Пусть г — рациональное число, г = oijß, где ß — натуральное и а — целое 
число. Для каждого xjd- е Z{G) мы положим г(х1д) = {ax)l[ß9). Если г — целое 
число, то это определение совпадает с определением 1.2. 

1.6. Всюду в дальнейшем символы R, R' означают, соответственно, мно
жество всех действительных чисел и множестьо всех рациональных чисел. 
Пусть А, В а Z{G), Р , ß с= R'. Мы будем пользоваться символикой, принятой 
обычно при вычислениях с комплексами (например, А ^ В будет множеством 
всех элементов из Z{G) вида а + Ь , а е А, b е В; РА будет множеством всех 
элементов из Z(G), которые можно писать в виде оса, осе Р, а е А). Если множе
ство Р имеет только один элемент а, то будем писать а А вместо РА. 

1.7. Пусть G — архимедовская 1-группа. Тогда и Z(G) является архимедовской 
1-группой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если бы /-группа Z{G) не была архимедовской, существо
вали бы элементы х/а, yjß е Z{G), х/а > О такие, что для каждого натурального 
числа п было бы /i(x/a) < yjß. Из этого вытекало бы n{ßx) < ay, что невозмож
но, так как ßx > 0. 

1.8. До конца § 1 будем предполагать, что G является архимедовской /-груп
пой. Так как Z{G) представляет собой архимедовскую /-группу, то согласно [1] 
(гл. 14, теорема 17 и § 7, лемма 1) Z{G) можно погрузить в полную /-группу U{G). 
Мы докажем, что в /-группе t/(G) можно определить умножение ах, где а — 
— действительное число и х е ^(G) так, чтобы t/(G) была jf^-пространством. 
Это утверждение можно доказать, опираясь на цитированные результаты ра-
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боты [10]; следующий ниже прямой способ доказательства кажется, однако, 
более естественным и коротким. Далее, отсюда вытекает: Пусть G^, Gj — архи
медовские /-группы. Пусть частично упорядоченные множества Z(Gi), 2(62) 
изоморфны. Тогда и частично упорядоченные множества t/(Gi), ^(^2) изо
морфны. Значит, построение структуры U[G) является в определенном смысле 
„инвариантным'' по отношению к операции + . (Сравнии также отд. 2.1.) 

U(G) мы построим таким же способом, как в доказательстве цитированной 
теоремы из [1]. Из хода доказательства этой теоремы вытекает: Каждому 
множеству X cz Z(G), ограниченному сверху в Z[G), поставлен посредством 
упомянутого построения в соответствие элемент х е U(G); при этом в {7(G) 
справедливо 

(1.1) X = sup X . ' 

К каждому элементу х е U(G) существуает множество X cz Z(G), ограниченное 
сверху в Z(G) и удовлетворяющее соотношению (1.1). Если при этом симво
лом Н(х) обозначено множество всех верхних границ множества X в Z{G) и если 
символы Xi, Xj, H(xi) имеют аналогичное значение, то х ^ х^ тогда и только 
тогда, когда Н{х^) <= Я(х). При тех же обозначениях в U{G), далее, будет 

(1.2) X + x i = sup(X + X i ) . 

1.8.1. Пусть X е Z(G), х > О, пусть Р — мнолсество всех рациональных чисел а, 
О < а < 1. Тогда в U(G) имеет место соотношение sup (Рх) = х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ot е Р, а = т/п, О < m < п, то (m/n) х < х, так что 
sup (Рх) S Х- Предположим, что было бы ах ^ у < х для каждого осе Р. Тогда 
было бы (п — 1) X ^ пу для каждого натурального п > \, следовательно 
п(х — у) ^ X. Но так как х — j ; > О, и так как U{G) как полная /-группа явля
ется архимедовской, то мы получаем таким образом противоречие. Итак, 
sup (Рх) = X. 

1.8.2. Пусть X е Z{G), х > О, а е R\ а > О, пусть Q означает множ:ество всех 
рациональных чисел ß, О < ß < а. Тогда в U(G) справедливо равенство sup (Qx) = 
= ах. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р имеет то же значение, как в предыдущем отделе. 
Если ß' пробегает множество Р, то aß' пробегает множество ß , и наоборот. 
Соответствие у -> ах определяет, очевидно, автоморфизм ч.у. множества 
(Z(G))"^. Из этого по 1.8.1 вытекает 

sup (Qx) — sup (а(Рх)) = а sup (Рх) = ах . 

1.9. Пусть аеК, а > О, х е U{G), х > 0. Пусть Р означает множество всех 
«1 eR\ О < а̂  < а. Пусть выполняется (1.1). В таком случае множество РХ 
ограничено сверху в Z{G), Если в t/(G) у = sup {РХ), то мы положим а .х = у. 

Это определение является однозначным. Если, то есть для Х^,Х2 <=: Z(G) 
в l/(G) выполняется у^ = sup (PXj), У2 = sup(PX2), то для каждого Xj e X j , 
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X2 e X2, til ^ ^(3^1)' ^1 ^ ^ мы получаем последовательно соотношения 
1 1 

(x^Xi ^ t/i , ^\ ^ — ti^ , Х2 s — Wi , aiX2 ^ Wi , u^E H[yo). 
a, ai 

Следовательно, H{yi) с Я(у2)^ так что ĵ 2 = ^i- Аналогично можно доказать 
обратное неравенство; итак, у^ = у2. 

Замечания . I. Если выполнены предположения, приведенные в 1.9, и если 
X G Z(G), ае R\ то согласно 1.8.2 будет осх = а . х. Поэтому мы будем в даль
нейшем писать ах вместо а . х. 

2. Из определения, введенного в 1.9 непосредственно вытекает следующее: 
если выполнены предположения, приведенные в 1.9 и если tEU{G), х ^ t, 
ß е R, а S ß, т^о (XX ^ ßt. 

В отделах 1.10, 1.11, 1.12 имеют сымволы а, Р, х, X то же значение, как в 1.9. 
Далее, у е U{G), >̂  > О, Y а Z{G), у = slip Y, ßeR, ß>OvLQ есть множество 
всех /?1 е R\ О < ßi < ß. Обозначим у == ос ^ ß, S = aß; символы S, Т имеют 
аналогичное значение по отношению к у, &, как имеет Р по отношению к а. 

1Л0. а(х + у) = ах + ау. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что 

sup {РХ ~\- PY) й sup (РХ) + sup (РУ) . 

Из бесконечной дистрибутивности между сложением и структурными операция
ми ([1], гл. XIV, § 10) вытекает 

sup (РХ) + sup (PY) й sup {РХ + PY) . 

Согласно (1.2), 1.9 и 1.6 имеем 

а(х -Ь j ) = а sup (Z + У) - sup {Р{Х + У)) ^ sup {РХ + PY) = 
= sup (РХ) + sup (PY) = (XX -i- ay . 

Пусть, далее, а^, а2 е Р, аз = max (а^, а2). Для каждого Xj G X, у^ е У 

a^Xi -\- а2У1 й «3^1 + ^зУ1 й а(^ + у) . 

так что будет тоже ах + ау ^ а(х + у). 

1.11. {а -\- ß)x = ах + ßx. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из равенства Р + Q = S вытекает 

{a+ß)x = sup {SX) = sup ((F + ô) X) ^ sup {РХ + ß ^ ) = 
= sup {РХ) + sup {QX) = ax -h ßx. 

Для каждого Xj, Х2 G X будет Хз = Xi u Х2 ^ х; значит, в силу замечания 2, 
следующего за 1.9, 

a^Xi + ß^X2 й (^1^3 + i^i^3 = («1 + /^1) ^3 ^ ух 

для каждого aj е Р, ß^e Q. Следовательно, также ах + ßx ^ ух. 
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1.12. a{ßx) = (aß) X. 

Доказательство. Обозначим ßx = у, QX = Y. Из равенства PQ = Tu из 
уравнения ßx — sup Y вытекает 

a[ßx) = ay = sup {PY) = sup {PQX) = sup {TX) = ^x . 

1.13. Для X G U{G), X = 0 и для каждого aeR положим ах = х. Для ае R, 
а = О и для каждого х в 17(G) мы положим также ах == О е U{G). Пусть х е U(G), 
X > О, а G jR, а < 0. Теперь мы определим ах = — (( — а) х). Если а G JR, х G U(G), 
X < О, то мы положим ах = — (а( —х)). 

Из введенных определений вытекает: результат из отдела 1.10 имеет место 
и тогда, когда х ^ О, у ^ О, а е R. Утверждение 1.11 справедливо и при условии 
aeR, ßeR.x^O или х < 0. При тех же предположениях справедливо и утверж
дение 1.12. 

1.14. Пусть а G jR, X G U{G). Элемент x можно представить в виде х = у — z, 
у, Z e{U(^G))^, Положим ах = ау — az. Это определение однозначно: если 
одновременно х = у' — z\ у\ z' E{U{G))^, ТО у + Z' = J;' + Z, следовательно, 
по 1.10 (или же по 1.13) 

ау + az' = а{у + z') = а(у' + z) = ay' + az , 
ay — az = ay' — az' . 

1.15. Пусть a,ßER, x, у G U{G). Тогда^') 

a(x + y) = a{x^ - x" + y'̂  - y") = a(x"̂  + y"̂ ) - a(x" -f y") = 
= (ax"̂ ' — ax~) + (ay"̂  — ay~) = ax -j- ay , 

{a + ß)x = {a + ß)x^ - {a -}- ß) x~ = (ax+ - ax~) + {ßx^ - ßx~) = 

= ах -}- ßx , 

a{ßx) = a{ßx^ - ßx-) = a{ßx^) - a{ßx-) = (aß) x+ -

- (aß) X" - (aß) X . 

Этим мы доказали, что справедлива 

1.16. Теорема. Ка:ждую архимедовскую 1-группу G можно погрузить в К-про-
странство U(G). 

Из предыдущей теоремы о и из теоремы о представлении 1(^-пространства при 
помощи действительных функций ([7], гл. 13, теорема 3.11) вытекает: 

К каждой архимедовской 1-группе G сушествует I-группа G', элементами 
которой служ:ат действительные функции'^) (на выбранном подходящим обра
зом MHooicecmee Q, причем структурные операции и операция + имеют в G' 
обычное значение), такая, что 1-группы G, G' изоморфны. 

^') В отличие от [1] мы обозначаем х = -- (л: П 0) (в солгасии с [7], отд. 1.5), 
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2. РАСШИРЕННЫЕ /-ГРУППЫ 

2.1. Мы скажем, что /-группа G обладает свойством (f), если справедливо 
следующее у т в е р ж д е н и е : 

Если {х^} CZ G^ и если два любых различных элемента этого множества 
взаимно дизъюнктны, то в G существует элемент U-^r (Сравни [1], гл. 15, § 3, 
Упр. 2.) 

Г. Б и р к г о ф поставил вопрос, возможно ли каждую архимедовскую /-груп
пу G погрузить в полную /-группу G\ обладающую свойством (f). (Сравни [1], 
гл. 15, §14, проблема 108.) Так как каждую архимедовскую /-группу можно 
погрузить в полную /-группу, можем, не умаляя общности, предполагать, 
что G есть полная /-группа. В русском переводе книги [1] (стр. 350) имеется 
заметка, что эту задачу решил А. Г. Пинскер в работе [10]. А. Г. Пинскер строит 
для каждой полной /-группы G полную /-группу R(G), удовлетворяющую 
определенному условию максимальности ([10], стр. 291, определение 1); R(G) 
называется максимальным расширением /-группы G. Полная /-группа G назы
вается расширенной группой, если R{G) = G. При помощи трансфинитной 
индукции затем доказывается ([10], теорема 6 и лемма 6), что полная /-группа G 
является расширенной тогда и только тогда, когда она имеет свойство (f). 
Аналогичное понятие расширенного i^-пространства встречается на многих 
местах книги [7]. (Причина этого заключается в том, что расширенное /С-про-
странство имеет много ,,хороших" свойств; сравни также [8].) Расширенным 
/-группам и ^-пространствам посвящены еще работы [11], [12], [13]. 

Строя /-группу R{G), автор работы [10] опирается на систему определенных 
подмножеств множества G^, определенную при помощи частичного упорядо
чения и операции + в G (на т. наз. систему комплексов, см. [10], определение 2). 
Свойство (f) касается только частичного упорядочения множества G"̂ , не гово
рится в нем ничего о групповой операции. Поэтому является вполне естествен
ным следующий вопрос : 

(*) Пусть заданы полные 1-группы G^, G2 и пусть G ,̂ G2 как частично упоря-
деченные мноэи:естба (т.е. мы не берем во внимание групповые операции) изо
морфны. Существуют тогда расширенные и полные 1-группы G[ (i = 1,2), 
в которые можно погрузить Gj, G2, причем частично упорядоченные мноэ^се-
ства G[, G2 изоморфны! 

Положительный ответ на поставленный вопрос означал бы, что построение 
/-группы G' является в определенном смысле „инвариантным" по отношению 
к групповой операции в G. Из работы А. Г. Пинскера не вытекает ответ на этот 
вопрос, так как — ввиду выше приведенного — при построении множества Р 
использована и операция + . (Сравни [10], § 2, определение 2 и теорема 2.) 

^) Согласно цитированной теореме из [7] речь идет о функциях / таких, что для каждого 
^ ^ QKQ) является действительным числом или одним из симболов + оо, — оо. 
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к данной полной /-группе G мы построим структуру Я так, что частично 
упорядоченное множество G^ будет подструктурой в Я. Построение структуры Я 
не зависит от того, каким образом определена на G^ операция + . Далее мы 
построим /-группу G' так, что будет (G')"^ = Я, причем G' является полной 
/-группой, обладаюпдей свойством (f), и /-группа G будет погруженной в /-груп
пу G'. Из такого хода рассуждений вытекает, что ответ на поставленный выше 
вопрос положителен. При построении .мы не воспользуемся аксиомой выбора. 

Всюду в дальнейп1ем мы будем предполагать, что G — полная /-группа. На
помним еще, что каждая полная /-группа является коммутативной. (Сравни [1].) 

2.2. Каждому множеству {xj с: G^, {х,} Ф 0, любых два элемента которого 
взаимно дизъюнктны, поставим в соответствие символ 5х;. Множество всех 
таких символов обозначим через Я. Если Sxi, Syj е Я, то мы положим Sx^ ^ Syj 
тогда и только тогда, когда для каждого х̂  

(2.1) X, = и {xi п yj). 
j 

Если Sxi ^ Syj, Syj ^ S Xi, то мы считаем символы Sx^, Syj равными и пишем 
Sxi = Syj. 

2.3. Отношение ^ является транзитивным на Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Sx^ ^ Syj, Syj ^ Szj^. Тогда (2.1) справедливо для 
каждого Xf и одновременно для каждого yj 

У J = и {yj гл Z,) . 
к 

Из этого для каждого х̂  вытекает 

^/ = и [х, п (и (v, п Z,))] = и и (х, п у J п Z,) g и и {^i гл Z,) = 
j к j к j к 

= и {^i п Zj,) й Xi, 
fc 

так что по 2.2 будет 5х̂ - ^ Szj^. 

2.4. Отношение = является эквивалентностью на Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рефлексивность и симметричность вытекает непосред
ственно из определения. Транзитивность вытекает из 2.3. 

Значит, множество Я с равенством = оказывается частично упорядоченным 
при помощи отношения ^ . 

2.5. В следующем рассуждении мы считаем, что индексы г, j пробегают мно
жество / и индекс к множество К: 

Пусть SXi, Syi^ е Я, ^х,- g Syk- Для фиксированного к е К мы обозначим 

Хк = \J (Xi пу^) . 
i 

Тогда Sx^ = SXi. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для фиксированного / по предположению и по 2.2 будет 
Xi = и (^i ^ Ук)^ следовательно, 

к 
и i^i П ЗС̂ )̂ = и (^i П ( и {Xj П у^))) = и и {Xi П Xj П у„) = [J (х,. П у,) = Xi , 
fc fc J к j к 

так что, согласно 2.2 Sx^ :g Sxj^. Далее, для фиксированного к е К 

(J (Зс̂  п X,-) = и (и {xj п yj,) п Xi) - и и {xj п у^п Xi) = и {xi п yj,) = х^ , 
i i j i j i 

так что Sxi^ S SXi. 

2.6. Пусть SXi, Syj^ e H. Пусть для калсдого x,- существует элемент ущ>^ е 
е {jjt} такой, что 

(2.2) Xf ^ y^çi^. 

Тогда SXi ^ Syj^. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (2.2) вытекает для каждого з'̂ ,̂ у^ Ф УкЦ) соотношение 

Jfe '^ ^1 = О, так что 
и ( х . п у^) = х^п у;,̂ )̂ - X,-, 
к 

чем утверждение доказано. 

2.7. Если множество {xJ с= G"̂  имеет только один элемент х, то мы будем 
писать SXi = X. Согласно 2.6 можем в таком случае ч. у. множество G^ считать 
ч. у. подмножеством ч. у. множества Я. Далее, согласно 2.6 элемент О является 
наименьшим элементом в Я. Ввиду 2.6 далее справедливо: если х е Я, х = 5х,-, 
то для каждого х̂  выполнено неравенство х̂  ^ х. 

В следующих отделах 2.7.1—2.9 мы докажем, что Я является относительно 
полной структурой. В рассуждеьшях отделов 2.7.1 и 2.8 мы также используем 
операцию + определеную на G"*". Из сказанного ниже будет ясным, что опера
ция + применяется не для построения мноэ^сества Я, но для доказательства 
того, что частично упорядоченное множество Я имеет некоторые специальные 
свойства. 

2.1 Л, Введем следуеш.ее обозначение (сравни [6]): 
Если А а G"*", то символом К'[А) мы обозначим множество всех x e G ^ , 

для которых из соотнопюния а е А. вытекает а о х = 0. Далее мы обозначим 
К[А) = К'{К'{А)). И З бесконечной дистрибутивности вытекает: если M — мно
жество, ограниченное сверху в G^ и если M с K'(Ä), ТО sup M с /С'(/4). Оче
видно, что К'(^А), К(А) являются идеалами в структуре G"̂ . Из [1] (гл. 14, теоре
ма 6) мы получаем: если х, у е К\А), то х + j ; G К'(А). Аналогично для К(А). 

Пусть X е С^. Обозначим 

Xi = sup g, g e K{A), g ^ x, X2 = sup g, ge K'{A), g й x^ 

Далее мы обозначим x — (x^u X2) = y. Очевидно, y ^ 0. Так как x^ n X2 = 0, 
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то Xi u Х2 == Xi -f X2, следовательно, x = x^ 4- X2 + У- Предположим, что 
j ; > 0. Если у e K'{Ä), TO X2 + у e К'{Л), X2 < x^ -^ У^ что противоречит пред
положению. Следовательно, существует ае А так, что а п у = а^ > 0. Тогда 
у = а^ + Ь, b ^ О, а^е К[А). Из этого вытекает 

X = х^ + а^ + Х2 + b , Xi + «1 е К{А) , х^ -^ а^ ^ х , х^ + а^ > х^ . 

Но это тоже противоречит условию, так что у = 0. Этим мы доказали у т в е р ж 
дение: 

Элемент х е G^ мож:но представить в виде х = Xi4-X2 = х-̂  U X 2 , X I G K(Ä)^ 
X2 e КХА). 

Если А имеет только один элемент у, то мы пишем К{у) = К[А), К'[у) = 
= К'{А). 

2.8. Пусть X, у е Я , x = SXi{ieM), у = Syj{j eN). Согласно 2.7.1 можно» 
элементы х,-, yj представить в виде 
(2.3) Xi = Xij + x[j = Xij u x'ij, 

yj = Уи + /ij = yij u /ij, 

причем Xij, yij G K{xi n yj), x^, 3;^ e К'(х^ n y^). Из полноты /-группы G выте-
кает, что в G^ имеется элемент \J Xij. Следовательно, элемент х̂  можно пред
ставить в виде ^ 

(2.3') X.. = (Ux,^)+x' , , x ' i èO . 
J 

Согласно (2.3) в таком случае будет х'̂  ^ х-у, следовательно, 

(2.4) x'iEKXxiCy;). 

Аналогично 
У J = ( и У,;) + J';, y'j e ii^'(^i ^ У;) • 

i 

По 2.7.1 тогда будет х^ n j ] e K'(xi n y^). Ho одновременно х\ n j j g x̂  n y^ 
так что x̂  n yj G K(xi n j j ) . Следовательно, должно быть 

(2.5) x\ n y; = О . 

Обозначим Xij u ĵ fy = ẑ y. По 2.7.1 Zij e K{xi n Уу). 

Пусть ре M, q e N, (p, q) Ф (Ï, j)- Тогда 

^p -̂  y^ e K^Xi n уу), 

откуда последовательно получаем 
Zij ПХрПу^ = 0, Zij G К'{Хр n y^) , 

(2.6) Zij n z, , = 0 . 

Так как x^ ^ x ,̂ будет для z, ре M, i Ф p 

(2.7) x; n x; = 0 , 
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и аналогично для j , q е N, j Ф q 

(2.8) /.п/^ = 0. 

Далее, для г, ре М, j е N будет 

Хр п Zij = ХрП {xij U yij) = (хр о X,,.) U (х ; n yij) . 

Если i = р, то согласно (2.3) и (2.4) х^ n х̂ -̂ - = 0. Если / Ф р, то (так как х^ ^ х^, 
Xj-j ^ Xf) х^ n х,у = 0. Получаем х^ n ẑ y = х^ n у^. Обозначим х^ n у,.у = с. 
Согласно (2.4) с е К\хр п yj). Далее, с ^ ур с ^ х ,̂, следовательно, с е К{хр n yj). 
Из этого вытекает с = О, т.е. 

(2.9) х ; n z,j = О . 

Аналогично можно доказать: Если i е M,j, q е N, то 

(2.10) /^nz,j==0. 

Пусть {vi} (/ е L) — множество всех элементов z^j, х-, y'j (i е M,j е N). Согласно 
(2.6), (2.7), (2.8), (2.10) и (2.5) каждых два различных элемента этого множества 
взаимно дизъюнктны. Следовательно, в H существует элемент v = Svj. 

Согласно (2.9) 
х; n Xij = О , х; n ( и Xij) = О , 

J 
так что по (2.3') 

Xi = ( и Xij) "-> X'i . 
j 

Значит, для каждого / е M 

Xi ^ и (Xi n Vi) ^ [U {xi n Zij)] u (x; n x;) ^ 
/ J 

^ [U (xi n Xi,.)] u (xi n x;.) = Xi n [ (u Xij) u x;.] = Xi. 
J J 

Следовательно, x ^ v. Аналогично можно проверить справедливость соотно-
ше1шя у S V. Этим мы доказали, что H является направленным по возраста
нию множеством, 

2.9. Пусть а, а,„ е Я, а^ ^ а{т е М, M = 0), а = Sy^{k е К), а,„ = Sx(m, к), 
к 

х(т, к) ^ jjt (сравни 2.5). Тогда в Я имеет место соотношение 

sup а^ = S(U ^('^j к)). 
л m 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для фискированного кеК мы обозначим \jx{m,k) = 
m 

= Zjt- Так как Zy. ^ yĵ , то каждых два различных элемента множества {z^} 
взаимно дизъюнктны. Далее обозначим 5z^ = z. Согласно 2.6 для каждого 
те M Sx{m, к) ^ S'zjt- Предположим, что v е Н, а^ ^ v для каждого те М, 
V = Svi, i е L Согласно 2.2 будет тогда для каждого те М, ке К 

х(т , к) = и (х(т, к) n г̂ ) . 
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Из этого для каждого ке К вытекает 

и (zfc п V,) = и и (х(т , к) п V,) = и и {^{^Ь Щ ^ i^i) = и ^(^^. ^̂ ) = ^к ' 
i im mi m 

Согласно 2.2 тогда будет z ^ р, чем утверждение доказано. 

Следствие. По только что доказанному и по 2.8 ч. у. множество H является 
(относительно полной) структурой. 

Замечание . Пусть выполнены предположения, приведенные в 2.9, пусть для 
каждого те M а^^е G^, а е С^. Тогда множество К из 2.9 можем рассматри
вать, как одноэлементное множество К = {1}, у^ = а, х(ш, 1) = а^. Согласно 
2.9 и 2.7 будет 

sup а^ = \J x(m, 1) = и «m • 
(При этом символы sup и и относятся, соответственно, к я и G^.) Поэтому мы 
можем супремум относительно ч. у. множества Я обозначать тоже символом \J. 

Пусть, далее, а е G^, b е H, пусть в Я выполняется неравенство b ^ а. По 2.7 
и 2.5 можем b представить в виде b = SbjlkeK), где /<^-одноэлементное мно
жество. Следовательно, ЬеО^. Этим доказано, что О"^ является идеалом в Н. 

2.9.1. Пусть Ь, с е Н. Мы выведем еще явную формулу для b п с. Согласно 
2.8 существует а е Я так, что b ^ а, с ^ а. Пусть а = Бук{к е К). По 2.5 тогда 
будет b = Sb},, с = Scj^, bj, S Уь ^k й Ук- Обозначим и = bj^ п Cj^, и = Su^. 
Согласно 2.6 и ^ Ь, и :^ с. Пусть z е Н, z -^ Ь, z ^ с. Тогда z = Szj^, Zj^ ^ yj^. 
Далее, согласно 2.2 (индекс / пробегает множество К) 

л̂ = и {ч ^ Ъ) = zj^nbk, 
i 

значит, z,^ ̂  bj^. Аналогично можно доказать, что Zj^ ^ Cf,. Согласно 2.6 z ^ Ь, 
Z ^ с. Следовательно, и = b п с, b п с = S(b,^ п q) . 

2.10. Пусть Sxi е Я. По 2.7 для каждого Xi х^ ^ Sxi. Предположим, что 
V е Н, V = Svj и что для каждого х̂  выполняется соотношение Xi ^ v. Согласно 
2.7 и 2.2 для каждого х^ тогда будет х̂  = U (х^ п Vj), так что по 2.2 Sxi ^ v. 

j 
Из этого вытекает, что Sx^ есть супремум множества {х J в Я. 

2.11. Пусть А — непустое nodMHooicecmeo мноснсества И. Пусть калсдых два 
различных элемента из А взаимно дизъюнктны. Тогда в H существует элемент 
sup А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждый элемент ае А представим только одним, точно 
выбранным способом в виде 

(2.11) a^SXi. 

Обозначим через X множество всех элементов х ,̂ для которых существует 
элемент а е А так, что Xj имеется в выражении (2.11). Каждых два различных 
элемента множества X взаимно дизъюнктны, так что в Я существует элемент 
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XQ = SXi(xieX). Далее, согласно (2.11) и 2.6 выполняется для каждого аеА 
неравенство а ^ XQ. Итак, согласно 2.9 существует в H элемент sup А, 

Замечание . Можно доказать, что sup А = XQI ЭТИМ равенством мы не будем 
в дальнейшем пользоваться. 

2.12. В итоге мы в отделах 2.2—2.11 доказали, что справедлива 

Теорема. Пусть G — полная {-группа. Существует относительно полная 
структура H такая, что: 

a) G"̂  является идеалом в Н, 
b) калсдый элемент z е H MoofCHo представить в виде z = (J х^(х^бМ), причем 

M а G^ и ка:ждых два различных элемента из M взаимно дизъюнктны в G^, 
c) если {zi} с: H и если калсдых два различных элемента этого мноэн:ества 

взаимно дизъюнктны, то в H сществует sup {z j . 

2.13. В множестве Я мы теперь введем бинарную операцию + . Пусть х, у е Н. 
Согласно 2.8 существует z е Н, z = SzJ^k G К) так, что х -^ z, у -^ z. По 2.5 
элементы х, у можно представить в виде 

(2.12) X = Sx^, У = Syj,, х^й Zk, Укй^к-

Обозначим Xfc + jfc = Vi, (символ + представляет здесь групповую операцию 
в G). По (2.12) каждых два различных элемента из множества {%} взаимно 
дизъюнктны, так что в Я существует элемент v = Svj,. Обозначим 

(2.13) V = {z\x +у). 

2.14. Мы будем пользоваться обозначениями, принятыми в 2.13, и пусть 
затем t е Н, t = StJ^m е М), х ^ t, у ^ t. Тогда 

X = Sx^, у = Sy^, x^ut^, Утй t^, v' = {t\x + у), 

где v' — Sv^, v^ = Xjn + Ут- Согласно 2.10 в Я имеют место равенства 

(2.14) x = \jx^, У = \)Ут-

Далее, согласно 2.2 

^ш = и {Х^ r^Xj) , Ут = К} {уm ^ У}) . 
к к 

следовательно, по (2.14) 

(2.15) x = \j{x^nxk), У = и{Ут^Ук)' 
т,к т,к 

Обозначим 
w(m, к) = {х^ п Xfc) + (у^ п jfc) . 

Так как каждых два различных элемента i/(m, к) взаимно дизъюнктны, то в Я 
существует элемент Su(m, к) = и. По (2.15) и2.6 х -^ и, у ^ и. Следовательно, 
и = (и \ X -}- у). 
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Согласно 2.6 и ^ v. Далее справедливо (если индексу пробегает множество К 
и индекс m множество М) 

и а^к + Ук) ^ w(m, ;)) = и {(Xf, + у„) п [{х^ п Xj) + {у^ п yj)']) = 
mj m,j 
= и {{Ч + У}) ^ \ßm П Xj) + (у„, П у^'^ = и (Xfc + у^) = Xj,-V yj,. 

m m 

Согласно 2.2 тогда будет v ^ и, значит, в итоге v = и. Одинаковым способом 
можно доказать, что v' — w, следовательно, v = v . Из этого вытекает, что 
элемент v из отдела 2.13 не зависит от выбора элемента z. Вместо (2.13) пожем 
поэтому писать t; = л; + >̂ . 

Из предыдущих рассуждений одновременно вытекает: Если х = Sxj^, у — 
= Syi,(k Е К) и если для каждого т, п е К, m Ф п, х„, п j„ = О, то х + >' = 
= S{Xk + Ук)-

2.15. В определении операции + для элементов множества H можем учи
тывая отдел 2.7, наблюдать некоторого рода некоректность: надо еще прове
рить, если для элементов х,у е G^ операщш + , рассматриваемая в G"̂ , совпа
дает с операцией + , введенной в 2.13, 2.14. Для проверки этого достаточно 
в 2.13 положить z = л; U у. 

2.16. Из определения операции + в Я непосредственно вытекает: Для любых 
элементов х, у е H х -i- у = у -\- х. Пусть, далее, х, у, z е Н. Согласно 2.8 
существует иеН^х-йи. у'^и, z^u.u — SujJ^k е К). Тогда х = Sxj^, у = Бу],, 
z = Szf^, причем каждый из элементов x̂ ,̂ У]^, Zj, меньше или равен Uj^. Согласно 
2.14, 2.15 

X + (у + z) = S{x, + {Уи + z,)) = S{{x, + у,) + z,) = (х + у) 4- z . 

2.17. Пусть X, у е H, X + у = v. Согласно 2.13 и 2.6 х ^ v, у S ^- Если Î; == О, 
то по 2.7 должно быть х = у = 0. 

2.18. Для X, у, z,u Е H мы воспользуемся теми же обозначениями и соотно
шениями, как в 2.16. Пусть х + j ; = х + z. Следовательно, по определению 
суммы S{xj^ + yj^) — S[xf^ + Zfc). По 2.2 (если индекс i пробегает множество К) 

^к + Ĵ it = и {{^к + У^ ^ {^i + ^i)) = {^к + yi) rs {xj, + zj,), 
i 

так что Xk -\~ Ук й Xk + z,,. Аналогично можно доказать обратное неравенство. 
Значит, X}, + Ук = Xj, + Zk, так что Ук = Zj^, у = z. 

2.19. Ma будем пользоваться обозначениями, введенными в 2.16. Пусть х ^ у. 
Тогда, согласно 2.2 (если индекс i пробегает множество К) Хк — [J (х^ ^ yt) ~ 

i 

= Хк п yj^, так что Хк й У к- По 2.6 S(xk + z,^ -й S{y^^ + z^), следовательно, 
X Л- z ^ у -^ z, 

2.20. /-подгруппа А /-группы В называется замкнутой в В, если имеет место 
следуюш,ее утверждение : 
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Если а Е А, А^ cz А и если по отношению к А sup А^ = а, то это равтенсво 
справедливо и по отношению к В, Из теоремы 3, гл. 14, [1] и из 2.8, 2.13 — 2.19 
вытекает: Существует полная /-группа F[G) такая, что [F(G))'^ = H. Согласно 
2.11 F(G) обладает свойством (f). Этим мы доказали, что справедлива: 

Теорема. Пусть G — полная 1-группа. Существует полная /-группа F(G) такая, 
что 

а) G является замкнутой 1-подгруппой в F(G), 

в) если xeF(G), х > О, то существует мно:>1сестбо {х,} а G^ каснсаых два 
различных элемента которого дизъюнктны, причем в F(G) имеем х == \J х,-, 

с) F(G) обладает свойством (f). 

2.21. Пусть G является /^-пространством. Образуем /-группу F[G), как было 
описано выше. Пусть а е R, х е Я, х = Sx^. Положим 

для а = 0 а х = 0 е Я , 
для а > О OCX = SotXi, 

для а < О ах = — iS( —а)х^. 

Чтобы доказать корректность этого определения, надо проверить, вытекает 
ли из соотношения Sx^ = Syj, соотношение Sax,- = Say,^. Очевидно, достаточно 
исследовать случай а > 0. 

Пусть SXi = Syi,. Согласно 2.2 и [7] (гл. 1, отд. 1.3.9) 

ах,- - а и {xi п у^^) = U а(х^ п yj^) = (J (ах^ п ау^) , 
к к к 

так что по 2.2 Saxi ^ Sixyj,. Аналогичным способом можем доказать обратное 
неравенство, следовательно, SaXi = Sayj.. 

2.22. Пусть а, ß Е R, х, у Е F ( G ) , а > О, /? > О, Х > О, J; > 0. Проверим, вы
полняются ли для этих элементов з^словия 3) —7) из [7], гл. 1, отд. 1.1. 

Условия 3), 6), 7), очевидно, выполняются. Далее (опираемся на те же пред
положения и обозначения, как в 2.16) 

aSxi + ßSx^ = Sax,- + Sßx^ = S(ax^ + ßx,) = (a + ß) Sx,-, 

так что справедлиЕо условие 5). Выполнение условия 4) вытекает из равенства 

aSXf^ + осБу}, ~ Saxyv + Sayj^ = S(ax̂ ^ + aj'̂ )̂ = 
- aS(x;, + j/fc) = a(S'Xfc + S>'̂ t) . 

2.23. В общем, если a e R, x E F ( G ) , X = у — Z, y, Z E / / , то положим ax = 
=-- ay — az. Поступая подобно тому, как в 1.14, 1.15, можем доказать, что это 
определение однозначно PI ЧТО утверждение, высказанное в 2.22 справедливо 
для любых а, ß Е R, х, у Е F(G). И З ЭТОГО вытекает: 

Теорема. Пусть G — К-пространство. Пусть символ F(G) имеет такое :>н:е 
значение, как в отд. 2.21. Тогда F(G) является К-пространством. 
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Замечание . Очевидно, что при выполнении условий, приведенных в этой 
теореме, G является i^-подпространством в F(G). Если при этом {x j с: G^ 
и если каждых два различных элемента множества {xj взаимно дизъюнктны, 
то элемент х = Sx,- е F[G) является соединением элементов х̂  в смысле [7] 
(гл. 1, отд. 1.7). 

2.24. Из теорем 1.16, 2.20 и 2.23 вытекает: 

^ Теорема. Каж:дую архимедовскую 1-группу G моэ*€Но погрузить в К-про-
странство F(U(G)), обладающее свойством (f). 
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Z u s a m m e n f a s s u n g 

, DARSTELLUNG UND ERWEITERUNG VON /-GRUPPEN 

JAN JAKUBIK, Kosice 

In der Arbeit ist die Terminologie nach [1] und [7] benutzt. Die E rgebn i s se 
des § 1: 

Jede teilweise geordnete (tw. g.) abelsche Gruppe G kann in eine abelsche tw.g. 
Gruppe Z(G) derart eingebettet werden, dass 1) für jedes 2 E Z{G) eine natürliche 
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Zahl n und ein Element x E G mit nx = z existieren, 2) für jedes z e Z(G) und für 
jede natürliche Zahl n ein z^ G Z(G) mit nz^ = z existiert. Die tw. g. Gruppe Z(G) 
wird mit Hilfe der üblichen algebraischen Konstruktion aus der Menge aller „Brü
che" a/'n, wo ö G G und n eine natürliche Zahl ist, gewonnen. Wir setzen a/n = b/w, 
wenn ma = nb; weiter setzen wir z > 0 genau dann, wenn es ein a e G mit z = 
= ajn, a > 0 gibt. Ist G eine /-Gruppe, so ist auch Z(G) eine /-Gruppe, und G ist 
eine /-Untergruppe in Z(G). Ist G archimedisch, so ist auch Z(G) archimedisch. 
Wenn G archimedisch ist und wenn Z[G) in eine vollständige /-Gruppe Ĝ  eingebettet 
wird (in der üblichen Weise, mit Hilfe der Dedekindschen Schnitte, vgl. [ I ] , Kap. 
XIV), dann kann man die Multiplikation der Elemente x e Gj^ mit reellen Zahlen so 
erklären, dass G^ ein /<-Raum wird. Da jeder X-Raum durch reelle Funktionen 
dargestellt werden kann (im Sinne von [7], Kap. XIII, Satz 3.11), man kann auch 
jede archimedische /-Gruppe durch reelle Funktionen darstellen. 

Im § 2 untersuchen wir die Einbettung einer vollständigen /-Gruppe in eine sgn. 
erweiterte /-Gruppe: 

Wenn Ä eine Teilmenge einer /-Gruppe ist und wenn aus a, b e A, a Ф /? die Glei
chung a n b = 0 folgt, so heisst A eine disjunktive Menge. Sind G^, G2 /-Gruppen, 
wobei Gl, G2 als tw. g. Mengen isomorph sind, schreiben wir G^ ^ ( g ) G2. 

Wir wollen sagen, dass eine /-Gruppe G die Eigenschaft (f) besitzt, wenn jede 
disjunktive Teilmenge von G das Supremum in G hat. G. Birkhoff hat die Frage 
gestellt ([1], Problem 108), ob jede archimedische /-Gruppe in eine volständige 
/-Gruppe mit der Eigenschaft (f) eingebettet werden kann. Da sich jede archimedische 
/-Gruppe in eine vollständige /-Gruppe einbetten lässt, so kann man voraussetzen, 
dass G vollständig ist. 

A. G. PiNSKER [10] konstruiert zu jeder vollständigen /-Gruppe G eine /-Gruppe 
R{G), welche eine „Maximalbedingung" erfüllt; dabei ist G in R{G) eingebettet. Eine 
vollständige /-Gruppe G heisst erweitert, wenn G == R{G). Bei der erwähnten Kon
struktion ist ein System von Teilmengen von G^ benutzt, welches durch die Rela
tion ^ und die Operation -f (aus G) definiert ist. Durch transfinite Induktion ([10], 
Satz 6 und Lemma 6) wird dann bewiesen, dass eine vollständige /-Gruppe genau 
dann erweitert ist, wenn sie die Bedingung (f) erfüllt. 

Die Bedingung (f) bezieht sich nur auf die teilweise Ordnung in G, die Opera
tion + wird dabei nicht in Betracht genommen. Daher entsteht die folgende Frage: 
Es seien Gj, G2 vollständige /-Gruppen, G^ ^ ( ^ ) G2. Gibt es dann vollständige 
/-Gruppen G[, G2, weiche die Bedingung (f) erfüllen, wobei Ĝ  in G[ eingebettet ist, 
/ - 1,2, und G\ - ( ^ )G^? 

Zu jeder vollständigen /-Gruppe G konstruieren wir eine vollständige /-Gruppe 
F(G), welche die Eigenschaft (f) besitzt. Bei dieser Konstruktion wird das Auswahls-
axion nicht benutzt. Es gilt dann: 

G ist eine geschlossene /-Untergruppe in F ( G ) ; jedes x e F[G)'^ ist das Supremum 
einer disjunktiven Menge A cz G^. Sind G^, G2 vollständige /-Gruppen, so folgt 
aus Gj ^ ( ^ ) G2 die Beziehung G[ ^ ( ^ ) G2. 
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