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Чехословацкий математический журнал т. 14 (89) 1964, Прага 

AU SUJET DE LA DÉFINITION DES VARIÉTÉS DE KÖNIG 

ALOIS SVEC, Praha 
(Reçu le 21 mars 1962) 

Dans cet article, on montre la connexion qui existe entre la définition des 
espaces de König, donnée dans [3] et la définition de la connexion dans les 
espaces fibres. 

1. LE GROUPE AFFINE 

1.1. Soit G un groupe de Lie. J'appellerai translation gauche une transformation 
La'.G-^G pour laquelle Lj^x) = ax, a e G. Un champ vectoriel X sur G sera dit 
invariant à gauche si L^X = X pour tout a e G. Soit e l'élément neutre du groupe G, 
soit Tg l'espace tangent au groupe G au point e. Etant donné un vecteur A e Tg, le 
champ vectoriel X pour lequel X^ = Ь'̂ Л est invariant à gauche. Soient A, В e T̂ , et 
X, L les champs vectoriels invariants à gauche correspondants; écrivons [Л, Б] = 
= [X, 7]g. Par cette définition du produit, T^ devient une algèbre de Lie du groupe G, 
nous la désignerons par @. 

Tout automorphisme du groupe de Lie cp : G -^ G induit un automorphisme cp' : 
@ -> @ de l'algèbre de Lie. Si cp est un automorphisme interne tel que (p{x) = 
= axa~^, nous écrivons cp = adj (a) et appelons représentation adjointe la transfor
mation a -> adj (a). 

1.2. Conformément à [2], nous introduisons la notion de projection invariante. 
Soient donnés deux groupes de Lie G et G' et un monomorphisme h : G' -^ G 
(c'est-à-dire un homomorphisme h pour lequel h~^{e) = e e G') qui induit un homo-
morphisme 1̂  : @' -> ®. Une transformation linéaire ^ : ® -> @' sera appelée pro
jection invariante, lorsque 

(1) ^{b{A')) = A' pour A' e @\ 
(2) le diagramme 

^ adj(A(G')) 

adj(G') 

est commutatif. 
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S'il existe une projection invariante, alors l'ensemble des Л G ® pour lesquels 
^(A) = 0 G @', forme un sousespace linéaire Ш invariant par toutes les transfor
mations adj {h{g')) : @ -> ®, g' e G'; de plus, ® = 1̂ (®') 4- 5Ш est une décomposi
tion de l'espace @ en une somme directe. Ayons maintenant, par contre, une somme 
directe @ = i}{@') + SDî, où 9)? est invariant par les transformations adj {h{g'y), 
g' G G'. Désignons par ^ * : ® -> Ç(@') la transformation ^*(Л, В) = A, Ae f){&% 
В GSOÎ; la transformation ^ = l^~'^* : ® -> ®' sera alors une projection invariante. 

1.3. J'appelle groupe affine (réel, à n dimensions) le groupe G" = G A(n, R) aux 
éléments {A, a}, où Д = (Aij) et о = (a^) sont des matrices réelles du type (n x n) et 
(n X 1) resp., avec det Д Ф 0; l'opération du groupe étant donnée par la formule 

{Д a} . {ß, b} = {AB, Ab + a} , 

Désignons par Л la matrice du type (n x n) aux éléments ôij{= 1 pour i = j et = 0 
pour i 4= j) , et N, ou n, la matrice du type (n x n), ou (n x 1) resp., dont les éléments 
sont tous nuls. L'élément neutre du groupe G" sera alors e = {A, n}. 

Dans le groupe G", considérons les sousgroupes suivants: 

(a) G^{z) est l'ensemble des éléments {A, z — Az} où z est une matrice donnée, 
fixe; G^(z) sera appelé groupe des affinités qui laissent invariant le point z; 

(b) G^ = ^^W? appelé groupe linéaire; 

(c) Test l'ensemble des éléments {A, a}, appelé groupe des translations; 

(d) G^ est l'ensemble des éléments de la forme 

^(n-p,p) ^(n-p,n-p)J \"(n-p). 

où les indices indiquent le type de la matrice. G^ est le groupe des affinités qui laissent 
invariant un sousespace à p dimensions. 

1.4. Soit ^ l'ensemble des fonctions différentiables sur le groupe G", alors le 
J^-module des champs vectoriels différentiables sur G" a pour base les champs vecto
riels djdXij, d/dxi. Soient 

S ô ^^ ô д 
M = ntij \- nii — , N = ntj h ni — 

dXij ôXi dXij dXi 

deux champs vectoriels sur G", alors 

[M, N] = niij —^ - ntj ^ + Wf —^' - ni — ^ + 

( дпь. ônik дпп дтЛ ô 

+ Mij —— - nij -h mt-^ -ni — ^ — . 
\ dXij dXij dXi dXiJ dxj, 
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1.5. La transformation gauche générale sur G" est donnée par la relation 

V . n } { ^ ' ^ } = {AX,Ax + ci}. 

Désignons par 

""•̂ •"Uz,); "-̂ -(Д 
la base de l'algèbre de Lie ®". Nous avons maintenant la p r o p o s i t i o n : 

Le champ vectoriel 

(^ü){x.x} = ^ri( —— ) , (^i){x,x} ^ ^ri\---\ 

est invariant à gauche et {Rij)e = Ц]^ i^èe — A-

La d é m o n s t r a t i o n peut se faire à l'aide du lemme suivant: Soit (p :U -^ V une 
application différentiable d'une variété U dans une autre variété V. Supposons que, 
au voisinage d'un point peU, nous ayons les coordonnées (u^) et au voisinage du 
point (p{p) les coordonnées {v°'); cp soit donnée par les équations v"" = v'^{u^). Alors 

du' du^ /,WJ^(p) 
On a, bien entendu, 

l^ir ^kl] = i^lr^jk^si ~ ^jr^il^sk) 
dX,^ 

donc 

[Lij, Lki] = ôjkLii - ôiiLkj, [Lij, Lfc] = ôjkLi, [Ц, L j = 0 . 

On démontre aisément que: La base de la sousalgèbre de Lie 

(a) @°(z)] 
(b) ®o 
(c)2: 
(d) ©" 

est formée par les vecteurs l 
Li, 

Aß» LAM^ LMN^ A 

où Ä, В = l, ..., p; M, N = p + l, ...,n. 

1.6. Considérons l'automorphisme interne 

(p{X,x} = { A o } . { X , x } . { A , o } - ^ = {AXA~\ Ax + a - AXA~^a} 
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Alors 

donc 

(?' = AriAj, Ar,Aj,a, - - , ^ - ~ = Ap — , 
dXij ' dXrs ^^r Sxi ôxj 

adj ({A, a}) {Ц^ = AriAj.L,, - ArtAj^a^L,, 

adj ({A, a}) (L,) = Л,,Х,, 

où la matrice (Aij) est inverse de (Aij)-

1.7. Л Vinjection î : G°(XQ) -> G", Ï7 existe мне s^w/e projection invariante 
^(xo) : ®" -> @(xo), er /'on a 

^(xo) Lf,. = L,,. - XojL,, ^(xo) L, = 0 . 

D é m o n s t r a t i o n , a) Nous allons montrer que l'opérateur donné représente une 
projection invariante. Le sousespace maximal SOî с @" pour lequel ^(XQ)WI — 
= 0 G @"(xo) a évidemment la base L^,. . . , L„, et l'on a donc 5Ш = !£. En effet, nous 
avons @" = @^(xo) + 2 .̂ Il s'ensuit alors facilement des résultats du paragraphe 
précédent que % est invariant par toutes les transformations adj (^f'), g' eG^{x^. 

b) En démontrant l'unicité, nous allons nous borner au cas où XQ = n. L'algèbre de 
Lie @^ est formée par les vecteurs L^ la base de l'espace Ш soit formée par les vecteurs 
Xfc = ty^iyLii + L^. Soit g' = {2A, n} G G ° . Il résulte alors de ^'"^ = {|Л, n} que nous 
avons adj (̂ f') iCĵ  = /̂„уЬ̂ у + 2Lĵ  = une combinaison linéaire des vecteurs K^, donc 
t^.. = 0 et ?ш = s;. 

1.8. A Vinjection t : T-^ G", il n'existe pas de projection invariante ^^ : ®" -> 2 .̂ 

D é m o n s t r a t i o n . Supposons qu'il existe une décomposition directe ®" = 2̂  + SOî, 
l'espace SDî étant invariant par les transformations adj (т), т e T. La base de l'espace Ш 
soit formée par les vecteurs K^ = L̂ y + ^щЬ^. Soit т = {A, t}, alors 

adj (T) Kij = Lij + (Я,.д - ôiktj) Lj,. 

Il faut donc que з,а](х)Ки — K^ = — ôiktjLj, soit une combinaison linéaire des 
vecteurs Kij pour tous f̂ , . . . , /„ , ce qui est impossible. 

1.9. Pour p > 0, f/ n'existe pas de projection invariante 0^^ : @" -> @^ correspon
dant à Vinjection h^ : G^ -^ G". 

D é m o n s t r a t i o n . S'il existe une telle projection invariante, nous avons la somme 
directe @" = @^ -f Ш^у l'espace SOî̂  étant invariant par les transformations adj {g), 
gf G G^. Pour la base de l'espace SDî̂  prenons les vecteurs 

^MA = ^MA + ^MABC^BC + ^MABN^BN + ^MANO^NO + '^МЛВ^В > 

^M = ^M + ^МАвЦ1В + f^MAN^iN + 1^MNOL>NO + ЛА^А ' 
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Soit g = {G, n} e G^ et soit G une matrice du type 

\^(n-p,p) \n~p,n-pl 

A chaque vecteur L = UjLij + ItLi nous pouvons associer le couple de matrices 
<L, f>, où L = (/fj), / = (/f); nous avons alors évidemment 

adj ({A, a}) <L, /> = <ALA"-i, AI - ALA-'a} . 

Au vecteur Kj^^ est ainsi associée le couple 

^ _ f^MA ^MA\ C^MA 

OÙ ^j^i est la matrice du type {n ~ p x p) ayant tous ses éléments nuls à l'exception 
de l'élément (égal à l) de la M̂""® ligne et de la Л̂""® colonne. A présent 

adj ({G, n}) JT^^ = 

ГА^^ + H^^^, -A^^H + A'^^ - Hw^^H + HA;;, Л /я;;;^^ 
^МА^ ~^MA^ + AM A J V " 

Ce qui est essentiel, c'est que Ж^^ - adj ({G, n}) j f f̂л e G .̂ Or, d'après nos sup
positions, nous avons 

JTMA^^'. adj({G,lî})JГд^^G5Ш^ 
еГмл - adj ({G, n}) JT,,^ = 0 G G" 

pour toutes les matrices H, ce qui est impossible, car je peux choisir la matrice H de 
façon à avoir НЦ^^А #= ^(р.ру 

2. LES ESPACES DE KÖNIG 

2.1. J'appellerai üfl/iV ês Je Köm'ö'les variétés p;; = jJr x G", où C/,. est un domaine 
de l'espace jR̂ ; soient (u"") les coordonnées dans Uy. La variété PJj est un espace fibre 
principal avec la base l/ ,̂ le groupe structurel G", la translation droite est la transfor
mation Rgi Pl^ --^ P^ donnée par la formule 

Sur p;;, nous avons la base du module de champs vectoriels ôldu°', d/ôTij. d/dyii la 
base du module des champs vectoriels verticaux est djôY^ djôyi. 

Soit p = {UQ; P, P) e P\, un point fixe et considérons l'application hp : P^ --^ G" 
pour laquelle 

-. \{u;y,y)^{PY-\,p-PY-'y} : 
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et, évidemmeat, hp{p) = e. Un calcul direct donne 

VyJp \Syj/R,ip) 

2.2. La connexion sur PĴ  est donnée par une 1-forme différentiable œ sur P^ 
à valeurs dans @, et pour laquelle 

(1) cD{Vp) = /ip(Fp) pour tout vecteur vertical, 
(2) со{КдТ) = adj {g"^) со(т) pour tout vecteur т sur PJj et tout g e G". 

En vertu de (1) nous avons 

(*) ^ ( — ] = yaiÂP) Uj + y M и , 

Ensuite, on a 

adj {g-^) Lij = GriGj,L„ + GrigjLr, 

аа]{д~')Ц = б . А , 

adj (âf~') со (—A = y,,j{p) GriGj^s + {y.ijip) G^iOs + y M) 6ri) L,, 

adj {g-') œ (—~\ = -G,fi,,Pj,L„ + Pjfiri{Ps - ds) U, 

adi{g-')(o(j~) = -G,,L, 
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de sorte que la connexion générale est donnée par la forme (*) où yo^ij{p), 7а»(р) sont 
des fonctions differentiables sur PJj et 

yaiMp)) = ^sjGir y^rsip), 
yÀ^gip)) = ^ir9s Jarsip) + 6 i r Уаг{р) • 

2.3. Soit donnée une section g :Ur~^ Pn par les équations Yij = Pf/w), j . = 
= Pi{u). Alors 

.'(n-(^^^'"• 
5wV(„) V5u7p \ dû 

•Л ( A U m Ш 
ou 

р = (м;Г,у), У = (Уу(м)), У = Ы и ) ) . 

J'appellerai alors forme locale œ^ de la connexion considérée la 1-forme sur Ur à 
valeurs dans @, pour laquelle со/F) = O){Q'V) pour tout vecteur F sur l/^. On a donc 

où 

ni] = 7 Au; PiH Plu)) - p,,(«) ^ , 

r<f («) = T,(«; P,,(«), p.(«)) + Ы«) Ps{u) ^ - ^ : • 

Soit donnée une autre section a : t/, -* 1̂1 P̂ ^̂  l̂ s équations У(у = о;к(и) Piij{u), 
yi = Gij{u) pj{u) - Öij{u) gj{u) de sorte que 

^{о,ли),вии)Ми)) = <j{u) ; 

Л = гйХ«)Ьи + гй>(«)ь,, 
sa forme locale soit 

Alors évidemment 

(a) гй) = е ,АПЙ-е , ;^% 

(b) гй> = б,,зЛЙ + б,г1?' + о.,^^^ 

Si j'introduis les grandeurs Qi = — Gygp l'équation (b) prend la forme 

(b') n̂ > = 6,.nf - Q.G.Arr'^l - 1 :̂ + e,G.,^ ; 

les équations (a), (b') sont alors les équations (12), (13) de [3]. 
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2.4. La base du sousespace des vecteurs horizontaux au point p = (u; P,p)e P^ 
est formée par les vecteurs 

{du' 
p 

PkJ yaikip) ( — j + (yaiip) + Pk УМ (T-~] 

La partie horizontale, ou resp. verticale, est donc donnée par les relations 

^^ =0 , -ri 
SyiJp \Syi/p \ßyi/p 

2.5. Soit M un espace vectoriel ayant la base e^ et soit donnée sur U, une fonction 
(p{u) à valeurs dans M, donc (p{u) = <р̂ (и) s^, où Ç'̂ (M) sont des fonctions réelles sur 
l/,. Soit donné ensuite sur t/, un champ vectoriel V = V„. djdu", nous définissons 
alors 

ou'' 

Etant donné une ^-forme différentielle extérieure Ф = Ф{у^, ....V^j sur Ur à valeurs 
dans M, alors sa différentielle extérieure est la {q + l)-forme dФ définie par l'équation 

d#(Fo, Fl, . . . , F,) = i : ( - i y F,<P(Fo,..., F,,..., F,) + 
i 

+ K- l ) ' - ^ - ' <2>([F„ F,.], Fo. ..., Fi,..., F,.,..., F,) 

OÙ l'on a omis les termes marqués de ^. 
Si, en particulier, Ф = со, nous obtenons 

da>(Fo, Fl) = Fo œ(Fi) - V, «(Fo) - co([Fo, F j ) . 

Il en résulte pour p = {u;P,p) 

[ôw ÔYJ, \dYj, \ÔYJ, 
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\ôY,j ôY^iJp 

+ (ôirPlsPjkPs - ^krPjsPliPs) Lr , 

VYij dyjp \ду1 dyjj^ 

Nous définissons la forme de courbure de la connexion со donnée comme la forme 

Q{Vo, n ) = (Dco) (Fo, Fl) = d(o{jfVo, ЖУ,). 

Il suffit évidemment de déterminer 

OÙ 

OU du'^ дуг дуг 

+ PtsJart -~^ - Ptslßrt -~^ + yarjjßlr - J^Jair , 
ÔY,, ôYrs 

du"" ди'^ ÔYrs oYrs дуг 

- {yßr + Psyßrs) - ^ + y^,yßir - yßryccir 

дуг 
car 

п(± Л\^Q(± ±\ = flYA M = ß/А л 
W ÔYJ Уди"'дуг) \д¥,/ ÔYJ \dY,/Ôy,, 

\ду, ôyJ 

2.6. Nous obtenons d'une façon évidente 

RaßijiRgip)) = 0,jGirKßrs{p). 

Kßi{Rg{p)) = ^ir Kßr{p) + GirQs Kßrs{p) • 

Soit donnée sur P^ une ^-forme Ф à valeurs dans l'espace vectoriel M et soit ^ м ( ^ ) 
la représentation linéaire du groupe G sur l'espace M. Nous disons que Ф est une 
q-forme tensorielle du type ^ м ( ^ ) lorsque 
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(1) Ф(^1,..., F j = О si un au moins des vecteurs Y,- est vertical, 

(2) Ф{КГ„..., R',V,) = ^м{9-') Ф(Уи - , V,). 

Un calcul direct nous conduit alors à affirmer (ce qui est d'ailleurs bien connu dans 
la théorie générale) que la forme Q est une2-forme tensorielle du type adj (G"). 

2.8. Soit donné un groupe de Lie G et son sousgroupe de Lie G'; considérons en
suite l'espace vectoriel H = @/@' et une représentation linéaire ^ du groupe G' dans 
l'espace @. Nous disons qu'il est possible de réduire la représentation ^(G') à Я si 
l'on a ̂ {g') Ve @' pour tout vecteur Ve @' et tout g' e G\ Choisissons dans @ une 
base 8 ,̂ 8J^(Ä = 1,..., z^; M = Zi + 1,...', Z2) de telle façon que ê  soit une base de 
l'espace & et que 

^(^') ел = Л^в{д') Sß + В^м{д') s^ , ^{д') е^ = CUA{9') ^А + J^MN{G') % • 

La représentation ^ sera alors réductible à Я si et seulement si BAM{9') ~ 0 pour tout 
9' 6 G'. 

Soit M réductible à Я et soit cpj^ la classe de H qui contient l'élément Sj^. Les élé
ments (рм forment alors une base de l'espace Я et ^\g') (рм = ^MN{9') 9N ^st une 
représentation linéaire du groupe G' sur l'espace Я, nous la désignons par ^(G')/G'. 

Soit maintenant G = G" et G' = Ĝ  (p ^ 0); ^{G') se compose des éléments 
adj (g'"^). Alors: La représentation linéaire ^{G^) est réductible à G^/G^. 

La démonstration est facile. La base de l'espace @̂  est formée par les vecteurs 
LAB. LJ^M. LMN, L^ et l'on a 

adj [g ) L^ß = GcA^BD^cD + ^CA^BM^CM + ^MA^BC^MC + 

. + ^oA^BpLop + GCAGB^C -^ GMAQB^M y 

adj {g~^) L^M = ^ВА^МС^ВС + ^BA^MN^BN + ^NA^MBL^B + 
+ ^NA^MQLNO + ^BAGM^B + ^NAGM^N > 

adj(â̂ ~ )̂Ljvfjv = GAM^NB^AB + G^M^NOLAO + ^ОМ^МА^ОА + 

+ GQ^G^PLQP -f- Gj^^gjsfL^ + GOMGN^O > 

adj (öf~ )̂ L^ = б^л^в + бмл^м • 

Si £ = {Giy, ö̂ J G G^ alors ^"^ = {G,j-, -G^̂ ofy} e G^ donc G^^ = 0, G^gj = 
= öĵ iv̂ ŷ = 0, ce qui démontre notre affirmation. 

Soit J5P̂  : @" -^ Я^ = @7@^ la transformation canonique; soit A^A = ^''{LMA\ 
^M = =^^(LM) la base de l'espace Я^ 

2.9. J'appellerai variété de König P^p^ une variété PJJ telle que dans son groupe 
structurel G" est donné un sousgroupe G .̂ Sur Pp,„ la connexion soit donnée par une 
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forme со; nous définissons alors la l-forme ßP sur P;; à valeurs dans H^ par l'équation 

НУ) = ^^(co(F)) . 
On a donc en particulier 

La forme O^V^, V2) = аа\ЖУ^,ЖУ:^ sera appellee/orme de torsion de la variété 
P^ „. Un calcul direct donne 

^^ (бы" ' â ^ ) "" ^''^'^'^^P^ ^*^^ + ^«PM(P) ^M • 

On a: La 2-forme 0'' sur Pp „ à valeurs dans Я*" est une forme tensorielle du type 
adj {CyC; voir [1]. 

En effet, si nous désignons par ^'{g'') : H^ -+ H' la transformation linéaire cor
respondant à l'élément g" eC, nous avons 

Ensuite, pour p' = А^р(р), nous avons 

0" ('̂ -̂  . £ ^ ) = RaßMA{RAP)) ^UA + iîa/,Af(i?,p(p)) ^M = 

ce qui achève la démonstration. 

2.10. Citons la proposition suivante due à M. A. GOETZ [2]: Soient P{B, G) et 
P'(B', G') deux espaces fibres principaux. Une application différentiable f : F -^ P 
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est appelée immersion s'il existe une application différentiable ф : B' -> ß et un mono-
morphisme h \G' -^ G tels que les diagrammes 

F P F-
f 

Rr H(G'). 

F-
f 

B'- -B 

soient commutatifs. Sur P(ß, G), la connexion soit donnée par une forme со et soit 
^ : ® -^ @' la projection invariante correspondant au monomorphisme h. Alors la 
forme со' = ^cof définie sur P' et prenant ses valeurs dans & détermine la connex-
xion (dite induite) sur P'{B', G'). 

2.11. Appliquons la considération précédente au cas où P(B, G) est une variété de 
König PJI, B' = В = Ur, (p est la transformation identique, G = Ĝ  et /i est l'injection 
h^ \G^ -^ G"; on a P'(5', G') = l/̂  x G .̂ Comme l'injection /î  admet une projection 
invariante seulement si JE? = 0, nous allons nous borner à ce cas-ci. 

Nous avons donc/(M; У, n) = (M; У, n), ̂ L^j = L̂ ,̂ ^L^ = 0, de façon que pour la 
forme со' de la connexion sur P' on a 

pour g = (u; Q, n) e P'. Si nous désignons par c^'F et resp. i^'Vla, partie horizontale 
et resp. verticale du vecteur V sur P' pour la connexion со', nous avons manifeste
ment 

Ж' 

Ensuite, on a 

dco' Уди" 
_5 

= 0 , iT' - — = 
ОУ, ay. ov« 

au" au" Л " Vau" dYj^ 
ay,t 
a Y,, ^ t i > 

уаУо- ау^,д 
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et pour 

on a 

\du^'du^J Уди" Bu» 

\ди^ ÔYJ, \dY,j dYj, 

La forme Q' est une forme tensorielle sur P' à valeurs dans ®^ du type adj (G^); 
elle s'appelle/orme de courbure de la variété de König PQ^n-
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Резюме 

К ТЕОРИИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МНОГООБРАЗИЙ КЭНИГА 

АЛОИС ШВЕС (Alois Svec), Прага 

Дается орпеделение многообразий Кэнига, объекта кручений и тензора кри
визны, см. [3], на языке теории связностей на расслоенных пространствах. 
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