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YexocmoBauKuii MaTeMaTHYeCKHii xkypHan, T. 14 (89) 1964 Ilpara

LES TRANSFORMATIONS DE LORENTZ EN TANT QUE CAS
SPECIAL DE CORRESPONDANCES PLUS GENERALES DANS
L’ESPACE DE MINKOWSKI

FRANTISEK NOZICKA, Praha

(Regu le 17 octobre 1963)

Dans ce travail, on établit d’une maniére originale les transformations
générales de Lorentz a I’aide d’une condition trés simple (voir (2,3)), et dont
on purrait se servir aussi dans le cas de systémes non-inertiels spéciaux. On
montre également que les transformations de Lorentz peuvent s’écrire
d’une fagon symbolique sous la forme trés simple de (2,20). Le travail
fournit une base pour la généralisation des transformations de Lorentz au
cas de systémes non-inertiels; ces problémes seront traités dans un travail
ultérieur, formant la suite de celui-ci.

Le présent travail se rattache au travail antérieur du méme auteur ,,Les formules
de Frenet pour la géodésique dans la mécanique de Minkowski‘ (voir ce Journal,
13 (1963), 290—321). Dans nos considérations, nous profiterons des résultats et des
notions introduites dans le travail cité, tout en gardant la méme notation, en parti-
culier la convention d’Einstein, usuelle dans le calcul tensoriel. Les indices désignés
par des lettres latines prennent les valeurs 1, 2, 3, les indices grecs prennent les valeurs
1,2,3,4.

Ce travail a pour but d’introduir un certain syst¢éme de coordonnées de I’obser-
vateur, se déplagant suivant la trajectoire donnée dans le systéme inertiel donné, et
d’étudier, a 'aide de ce systtme nouveau (qu’on appelle systtme de coordonnées
propre de I'observateur (voir le paragraphe 2), en accord avec le terme de ,,temps
propre“), les correspondances existant entre le systéme de coordonnées du systeme
inertiel original et celui d’un autre systéme, que I’on y introduit. Le résultat principal
du paragraph 2, c’est notre théoréme 1, ol 'on définit une certaine correspondance
spéciale qui est biunivoque sous certaines conditions. En particulier, dans le cas ou
il s’agit d’'un mouvement rectiligne uniforme, cette correspondance est biunivoque
dans I’espace de Minkowski tout entier. On montre alors que la correspondance en
question coincide, dans ce cas particulier, avec les transformations de Lorentz. Il est
donc possible de déduire de cette maniére a I'aide de la condition (2, 3) du paragra-
phe 2 les transformations générales de Lorentz, que 'on peut écrire sous la forme
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trés simple de (2,20). Au paragraphe 3, on discute la condition (2,3) caractérisant les
correspondances ainsi introduites du point de vue de la Géométrie et de la Physique.

Pour des raisons de notation, nous nous référons a deux travaux seulement, désignés.
dans la suite par (I) et (II); ce sont

(I) Les formules de Frenet pour la géodésique dans la mécanique de Minkowski.
(Czechoslovak Math. Journal, 13 (1963), 290—321.)

(II) Elementareigenschaften der Weltlinien und gleichférmig beschleunigte Be-
wegung in der Minkowskischen Mechanik. (Commentationes Mathematicae Univer-
sitatis Carolinae, 3 (1962), 2.)

1. Remarques introductives. Dans un systéme inertiel donné E(x, y, z) = E(x') de
temps ¢ le mouvement d’une particule de masse inertielle u soit décrit par le systéme
d’équations

(1,1) x' = xi{(t), te(—o0, 0),
oll nous supposerons que

a) les fonctions x(r) sont au moins cinq fois continument différentiables pour
te(—o0, );

b) pour chaque t € (— o0, 00) il existe un nombre positif v tel que I'on ait
0

dx’ dx*
1,2 v= O ——|<v<e.
(12 A/(kdt dt) 0

A la trajectoire (1,1), il est associé, dans I’espace linéaire & quatre dimensions cor-
respondant de coordonnées X, y, z, t, une géodésique décrite par

(1,3) x*=x1), a=1,223,4,

ouxl=x,x2=y,x3>=zx*=tetou

[ de-

t étant fixé, t€(— o0, ) '), est le ,,temps propre,, de la particule M (ou bien de
0 0

By

Iobservateur ,,lié 4 la particule M). Le tenseur g,z ol

(1’5) 811 =82 =833=1, geu=—¢%, 8p =0 pour a=*f

introduit une métrique indéfinie dans I’espace linéaire correspondant. Cet espace
métrique est donc un espace de Minkowski a quatre dimensions; nous le désignerons
par L(x%).

1) Ilest aisé de montrer que sous ’hypothése (1,1) le paramétre 7 parcourt P’intervale (— oo, o).
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Pour la géodésique C décrite par (1,3) on a donc les formules de Frenet (voir (I),
p. 310)

d . P d . ,
(1,6) =i, —i*= 21"‘+Ql“,
dr 1 2 dr2 ue” 1 uc 3
d . . R . d . R .
~z°‘=—2l“+—z", — = -,
dr 3 uc2 uca dra uc 3
ou les vecteurs i*, i*, i*, i* sont orthonormaux au sens de la métrique de Minkowski
1 2 3 4
(1,7) gupi®if = — ', goui"iP = guitif = guitif =1,
11 22 33 4 4

gpi®i* =0, pour rs. Det[i*i%i%i"]=1,
. 1 4

rs 2 3

ol i* = dx*/dr et le vecteur i* a la méme direction que le vecteur p(d*x*/dz?),
1 2

c’est-a-dire le vecteur de force de Minkowski. Les grandeurs scalaires P, Q, R
définies par les équations (1,6) aux points de la géodésique ont la dimension physicale
de force. On trouve dans (I) les formules (3,4) (4,9), (4,22), montrant comment on
peut exprimer ces scalaires. On a en particulier

2. 0 328\ 1/2
(1,8) P=u<gaﬂdxdx) _

de* de?
Deméme: P=0=Q=R=0,0=0=R=0.

Désignons par X le point de coordonnées X*, et par X le point de coordonnées X*
0

0
(etc) dans I'espace de Minkowski L= L(x"). L’ensemble

(1,9), K, = E[X e L; g4(X* - )ga) (x* - )0(5) = 0]

est un bi-cone isotropique de centre X. Les ensembles
0

(1,9)s *K, = 6[XeK,; X* = X*],
o o 0
(1,9). K, = §[XeK,; X* < X*]
o o )
représentent les cones ,,positif* et ,,négatif*‘ isotropique ayant le point X pour sommet.
0

Alors le théoréme énoncé et démontré dans (II) est valable (voir IT), p. 11, théoréme 1.)

Lemme 1. Soient (1,1) les équations de mouvement d’une particule de masse dans
le systéme inertiel donné, et soient (1,3) les équations de la géodésique correspon-
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dante dans espace L(x") de Minkowski. Supposons que (1,2) a lieu aux points de la
géodésique. Alors pour tout point X € L il existe un et un seul point X de la ligne
0 1

o

1,3) pour lequel X € “K_, et un et un seul point X pour lequel X € *K,.
p 14 x
1 o ) 2 2

Remarque 1. Si X est justement sur la géodésique, alors les points X, X, X
0 0o 1 2

coincident. Le point X est le sommet commun des deux coénes *K,, “K.. Si X ne se
0 o o 0

trouve pas sur la ligne, nous trouvons X #+ X.
1 2
2. M-systtme de coordonnées (Le systtme de coordonnées propre d’un obser-
vateur dans M). Soit X = {X*} un point quelconque dans L, X(7) = {x*(z)} un
point quelconque de la géodésique (1,3). Alors le vecteur X* — x*(r) dans L peut
etre exprimé comme une combinaison linéaire de vecteurs linéairement indépendants

i%, 1%, i*, i* au point x(t) qui figurent dans les formules de Frenet (1,6) et jouissent des
1 2 3 4 !

propriétés (1,7). Donc
(2,1) X® — x¥(1) = &%7(1) + &'i%(n) + &%(r) + E3Y(r),
1 2 3 4

ou &%, &', &2, &3 sont les coefficients de cette combinaison linéaire. En vertu de (1,7),
il découle de (2,1)
[ X* — x¥(1)] (1) = — 2&°,
1

C’est-a-dire

(22) & = - = X = ¥(0] (o).

Lemme 2. Soit X = {X*} un point quelconque dans L (un ,,événement” quelconque)
qui ne se trouve pas sur la géodésique (1,3). Soient X = {x*(t)}, X = {x%(r)} deux
1 1 2 2

points de la ligne (1,3), jouissant de la propriété (1,2), ou les cones isotropiques
“K,, *K, la coupent.?) Il existe alors au moins une valeur du paramétre 1 € (1, 1)
12

telle que 'on a
(23) X" = ¥(9) #(5) = 0.

Démonstration. En vertu des définitions (1,9),, (1,9), des cones *K,, “K, et du
bicdne K, nous avons

gl X" = #E] X = #] = 0, ex = (I - #(] =0,

2 D’aprés notre lemme 1, il existe une paire X, X, déterminé sans ambiguité. ] est évident que
T< T vz

1 2
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ol X = {X°} est un point fixe (voir 'énoncé). D’aprés le théoréme de la moyenne,
il existe une valuer 7 € (1, 7) telle que
12

gl X* = ¥V X’ = #(0)] - 2lX* = FE] X = #()] =

=1

- (=9 [ el vl - )] -0,
C’est-a-dire
el X = X(0] #(0) = 0,

3 L gl = FEIX - X)) = 26X - #E] A, 20 =

Notre lemme 2 est donc démontré.

Lemme 3. Dans les hypothéses du lemme 2, on a

(2,4), g X* — x*()] [X? — x#(r)] > 0 pourtout te€ (rl, 12') ,
sullX* ~ ¥E] ) <0,
0O sl - 1) > 0.

Démonstration. La fonction &(t) = g, [X* — x%(z)] [X* — x#(r)] est mani-
festement continue pour toutes les valeurs du parameétre 7 de la géodésique C, et ne

s’annule — en vertu du lemme 1 et de la remarque 1 — que pour t =7et 7 = 1.
1 2

Elle est donc soit toujours positive, soit toujours négative, dans l'intervalle (r, r).
12

11 résulte de la définition des cones ~K,, *K, et de la supposition X ¢ C, que X* <
< x*(7), X* > x*(r). Il existe donc 7 € (z, 7) tel que X* = x*(%). Pour cette valuer ¥
2 1 1 2

* nous avons alors

B(7) = gy X* — X*(B)] [X* - ¥(7)] =
= 0u[ X' — X{(7)] [X* — X)) — P[X* - x*(¥)])* =
= 5u[X' — x(D)] [X* — x(#)] > 0,
car si on avait 5,[X’ — x(%)] [X* — x(%)] = 0, on aurait X’ — x¥(¥) = 0 pour
i = 1,2,3,ce qui signifierait, vu que X* — x*(¥) = 0, que le point X coincide avec

le point X(%) = {x%(%)} et se trouve donc sur la géodésique C, ce qui est en contra-
diction avec nos hypothéses. Il en découle évidemment (2,4),.
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Comme &(7) = ®(r) = 0, &(t) > 0 pour (7, 7), on a
1 2 12

(1) — () (1) — &(7)
>0 pour t>7, —2 <0, pour t<7
T—71 1 T—7T 2
1 2

donc @'(1) = 0, ¢'(r) < 0. Il découle de (2,1) et (1,7) que
1 2

B(c) = gup[X* — X()] [X* — #(2)] = — (&) ¢ + (&1)° + (&%) + (&%)

Comme ®(t) = &(7) = 0, il en résulte
(2.5) () = % [(&")* + (&%) + (&)]

pour les valuers 7, 7. Si'on avait, simultanément pour t et 1, (£')* + (£2)% + (&) =
1 2 ’ 1 2
= 0, il résulterait de (2,5) et (2,1) que 'on a X* = x*(t), X* = x*(t), en contradiction
1 2
avec I’hypothése X ¢ C. De cela et de (2,5), il résulte que I'on a £° + 0 pour t et 7,
12

d’ou il découle ensuite en vertu de (2,2)

dx? .
0O 0= - 20— ] = gt — ] # =
=2c%°+0 pour Tetr,
1 2

donc @'(7) % 0, ¢'(r) + 0. En raison des inégalités ¢'(r) = 0, &'(r) £ 0, il s’en
1 2 1 2

ensuit ®'(t) > 0, @'(r) < 0. Il découle alors de (2,6) que I'on a
1 2
gl X* — x*(1)] #(2) < 0, gu[X* — x*(2)] i*(x) > O,
1 1 1 2 1 2
et ce sont les inégalités (2,4),, qu’il fallait démontrer.

Théoréme 1. Soit X = {X*} un point quelconque dans L, soit C une géodésique .

décrite par (1,3), jouissant de la propriété (1,2), soit X ¢ C. Supposons que I’ensemble

des t€(1, 1), qui ont la propriété (2,3),%) soit composé d’un seul point. Alors les
1 2

relations

(2,6), X* = x%(1) + &'i%(r) + E2%(x) + &%)
2 3 4

déterminent une correspondance biunivoque existant entre le quadruple (X', X?,
X3, X*) est le quadruple (&', &2, &, 1) pour t€(x, 7).
12

3) Pour la signification des points 7, T voir notre lemme 2.
1 2
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Démonstration. Soit donné un quadruple [X', X2, X3, X*], c’est-a-dire un
point X = {X*} € L. Alors pour tout point x(t) = {x*(c)} de la géodésique C nous
pouvons écrire(2, 1), d’ou il résulte en vertu de (1,7)

(2,6), & = gu[X* — x¥(7)] 2i"(1:) ,
£ = g - (] ).

el X* - 2] ().

63

It

D’aprés notre lemme 2 et les hypothéses du théoréme a démontrer il existe un et
un seul nombre 7 € (1, ) tel que (2,3) a lieu. Si nous calculons cette valeur t & partir
12

de (2,3) et la substituons ensuite dans (2,6)1,, nous obtenons, d’une maniere univoque,
le triple nombre &', &2, 3. A tout quadruple (X', X2, X°, X*) il est donc associé
un quadruple (£, &2, &3, 7) out € (1, 7).

12

Lorsque (&1, &2, &, 1), T € (1, 1), est donné, il y correspond par (2,6), un et un seul
12
quadruple (X', X2, X3, X*).
Remarque 2. On peut éliminer ’hypothese de X ¢ C de I’énoncé du théoréme 1.

Si X € C, alors X* = x%(t), et le quadruple (X', X2, X3, X*) correspond a (0, 0, 0, 1)
et vice versa.

Remarque 3. L’hypothése du théoréme 1 disant que I'ensemble des 7 € (r, 1)
12

vérifiant (2,3) n’est composé que d’un point est certainement satisfaite si la fonction
o(t) = g,4[X* — x*(1)] i*(z) est croistante dans {7, ). En effet, il découle alors
1 12

immédiatement de (2,4)s qu’il existe une seule valuer 7 € (z, 7) pour laquelle ¢(z) = 0.
12
Remarque 4. Si I’ensemble des 7 € (¢ t) vérifiant (2,3) n’était pas composé d’un
12

seul point, les relations (2,6), ne détermineraient pas une correspondance biunivoque
entre (X', X2, X3, X*) et (&%, &%, &3, 7).

Remarque 5. Le ,,temps propre,, 7, Cest-a-dire le paramétre de la géodésique (1,3)
a la dimension du temps. En vertu des formules de Frenet (1,6) et des relations (2,6),
nous trouvons facilement que les coefficients £, &2, £3 de la combinaison linéaire
du membre droit de (2,6),, ont la dimension de longueur.

Les valeurs 1, &', &2, & étant données, la correspondance (2,6), donne X* = x*(7);
nous obtenons donc un point de la géodésique, ou encore la position de I'observateur
lié a la particule qui se meut suivant la trajectoire (1,1) dans le systeme inertiel origi-
nal E. Nous voyons donc que t est vraiment le temps propre de ’observateur. Comme
&, &, & ont la dimension de longueur et que la correspondance (2,6), est biunivoque
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(sous les hypoth&ses de notre théoréme), nous pouvons prendre les quadruples
(&', &2, &%, 1) pour un systéme particulier de coordonnées de 'observateur li€ a la
particule*) qui se meut suivant la trajectoire décrite par (1,1). Nous pouvons donc
énoncer la définition suivante:

Définition 1. Soit C la géodésique dans L correspondant a la trajectoire d’'une par-
ticule M dans le systéme inertiel original aux coordonnées cartésiennes x, y, z, et ou ¢
est le temps. Soit (1,3) la description de cette géodésique dans L. Nous appelons
alors le systéme (&', &2, &, 1) systéme propre de coordonnées d’origine M (ou bien
systéme propre de coordonnées de I'observateur lié a la particule M).

Exemple 1. Dans le systeme inertiel x, y, z, t le mouvement d’une particule de
masse est écrit par les équations

(2,7), x=acoswt, y=asinwt, z=0, te(—o00, ),

ou a > 0, o > 0 sont des constantes et aw < . Fixons un te(—oo, oo). D’aprés
(1,2), (1,4) nous calculons facilement

2.7), T = / (1 - “1‘;’2> (t=1).

11 découle alors de (2,7),

dx am
2,7). it=o o 9 Ghot,
@7) 1 dr VI = (Pw?)/c?]
dy aw
2 = cos wt,
,l dr — /[1 - (a®w?)/c?]
S
1 dt v dt J[1 - (aPw?)/e?]
2 2 2 2
(2,7), dx e’ cos wt , d—y=—a¢sina)t,
dr? 1 — (a’w?)/c? de? 1 — (a*w?)/c?
e _
de2  dr?

Nous avons donc en vertu de (1,8) et (1,5)
2.2 32 B 2 2 2 2
P = (g, XX e [(dX), (d0)
dz? dr? dz? dz?

dZZ 2 , d2t 2 _ R a2w4
tWoZ) N\ | TR g e e
dr dt [1 = (@?a?)/c?]

4) Voila qui est dit d’une fagon heuristique, pour aider I’intuition. Nous identifions I’,,obser-
vateur avec le point correspondant de la trajectoire.
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C’est-a-dire

(2.7)e

- paw®
1 — (a*w?)/c?

A partir de (2,7),,, et de la premiére formule de Frenet de (1,6) nous trouvons

(2,8), i'=—coswt, = —sinwt, =0, *=0.
2 2 2 2
D’aprés la deuxiéme formule de Frenet (1,6) on a
0., d., P
(2,8), =it = -

pues  draz ue* 1
A partir de (2,8),, (2,8),, (2,7)., (2,7). nous trouvons

[ [ (O 0]
2,8)., =i ——-——smwt, == __——— — cosot,
@3) pe 3 — (a’0?)/*]} pes 1 = (a®0?)/c*]?
2 i3 =0 _g i4 = awz .
pes pes 21 — (a*0?)*]F

Comme nous avons g,i*i¥ = 1 d’aprés (1,7), il résulte des relations précédentes
33

Q2 LDZ

prt [1 = (a®0?)/c*]?
donc
(28), g=—F2

1 — (a0?)/c*

Une modification de (2,8), ;, donne

(2,8), il = S sinwt, %= -t cos wt ,
3 V= (dP0?)e?] 3 JI1 - (aPe?)e?]
=0 i* = a%

3 s V1 = (@®0?)/c?]

Nous calculons le vecteur i* & partir des conditions
4

0, ga,,i"iﬁ =0, g,,,i“i” =0,

I

g’
14

gal? =1, Det[r 7 7] =1,
44

(cf. (1,7)) et des vecteurs %, i*, i* déja connus a I'aide de (2,7),, (2.8)s (2.8)5, (2,8)..
Nous obtenons ainsi :

(2,8)s i'=0, =0, =1, i*=0.
4

Ao~
£
b~
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Il n’est pas nécessaire de calculer le scalaire R figurant dans les formules de Frenet
(1,6), car la courbe donné est une courbe plane dans le systéme inertiel donné (voir (I),
théoréme 14).

Soit maintenant (X, ¥, Z, T) un point quelconque dans L (un ,,événement,, quel-
conque). Si nous écrivons alors la condition (2,3) sous la forme

Sa[ X' — xi(0)] (z) — [T — 1(0)] i* = 0,
1 1
il en découle

"(29). T— i) = cz% BulX' = X/(] 12).

1

Lorsque les équations (2,6), revetent les formes équivalentes de
& = ou[X' = X(@] () - [T ()] I,
£ = 5, — x{Q] #6) — LT~ )]
£ = du[X' = x{()] #(x) - [T~ o(x)] i*

et que nous y substituons d’aprés (2,9),, nous obtenons

iki4
(2,9),, &= ‘Sik[Xi - xi(f)] i* — % 4
2 i
1
lki4
& = 5[X' = x|+ - -],
3 i
1
k:d

& =8,[X" - x ()] | - &
4

Dans notre cas spécial de la trajectoire (2,7),, les relations (2,9),, deviennent — apreés

une substitution pour %, i%, i% i* d’aprés les formules (2,7),, (2,8),, (2,8)., (2.8), et
1 2 3 4

apres quelques modifications —

(2,10), &' =a — (X cos ot + Ysin wt),
2 .2
&= /(1 _ ac(;’ )(X sin ot — Y cos wt),
&=
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Dans le cas spécial de la trajectoire (2,7), la relation (2,9), donne

2.2
aw a’w .
(2,10), T—t= = (1 - ) [ X sinwt + Ycos o] ,
ou nous pouvons remplacer ¢ par la fonction t de (1,2). L’équation (2,10), n’a pas
(en générale) une solution ¢ univoque pour le point (X, Y, Z, T) fixé (arbitrairement).

Nous savons d’apres notre lemme 1 et remarque 1 que le bicone isotropique de
centre (X, Y, Z, T) coupe la géodésique associé 2 la trajectoire (2,7), soit en deux

points correspondant aux valuers ¢ < f, soit en un seul point (si # = t). Le cas de
1 2 1 2

t = t, ou le point (X, Y, Z, T) se trouve sur la trajectoire correspondante est trivial:
1 2

la condition (2,10), se réduit ici a la relation T = ¢ = #(t). Si ce n’est pas le cas, nous
savons qu’il existe dans l'intervalle (¢, f) au moins une valeur T pour laquelle (2,10),
12

a lieu. Mais cette valeur n’est pas, en général, la solution univoque de 1’équation
(2,10), dans Pintervalle (¢, 7). Dans ce cas spécial, la correspondance (2,4) n’est donc
12

pas biunivoque pour tous les points (X, Y, Z, T) € L.

Considérons dans L I’ensemble particulier des points (0, 0,0, T), T€(— 0, o),
ce qui correspond aux points de la géodésique de l'observateur dans le systeme
inertiel original. Dans ce cas particulier, I’équation (2,10), a une seule solution t = T
et les relations (2,10), prennent la forme

(2,11) H=aq, 2=¢(=0.

Les équations (2,11) ne sont donc rien d’autre que les équations de mouvement
des origines du systéme inertiel original par rapport au systéme (,,propre“) de ’obser-
vateur lié a la particule M dont la trajectoire est décrite, dans le systéme inertiel origi-
nal, par les équations (2,7). 11 en résulte aussi I'interprétation évidente du systéme
propre dans le cas spécial considéré.

Exemple 2. Dans le systéme inertiel de I’exemple 1, la trajectoire de la particule M
soit décrite par les équations

(212) x=0'(t—-0)+x, y=0(t—t)+y, z=0(t— 1)+ z, te(—o0, ),
0 0 0 0] 0 1]

ou v, v?, v3, X, y, z, t sont des constantes et 0 < v? = §,0'v* < ¢%. Nous avons donc
0 0 00
dx _ o Sy dz_ s

> - =, =0

2,13), =
( ) dt dt dt

et d’aprés (1,2),

(2,13), T = / [1 - (’-é)z] (=1
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11 résulte de (2,13), , que 'on a

x o' s v?

(=N

- ., a4 2 l = T L., aa
& " YL - @97 1+ JIL— (o)
1 03 " 1
= YV, = — .
s T JI - e v = Gy
Comme il s’agit, dans notre cas de la trajectoire (2,12), d’un mouvement rectiligne
uniforme, nous avons P = Q = R = 0 ou P, Q, R sont les scalaires figurant dans

les formules de Frenet (1,6) (cf. (I), théoréme 12, p. 312). Il résulte des formules de

Frenet que pour la trejectoire (2,12) les vecteurs i i% i* sont constants dans L.
2 3 4

Choisissons-les d’une fagon quelconque mais telle que les conditions (1,7) soient
satisfaites. Définissons les vecteurs u% s = 1, 2, 3 comme ‘suit

S

(2,13),

1
1

2,14 w=g 4} So't, i=1,2,3 u*
1

-1 _
s ’ 9~y s - >
s (v)? s (o
ou nous écrivons pour simplifier
1

ENEEICDaE

Proposition 1. Les vecteurs u®, s = 1,2, 3 définis par (2,14) forment avec le

(2,15)

vecteur i* un systéme orthogonal au sens de la métrique de Minkowski, c’est-d-dire
1

que l’on a

(2,16) gupiw? =0, guuuf=35,,, rs=123.
1s s r

Démonstration. De (2,13), et (2,14) il découle d’une part

1s 1 s

. R-1 .
,lu-—&lu—-cz““—é,l 8+ —— 5,0’ c24 =
g = Sutu’ = (0) ( ) @

i (0)2 —Rfi*=iFf(1+R-1 -R)=0.
: ( )2 Lo
d’autre part — en tenant compte de (2,15) —
R -1 R-1
= J; = () u*u* =9, 5‘+———vv 5 + k) —
gapu uf ;JSU: (o) utu k (s BE )( 0P
- 1) R?
L gy 2 R R R

()? (v)? (0)* (e)*
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r,.s 2 2
=5,S+v—v—<2R—2+R2—2R+1—m>=

B oF

TS 2
=6, + 2l —1+R(1-(%) |=0,.
(v)* c

Proposition 2. Soient i% i% i* trois vecteurs constants arbitraires aux points
2 3 4

de la géodésique correspondant a la trajectoire (2,12), ces vecteurs satisfaisant aux
relations (1,7). Il existe alors des nombres A (s,r = 1,2,3), déterminés sans
ambiguité, tels que

(2,17) i* = Au*,

r+1 s

ot u* sont les vecteurs définis par (2,14) et la matrice

(2,18) A 42 43
AL 42 43
AL A3 A3
est une matrice orthogonale.

Démonstration. Comme nous avons giu? = 0, g,i* i# =0,pours=1,2,3,
1s 1s+1

on peut écrire les vecteurs i* comme combinaisons linéaires des vecteurs u*, u®, u®,
s+1 1 2 3

C’est-a-dire sous la forme (2,17). Il s’ensuit alors des conditions (1,17) et des relations
(2,16) que I'on a
6rs = gaﬂ i iﬁ = gaﬁuauﬁA.iA,: = AgA,:(slk B
rtls+1 1k

ce qui entraine I'orthogonalité de la matrice (2,18).

1l s’agit maintenant de déterminer le systdme propre de coordonnées (au sens de
la définition 1, voir p. 616) de I’observateur en M dans notre cas particulier de la
trajectoire (2,12). Ici nous pouvons écrire la condition (2,3), c’est-a-dire la condition

gl — ¥(0)] #0) = 0
— compte tenu des relations (2,13), , . — comme suit:

galX* = ¥ P0) = 0uX' = X # = T = ()] #* =

= 0u[ X" — vi(t - XT—1)

H-x] JI =]

1 p—
JIU = @]
= 54 (X" - v

“un—@Mﬂ“§)¢ﬁ—wmﬂ‘
2 L T 1 _
C'@'é JU—WWQJE—@Mﬂ o
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c’est-a-dire, aprés quelques modifications,
Su(XP = x) vk — XT - t)+[c —()2]“
0 VI = (vfe)’]

De cela, nous obtenons ensuite

2
Lo =)t ==+ 1= (") ]c=0,
(c)? 0 0 c
d’ou il résulte

1 1 i i k
(2,19), T=m[(T“;)‘§5:k(X —’(‘))U]-

En tenant compte de (2,13),, nous pouvons écrire (2,19), d’'une maniére plus consise
comme

(2,19), t= = L) P
[4 0 1

Nous voyons donc que, pour le cas particulier de la trajectoire (2,12) considéré,
(2,19), est équivalent a la condition (2,3).

Toujours pour notre cas spécial de (2,12), écrivons les relations (2,6), & l'aide des
relations (2,13), , . comme

& = galX* = (@17 (1) =
= =, T - ) -

= Su[ X — X' — ot — O] = AT — i) i* =
0 0 s+1 s+1

R Gt vy ) KAl G o )

= Su(X' — xP)i* —cz(T—t)z - t{o; l’l — it Yy =
s+1

0 s+1 1s+1

= g (X" — x)l” - rgﬁl i*.
0 s+1

Or en vertu de (1,7) nous avons ga,,r‘ i =0 pour s =1,2,3.Donc & = g,4(X*— x%) i
s+1 1 s+1

pour s = 1, 2, 3. Cela donne avec (2,19),, I’énoncé suivant:
Dans le cas de la trajectoire (2,12) le systéme d’équations

(2,20) E=guX*—x)if, 1= — !

0 s+1 CZ

gap(X* — x7) i,
01
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oui* s = 1, 2, 3 sont des vecteurs arbitraires jouissant de la propriété
s+1

(2,20), i ¥ =0, g, *=6,, rs=123,

1 s+1 s+1 r+1

décrit une correspondance biunivoque existant entre les quadruples (X , Y, Z, T),
(&', &%, &3, 1) dans Lentier.

En conclusion de notre exemple 2 nous allons énoncer le théoréme suivant:
Théoréme 2. Les relations (2,20), C’est-a-dire les relations
E =g Xx*—x9)i*, 1= S Bap(X* — x )l
0 s+1 ( )
ou i* (s =12, 3) sont des vecteurs constants arbitraires jouissant de la propriété
s+1

(2,20), et i’ est le vecteur défini par (2,13),, représentent les transformations de
1

Lorentz générales. Les transformations de Lorentz sont un cas spécial de la corres-
pondance (2,6),.

Démonstration. D’aprés (2,17), les trois premieres des relations (2,20) peuvent
étre écrites sous la forme

(2,21) &= A gy X"~ x)
o r

ot la matrice des éléments A7, C’est-a-dire la matrice (2,18), est orthogonale (en vertu
de la proposition 2). Or d’aprés (2,14) nous avons

Eaup(X* — x)uf = 5u(X' — x)uk — AT — t)u* =
0 r o r o r

= ou(X" — x') (6: -
0

%—2—1 v'vi> — Rv'(T —ot) =

! Uou(XF — x)v* — R (T - 1).
0 0

=Xr__xr__R—
0 v)?

Nous pouvons donc écrire (2,21) comme

(222) &= o, {X" — ¥ — RNT -
0

! Fou(XF — xP) v’} ,
0
s=1,2,3.

Mais les relations (2,22) jointes 2 la relation (2,19), représentent les transformations:
de Lorentz dans le cas le plus général (voir (I), p. 291).

Remarque 6. Dans notre exemple 1, nous avons d’une part déduit les transfor-
mations de Lorentz générales et, d’autre part, nous avons montré qu’il est possible:
de les écrire sous la forme concise (2,20), ou 1 i*, i* sont des vecteurs vérifiant
(2,20),, dailleurs quelconques. : 34
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3. Conclusion. Pour une valeur 7 € (— 0, o) fixée du paramétre de la géodésique C
décrite par (1,3), la condition (2,3) admet une interprétation géométrique: elle déter-
mine ’hyperplan dans L orthogonal, au sens de la métrique dans L, a la géodésique C
dans son point x(r) = {x*(t)}. Aux points situés sur I'hyperplan

R, = 6[X € L; g [X* — x¥(7)] 1iﬁ'(r) =0],

oute (- 00, oo) est un nombre fixé, correspond donc le méme t, c’est-a-dire le méme
temps de ’observateur 1ié & la particule M dont ke mouvement est caractérisé par la
géodésique C. Dans le cas ou la géodésique donnée est une droite dans L, c’est-a-dire
qu’il s’agit d’un mouvement rectiligne uniforme de la particule M dans le systeme
inertiel original original, alors le systtme des hyperplans R, suivant cette droite
forme un systémed ’hyperplans paralléles (ces hyperplans représentent donc une
congruence d’hyperplans dans L). Chacun de ces hyperplans a trois dimensions
représente pour I'observateur en M 1’,,espace d’événements simultanés*, car I’obser-
vateur en M associe le méme temps 7 & chaque point X € R,.

Lorsque 7 € (— 00, o) est fixé, Phyperplan R, est décrit par les relations paramé-
triques (2,6), d’ou il résulte
0x* .6 D&
2,23), Bi=—"— =it), BS=—=1i41), B%=-— =i%1).
). H=T0=r0, B=05=10, B=05-r0
La métrique indéfinie de I’espace Lde Minkowski, définie par le tenseur g,; donné
par (1,5), induit sur R, une métrique, qui est complétement déterminée par le tenseur

(2,23), ay = g4BB (j,k=1,23).

Pour le tenseur aj, il s’ensuit de (2,23),, (2,23), et (1,17) que ay = &, (= 1 pour
j=k,et =0pourj =+ k). Nous voyons donc la métrique induite sur R, est (pour
tout 7 € (— 00, o0) fixé) euclidienne. Les nombres &', &2, £* sont donc, pour I'obser-
vateur en M, les coordonnées cartésiennes orthogonales des points dans son espace R,
d’événements simultanés. La condition (2,3), qui conduirait, dans le cas d’'un mou-
vement rectiligne uniforme, sans équivoque aux transformations de Lorentz, est
donc, du point de vue de la Physique, tout a fait acceptable.

Mais il est possible d’interpréter la condition (2,3), dans le cas du mouvement
rectiligne uniforme, d’une autre fagon encore. En effet, supposons que la géodésique C
soit une droite dans L. Alors nous avons pour les scalaires P, Q, R dans les formules
de Frenet (1,6) I'égalité

(2,24) P=Q=R=0.

Soit X € L, X ¢ C, un point arbitraire. D’aprés notre lemme 1 et notre remarque 1
le cone isotropique K,, coupe la droite C en deux points distincts {x*(z)}, {x*(7)};
1 2
nous pouvons supposer t < 7. Ce fait admet I'interprétation physicale que voici:
1 2
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I’observateur lié a la particule M, dont le mouvement par rapport au systéme inertiel
original est caractérisé par la géodésique C, émet a I'instant (propre) t des signaux
1

lumineux dans toutes les directions. Un de ces signaux atteint une autre particule N
(le point N) en position X,' X2, X* et au moment T (pour un observateur dans le
systéme inertiel original). En ce méme instant T, le point N est source de signaux
lumineux repartant dans toutes les directions. Un de ces signaux reflétés atteint

observateur lié & M a linstant t (de son temps propre). Cet observateur déclarera
2

alors que le signal correspondant a atteint la particule N (et a été refléchi par elle)
a l’instant

T+ T

1 2

2,25 T=
(229) R

A présent, nous allons démontrer la proposition suivante:
Soit C une géodésique, décrite par (1,3) et jouissant de la propriété (1,2). Soit
X € L — C, d’ailleurs quelconque. Soient {x*(z)}, {x*(t)} les deux points de la géodé-
2 1

sique C ou les cones *K,, "K, (dans cet ordre) intersectent la géodésique C. %)
Alors pour tout 7 € (— o0, ), nous avons l'identité

2 alX = FO1HE) = | Paalx <] A de -

T
1

T+ 7T
1 2

_ J‘ZJ' Pg [ X* — x¥(0)] i*(r) dt + * | T —
t—1). ). v 2
2 1°1%

Ecrivons

@27, i) = gulX* — ¥(@] (),

) 50 = [ el - ¥(0) o -

1 T pr T+
- jz J Pg [X* — x¥(7)] i#*(z) dt + ¢* |z — L2
T—1).J; 2 2
2 101

A partir de cela et de la premiére des formules de Frenet (1,6), nous trouvons facile-
ment que I'on a df;/dt = df,/dr pour tout z € (— o, oo), donc

(2,27). fi=f,+k, k... constant.

5) L’existence et I'unicité de cette paire de points sont garanties par notre lemme 1.
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Par intégration de 7 a 7, nous obtenons
1 2

(2,27), J frdt = J fydt + k(t — 7).
T T 2 1

Or d’aprés (2,3)* et la définition des valeurs 7, 7, on a
21

[Fr)ae = =3 toulixs = 2@ D1 — 0 - 0.

11 résulte alors de (2,27),

2 T+ 7T
1 2

C
L
2 2

J; fa(r) dr =

De cela et de (2,27)c nous obtenons I'identité (2,26).

Si C est une droite et que I'observateur 1ié & M définisse la simultanéité au moyen
de la radiolocation, c’est-a-dire par la définition (2,25), il résulte alors de (2,24),
(2,25) et (2,26)

gl = (] ) = 0.

et C’est justement la condition (2,3). C’est donc a bon droit que nous avons pris
I’hyperplan R, pour le monde d’événements simultanés pour I’observateur en M,
dans le cas du mouvement rectiligne uniforme. Remarquons encore que la condition
(2,3) est invariante par rapport au choix du systéme inertiel original, c’est-a-dire
invariante par les transformations de Lorentz.

Il se pose maintenant la question de savoir s’il ne serait pas possible de prendre la
condition (2,5) comme le point de départ pour une généralisation des transforma-
tions de Lorentz aux systémes non-inertiels, c’est-a-dire de déduire & partir de cette
condition une correspondance biunivoque existant entre les systémes non-inertiels,
dans I’espace L entier. Or cela n’est pas possible en général, car les hyperplans R,
définis suivant une géodésique dans L qui n’est pas droite ne forment pas une con-
gruence, d’ou il s’ensuit que la correspondance (2,6), n’est pas biunivoque dans L
entier. Mais il est bon de signaler que, dans le cas du mouvement rectiligne uniforme,
la condition (2,3) est équivalente a la définition de simultanéité par (2,25). Nous
montrerons dans un travail ultérieur comment ce fait peut étre exploité pour géné-
raliser les transformations de Lorentz aux systémes non-inertiels.

626



Pe3rome

MMPEOBPA30BAHUE JIOPEHLIA KAK YACTHBIN CJIVUAI BOJIEE
OBIIX COOTBETCTBUM B MPOCTPAHCTBE MUHKOBCKOI'O

GPAHTUIIEK HOXWMYKA, Ilpara

Ilycts B JaHHOM MHepLMANbHOM CUCTEME E(x, A z) JJIsl pBEMEHU ¢ IBHXECHUE
MaTepUasbHON TOYKM 3a[[aHO CHCTeMOil ypaBHenuit x' = x(f), t € (—c0, 00), npu-
ueM IIpe/IosaraeTcs:

a) dynkuun x‘(t) mo kpaitHeii Mepe mATh pa3 AudbEpEHUMPYEMBl HA HHTepBae
(=00, ),

B) CYLIECTBYET ITOJIOXKHUTEJIBHOE YUCIIO U TaAKOE€, YTO
0

d i k

T v = / 5”‘1 dx’ <v<c, (c...ckopocTs cBeTa)
N dr dt 0

It Beex ¢ € (— 0o, ).

TpeboBanue (I) ycuiIMBarolliee OObIKHOBEHHOE MPEIIIOJIOKEHUE (‘ITO MaTepualbHas
TOYKA OBUKETCS C TOYKU 3peHUs HAOIOaTe s KaXK/I0M MHEPUUAILHOM CUCTEMBI CO
CKOPOCTBIO MEHBIICH C), IIO3BOJISIET BBECTH MOAXO/SALIYIO KOOPIUHATHYIO CHCTEMY
HaOmromaTens, JBHXKYIIETOCsl BAOIbL BBIIIE PAacCMaTPUBAEMOW TPAaeKTOPWHU, M Ha
OCHOBE 3TO HOBOIL CHCTeMBI KOOPAHHAT (KOTOpasi B paboTe Ha3blBaeTCsk COGCTBEH-
HOH KOODJMHATHOM CHCTEMO HaGJII0JaTeNsl) NMEePeHTH K COOTBETCTBHSAM MEXIY
UCXOMHON MHEPUHUATIbHON CUCTEMOW KOOPIOMHAT U HOBOW CHCTEMOM.

Ilyctb

(Im) x*=x%r), a=1,2734,

NPEeICTABJIAIOT ypaBHEHHS MUPOBOR JIMHUU B IIPOCTPaHCTBE MUHKOBCKOrO, KOTOpast
COOTBETCTBYET BBILIE PACCMATPUBAEMOM TPACKTOPUH MAaTEPUAILHON TOUKH, TIPHIEM

L)

TIPe/ICTaBIET COBCTBEHHOE BPeMs 3TOM Touk. B kaxnoii Touxe {x*(7)} aToit MEpOBOi

JIMHUH MOXHO BBIOpaTh CHCTEMY 4eTHIpeX BekropoB i%, i% i*, %, rme i* = dx%/dt,
1 2 3 4 1
KOTOPBIE OPTOHOPMHPOBAHBL B CMbICJIE METPUKU MUHKOBCKOTO T. €.

gaﬂiaiﬂ = gvu
vou

(mpyyem gy, — METPUYECKMIL TEH30D MPOCTPAHCTBA MHHKOBCKoro). OTH BEKTOPBI
SIBJIIOTCSA BEKTOPAaMHU, BhICTyHatomuMu B popmynax Ppene (1,6) 3TO# paboThL
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Ecin Touka X, KOOPIMHATHL KOTOPOI B MCXOJHOMN MHEPLMAILHON CUCTEME paB-
HBI X%, TO BEKTOP, KOMIIOHEHTBI KOTOPOro X* — x*(t), MOXHO MpEICTABHTbL B BH/E
TuHeHHOM KoMbuHamu BekTopoB i*(t), i*(t), i%(z), i*(7) T. e.

1 1 3 4

X* = x*(t) = &% 0%(x) + & it(n) + E2 i) + & i(r) .
1 2 3 4
CHcreMa 5THX YeTHIpEX YpaBHEHHl B MECTE C YCIOBHEM
(1) gap(X* — x*(1)) iﬁ(f) =0

onpe/eaeT IpH OMpeeIeHHBIX IPENOI0KEHUAX B3aHMHO MPOCTEIE COOTBETCTBHS
mexay (x', x%, x>, x*) u (r, &', &2, &3). Teopema 1 a63ana 2 KacaeTcsi HIMEHHO 9TOTO
COOTBETCTBHS, KOTOPOE OIPEJIEIEHO ypaBHEHUAMH (2,6),.

B ciydae, KOT/Ia MaTepHajIbHAs TOYKA JBYKETCS PABHOMEPHO W HPSIMOJHHEHHO,
COOTBETCTBYIOLKE Ipeobpasosanus (2,6), nepexomsrT B npeobpasosanus Jlopenua.
Otcrofa BHITEKaeT, 4To (06umme) nmpeobpasosanus Jloperna MOXHO KOPOTKO 3alH-
CaTh B BHE

B — gy(X*— ), s=1,23;
0

s+1

1
_ — @ __ %) B
T = S Gap(X* — x7) i
[4 0 1
rae i* — aro0ble MOCTOSITHHBIE BEKTODBEI,. 00J1a/1aF01E CBOMCTBOM
s+1
gaﬁia i? = s Yap il = s s
1s+1 s+1 v+1
0 sasB 2
H 1" — BEKTOP, OJISI KOTOPOIO g,pl't" = — C”.
1 11

B 3akumoueHre paGoOThl PacCMATPHBAIOTCS (U3MYECKOE M EOMETPHYECKOE 3HAYe-
Hust yenosust (II0).
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