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Чехословацкий математический журнал, т. 15 (90) 1965, Прага 

CONTRIBUTION À LA DÉFORMATION PROJECTIVE 
DES CONGRUENCES DE DROITES 

VLADIMIR HORÀK, Brno 

(Reçu le 30 mars 1961) 

Dans ce travail, l'auteur étudie les propriétés des transformations de 
l'espace de Klein (^-transformations) qui correspondent aux homographies 
tangentes et osculatrices des transformations développables des congruences 
de droites avec les surfaces focales non dégénérées. Л l'aide des correspondan
ces ponctuelles réalisées par les ^-transformations mentionnées entre les 
variétés des images secondaires de Klein des complexes tangents aux con
gruences envisagées, on décrit des types remarquables de déformations du 
l̂ ** et du 2^ ordre concernant les congruences de droites de l'espace à trois 
dimensions. 

1. Soit L une congruence non parabolique dans l'espace projectif P^ à trois 
dimensions. En suivant l'idée de M. E. CECH (voir [1]) nous faisons usage, en 
étudiant la congruence L, du repère 

( I T ) Al, Л2, Л3, Л4 , 

assujetti à la condition analytique 

(1.2) [A.A.A.A^-] = l . 

Les transformations infinitésimales du repère (1.1) sont déterminées par le système 
des équations différentielles 

(1.3) dAi = coi^Ai -f co,-2^2 + <^B^3 + <^i4^4 ? 1 = 1,2,3,4, 

où 

(1.4) . СОц + (022 + («33 + <̂ %4 = 0 . 

Soit ^1(^2) le premier (second) foyer et le plan [Л1Л2Л4], [Л1Л2Л3] le premier 
et le second plan focal, les droites [Л^Лз], [Л2^4] les transformées de Laplace de la 
droite [y4i^2] de la congruence L. Alors la congruence L est déterminée par le 
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système des équat ions différentielles 

(1.5) dAi = соцЛ^ + a]^a)2^2 + <^i.^3 ? 

d^2 = (X20)iÄi + ft>22^2 + <^2^4 » 

d ^ 3 = oj)3i^i + Ш32Л2 + СО33Л3 + ßzO^iÄ^, 

dA^^ = СО4.1Л1 + СО4.2Л2 + ßiCOjÄT, + Ш44А4 ; 

en comparan t les équat ions (1.3) et (1.5) on obtient le système des équations de Pfaff 

(1.6) Ш14 = CO23 = 0 , W12 = aiC02 , Ш21 = a2Wi , CO34 = ^ 2 ^ 1 . ^43 = /^j^2 

don t les condit ions d ' intégrabilité sont 

(1.7) [(«32^1] + [da i + ai(2co22 - ^ n - 0^44). CO2] = 0 , 

[da2 + a2(2cOii - CO22 - CO33), ш J + [6041(02] = 0 , 

[ ^41^1] - [d/^i + /^1(^22 + «33 - 2Ш44), Ш2] = 0 , 

[d/?2 + /?2(^l l + ^44 - 2о)зз), CüJ - [С0з2^2] = О . 

Dorénavant , nous voulons supposer que les nappes focales ne sont ni dévelop-

pables ni ne dégénèrent d 'une autre manière c.-à-d. on a 

(1.8) aia2i?i^2 + 0 . 

Les formes 

3 3 
CO9 _ ^ CD. 

(1.9) cp = (XiCC2CÛiC02 , (^* = ßlßl^lOb . ^ 1 = ^ißi — . F2 = «2/^2 — , 
œ^ а>2 

liées par la relation 

(1.10) <p<p* = F,F2 

et les relations 

(1.11) ß2Col + «ico^ = 0 , a2CoJ + ß^wl = 0 

forment Vêlement linéaire projectif de la congruence b ( [ l ] , p . 263). On appelle cp 

la forme ponctuelle, <p* — la forme planaire, F^ et F2 la première et la seconde forme 

focale; les équat ions ( l . l l ) sont les équat ions différentielles des asymptot iques de la 

première ou de la seconde surface focale (A^) ou [A2) de la congruence L. 

D 'après [ 4 ] , le complexe tangent le long de la droite [ ^ 1 ^ 2 ] àe la congruence L 

est donné par la relation 

(1.12) Q - a,[A,A2] + a2[A,A,'} + а з [ ^ 2 ^ 4 ] . 
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où üi, a2, a^ sont des paramètres arbitraires qui ne sont pas en même temps nuls. 
Chaque complexe tangent contient le voisinage du second ordre de deux surfaces 
réglées de la congruence L; l'équation différentielle de ces surfaces est 

(1.13) 2aiCo^(02 — ciii^i^i ~ ßi^l) ~ ^dißi^i ~~ ^2^1) = 0-

Les images secondaires des complexes tangents pour lesquels les surfaces mention
nées sont confondues remplissent dans le plan de l'espace de Klein 

(1.14) P, = {[A,A,l [A,A,l [A,A,]} 

la conique 

(1.15) F = al + aj2(il + (̂ 1̂̂ 2 + ßißi) «2«з + ßiO^i^^l = О . 

On а 

(L16) 

d ß = mi[^iv42] + m2[AiA^'} + m^[Ä2Ä^'] + m^lA^A^] + m5[^2^3] . 

(1.17) 

d^Q = (dm^ + mi(cL)ii + CO22) + ^̂ 2*̂ 32 ~ ^3<^4i + '̂ 4<^42 ~" ^5<^3i) [^1^2] + 

+ (dm2 + m2(co44 + Ш33) 4- m4j?iC02 + m5a2a>i) [Л^Лз] + 
+ (dm3 + тз(со22 + 0)44) + m4aiœ2 + т5]52СО )̂ [^2^4] + 
+ (dm4 + mia>2 + ^2^2001 + m^ai2oy\ + ^4(^11. + «^44)) [^1^4] + 
+ (dms - m^(û^ + m2aiC02 + mJ^W2 + ms{w22 + CO33)) [^2^3] + 

+ {m^oj^ - 1715(02) [AyA^] , 

où 

(1.18) nil = d^l + ^li^ll + ^^22) + ^2^32 ~~ о̂ зС041 , 

m2 = da2 + «2(^11 + <^зз) . 

Шз = da3 + аз(со22 + CO44) , 

m4 = aiC02 + {a2ß2 + 3̂0̂ 2) ^1 » 

mg = — üiWi + (a20Ci + a^ßi) 0J2 • 

2. Soit L' une autre congruence avec les surfaces focales non développables dans 
l'espace P3 pour laquelle nous voulons supposer des notations analogues à celles 
employées pour L en indiquant par des accents toutes les expressions relatives à L. 
Le repère de la congruence L' soit normalisé d'une manière analogue au repère de la 
congruence L. 

Soit Tune transformation développable des congruences Le t L déterminée par 
les équations 

(2.1) (Di = 0)[ , CO2 = «2 , 
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dont rhomographie tangente est donnée en coordonnées des droites par les relations 
(voir [1], p. 268) 

(2.2) H[A,A,] = [Л;Л^] , 

H[A,A,] = Q'[A[A',] + Qfi,[A\A'2] , 

Н[А,А;\ = Q-'lA'^A'^] - Q-'fi,[A[A2] , 

- Я^С^Нз] ~ да2[^Из] + о" V i [ ^ i ^ ; ] . 

Dans ce chapitre nous voulons étudier les propriétés des homographies tangentes 
aux transformations développables (2.1) des congruences Let L. 

Simultanément avec l'espace P3 ou P3 nous voulons considérer l'espace de Klein P5 
et P5, dans lequel sont représentées les droites de l'espace P3 ou P3 sur la hyperqua-
drique correspondante de Klein (X-quadrique). La transformation (2.2) est alors une 
certaine transformation projective (^^-transformation) entre les points des espaces P5 
et P5. On voit sans peine que cette i^-transformation transforme chaque espace 
linéaire qui passe (ne passe pas) par le X-point [^^^2] dans l'espace linéaire qui 
passe (ne passe pas) par le K-point [^'1^2]; notamment les espaces P4 et P4 tangents 
aux K-points [^1^2] ^^ [^1^2] ^^^ K-quadriques relatives se transforment l'un 
dans l'autre. 

Le complexe tangent arithmétique (1.12) est transformé par la K-transformation 
(2.2) dans le complexe tangent arithmétique 

(2.3) HQ = {a, + a2№i ~ «з^"'/^2) i^'i^il + «2^ ' [^ i^3] + a^Q-^A'^A'^] = 
=: k{a\iA\A',-\ + a'2lA\A',-\ + а'^^А'^А'^]) 

et alors le plan (1.14) de l'espace P5 dans le plan correspondant P2 = {[^^^2] , 
[Л1У4З], [Л2 Л4]} d^ l'espace P5. La X-transformation (2.2) entrame entre les co
ordonnés locales des points dans les plans P2 et P2 les transformations 

(2.4)i_3 m\ = a^ + ^ 2 ^ 1 - О З ^ ~ ^ 2 . ^^^'i = ^iQ^ -> ^^з = ^з0~^ . 

resp. 

(2.4)1 _3 ^1 — ^'i^i ~ Q~^f^i^h + и^г^'ъ) ? ^2 — )^Q~^a'2 , a^ = А^^^з , 

où Я(фО) est pour le moment un facteur non précisé. 
Dans la /^-transformation (2.2) les valeurs Q, ßi, ßi^ ^i-, ^2 sont arbitraires; nous 

voulons étudier ces problèmes: De quelle manière la ^-transformation (2.2) trans-
forme-t-elle l'ensemble des complexes tangents Q le long de la droite [Л1Л2] de la 
congruence Let l'ensemble des complexes tangents Q' le long de la droite [^1^2] de 
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la congruence LI Est-ce qu'il y a des ^-transformations(2.2) qui transforment deux 
complexes tangents arbitraires Q et Q' l'un dans l'autre? Peut-on choisir les valuers g, 
fil, /̂ 2 d'une telle manière que pour deux complexes Q et Q' arbitrairement donnés les 
relations (2.4), resp. (2.4)' soient vraies pour Я arbitraire? 

Avant tout, on voit que dans la transformation des ensembles des complexes 
tangents, le rôle essentiel n'est joué que par les facteurs Q, ßi et p2- C^s facteurs étant 
donnés, à chaque complexe tangent à la droite [A^Aj] de la congruence L l'homo
graphie tangente associe univoquement un complexe tangent à la droite [^^^2] de 
la congruence L\ 

Soit ß(a i , «2 5 ^3)? î* ŝp- ^'{'^u ^2^ ^3) un complexe arithmétique arbitraire tangent 
à la congruence L, resp. L' c.-à-d. les ai, resp. a\ (i = 1, 2, 3) sont donnés. Soit tout 
d'abord 0203^203 Ф 0. En premier lieu, des relations (2.4)2,3 ^̂  résulte (en élimi
nant g) 

(2.5) Я̂  = 
a^a^^ 

de sorte que le facteur À est univoquement déterminé, excepté son signe. Pour g, /ij, /̂ 2 
on obtient des relations (2.4) 

(2.6) g"^ = -̂ —^ , Àa[ ~ ai — ^2/^1^ + ^3l^2Q~^ • 
«2^3 

On a alors le théorème: Soient и^а^ : a2 : ^3) et Q'[a[ : «2 : ^3) deux complexes 
tangents géométriques arbitraires {a2a^a2a'^ ф O) aux droites qui se correspondent 
dans la transformation développable (2.1) des congruences Let L}) Pour chaque 
complexe arithmétique arbitraire О^а^, (22, ̂ з) qui appartient au complexe géomé
trique Q{ai : ^2 : «3) il existe 00^ des homographies tangentes (2.2) dont chacune 
transforme le complexe arithmétique Q^a^, «2, Ö3) dans un certaine complexe 
arithmétique Q'[a[, a'2, a'^) qui appartient au complexe géométrique Q\a'i : Ö2 : «3). 
Ces transformations dépendent de Aj, Я2 et d'une arbitraire des fonctions fii et JÀ2. 
Le complexe arithmétique Q[ka^, ka2, киз^ est transformé par Vhomographie 
mentionnée dans le complexe arithmétique Q'i^kal, ka'2, ka^) et alors cette homo
graphie détermine univoquement une correspondance entre des complexes arithmé
tiques appartenant aux complexes géométriques donnés. 

On voit aussi sans peine des relations (2.4) que les complexes Q pour lesquels 
on a a 2 # 0 = fl3, resp. ^2 = 0 + <̂ з (c.-à-d. les complexes tangents spéciaux) 
se transforment par Vhomographie (2.2) justement dans les complexes tangents 
pour lesquels on a a2 =¥ 0 = «3, resp. ^2 = 0 ф «3; on peut transformer un com
plexe arithmétique arbitraire Q^a^^O, a^), resp. Q^a^, a2,0) dans un complexe 
arithmétique arbitraire Q{a\,0, a'^), resp. Q'(^a\, a2,0) par les 00^ homographies. 

)̂ Le symbole Qia^ : «2 ' ^3)^ resp. Qia^, «2, 0̂ 3) signifie le complexe géométrique, ou arithmé
tique dont les coordonnés locales sont a^ : a2 : 03, ou aj, ^2, «3. 
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/ / y a 00"̂  homographies (2.2) qui transforment le complexe arithmétique Q[ai, 0, 0) 
(öf̂  Ф 0, arb.fixe) dans le complexe arithmétique ß ' (a i , 0, 0) {a\ Ф 0, arb.fixé). 

Si l'on choisit deux complexes tangents arbitraires Q et Q' (non spéciaux) dont les 
homographies tangentes (2.2) transforment les complexes arithmétiques convenables 
l'un dans l'autre, alors d'après la relation (2.6)i, pour ces homographies (2.2), Q^ est 
déterminé univoquement. D'après M. E. CECH (voir [1]. chap. 4) étant donné Q^, 
l'homographie tangente détermine une projectivité qui porte la ponctuelle [^х^з] 
dans la ponctuelle [Л^Лз] et en même temps une autre projectivité qui porte le 
faisceau de plans à l'axe [^^^2] dans le faisceau de plans à l'axe [^'1^2]. On obtient 
ainsi d'une part une extension ponctuelle T{Q^). et d'autre part une extension planaire 
T'^{Q^) de la transformation développable T. M. E. Cech a décrit le caractère géomé
trique des homographies tangentes qui possèdent Q^ fixe (voir [1], ch. 6). Nous 
voulons donner une autre caract;éristique de ces homographies. 

Soit dans la relation (2.2) ^ Ф 0, arbitraire fixe. Alors on voit de la relation (2.6)^ 
que chaque complexe arithmétique ß(a i , «2? ^з) {^г^ъ + 0) dont l'image secondaire 
est située sur la droite 

(2.7) n^a^ = n^a^ 

(«2, П3 sont fixes, pas en même temps nuls) peut être transformé dans un certain 
complexe arithmétique qui correspond à un complexe géométrique arbitrairement 
choisi (excepté Q{ai : 0 : 0)) dont l'image secondaire est située sur la droite 

(2.8) n'2a2 = n'^a'^ , 

où «2 et /I3 sont données par la relation 

(2.9) П2 : П3 = Q^n2 : П3 . 

Chaque ^ Ф 0 détermine une projectivité des faisceaux de droites 

(2.10) /^2^2 = ^3^3 et /C2fl2 — <̂̂ 3̂ 3 

(/c2, /сз, resp. k'2, /сз sont les paramètres variables) qui sont situés dans le plan P2 
ou P'2 et on a pour les droites correspondantes /c2 : /C3 = k'2 : Q'^^k^. A chaque 
droite dans P5 du faisceau (2.10)i il correspond dans Vespace P3 un faisceau 
linéaire des complexes tangents dont la base est une certaine congruence linéaire 
parabolique à Vaxe [Л1Л2]. Inversement, à chaque couple des droites (2.7) et (2.8), 
où П2П2П2П2 Ф 0, la relation (2.9) détermine Q^ univoquement. Dans toutes les pro-
jectivités possibles, outre les droites (2.10) des faisceaux [c.-à-d. si Q varie) corres
pondent les droites «2 = 0, a2 = 0 et a^, = 0, «3 = 0 réciproquement. Si Von a 
choisi Q, alors à chaque point arithmétique de la droite (2.8) correspondent les 00^ 
points arithmétiques de la droite (2.9). 

Chaque droite arbitraire dans le plan (1.14) est l'image secondaire d'un faisceau 
linéaire de complexes tangents (de l'espace P3) dont chacun contient le voisinage 
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du 2^ ordre d'un couple de surfaces réglées de la congruence L passant par la droite 
[^1^2]- »̂ i Ьn'est pas une congruence W, alors les ensembles de ces 00^ couples de 
surfaces diffèrent pour les droites différentes. Si L est une congruence W, alors ces 
ensembles de couples de surfaces réglées sont les mêmes pour toutes les droites du 
plan (1.14) qui ne passent pas par le point singulier de la conique F (voir [3], p. 
176 — 7). Pour les congruences Ж la décomposition mentionnée en couples des surfaces 
réglées est alors déterminée à priori univoquement. 

Soit 

(2.11) n^a^ + ^2^2 + ^3^3 = Ö , resp. n[a[ + «2^2 + '^з^з = ^ 

une droite arbitraire du plan (1.14), ou du plan {l^Ä'iÄ'2], [Л^Лз], [^2^4]} res
pectivement qui est Vimage secondaire d'un faisceau linéaire des complexes 
tangents à la droite [^1^2] ^^ [ ^ l ^ i ] - H У (^ 00^ homographies tangentes qui 
portent ces faisceau Vun à Vautre {пф\ ф O); on obtient pour les valeurs Q, JI^, /I2 
(en substituant dans la relation (2.11) à a 1, a2, ^3 d'après (2.4) et en comparant avec 
(2.11)2) l^s relations 

(2.12) X~^n\ = ni, Я~^П2 = ^2Q~^ — ^ißi.Q~^^ ^~^^3 = "3^^ + ^ißiQ^ Я Ф 0; 

les valeurs X^ et Я2 sont arbitraires. Si Von a n^ = n'^ = 0, alors il y a 00"" homo
graphies envisagées. 

Les images secondaires des complexes tangents qui contiennent le voisinage du 2^ 
ordre des surfaces développables 

(2.13) cOi = 0 ou œ'i = 0 

de L, resp. L'sont situées sur les droites 

(2.14) aia2 + i^i^3 = 0 ou a'ia'2 + ß'ia'2, = 0 . 

La condition nécessaire et suffisante pour que ces droites se transforment l'une dans 
l'autre est qu'on ait d'après (2.12) 

(2.15) , 4 ^ ^ et Я̂  = ? ^ . 
a'ißi (x[ß[ 

La transformation (2.1) est une déformation focale de première espèce si et seule
ment si on a Я̂  = 1. Alors le théorème suivant est vrai: 

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable 
(2.1) soit une déformation focale de première, ou de seconde espèce est: il existe 
une homographie tangente qui transforme le complexe arithmétique ^Qi^a^, ß^, — a^) 
dans le complexe arithmétique ^Q'(a\, ß[, —oc[), resp, le complexe arithmétique 
^Q{ai, «2, —î 2) dans le complexe arithmétique ^Q'{ax, a2, —ß'2)' 
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Notons encore que toutes les homographies envisagées qui réalisent les transforma
tions des complexes arithmétiques ne réalisent pas aussi les déformations focales, 
mais seulement celles pour lesquelles on a /Zj = /̂ 2 = 0 et qui transforment récipro
quement les complexes pour lesquels on a, a^ = a[. 

S'il y a des homographies qui réalisent en même temps les deux transformations 
^ß <-̂  ^ß' et ^ß <-> ^Q\ alors la transformation développahle (2.1) est une déforma
tion projective, comme on voit des relations (2.4). 

A l'aide des complexes arithmétiques qui correspondent aux complexes tangents 
géométriques particuliers on peut alors décider si une transformation T est ou 
n'est pas une déformation focale. Pour la déformation ponctuelle et planaire un 
théorème analogue est vrai: La condition nécessaire et suffisante pour que la trans
formation développahle (2.1) soit une déformation ponctuelle, resp. planaire 
est: il existe une homographie tangente qui porte le complexe arithmétique 
^ü(ai, a^, (X2) resp. '^Q{ai, ^2? ßi) dans le cornplexe arithmétique ^Q'{a\, OL\, a^, 
resp.^Q'{a\,ß'2,ß\). 

Nous n'avons pas réussi à déterminer la signification géométrique des comple
xes ^Q et ^Q ni à obtenir d'autres complexes tangents géométriquement essentiels 
à l'aide desquels on pourrait caractériser la déformation ponctuelle ou planaire. 

3. Chaque complexe tangent Q contient le voisinage du 2^ ordre de deux surfaces 
réglées de la congruence L; les complexes qui contiennent le voisinage du 2^ ordre de 
la même surface réglée fixe forment dans l'espace P3 un faisceau linéaire des comple
xes dont l'image dans le plan (1.14) est une droite tangente à la conique F (voir [4], 
p. 172). 

Par l'homographie tangente les complexes Q qui renferment le voisinage du У^ 
ordre d'une surface réglée fvxt de la congruence Lne se transforment pas, en général, 
dans les complexes tangents Q' de la congruence L' qui possèdent une propriété 
analogue. Si l'on choisit arbitrairement une surface de la congruence Let une surface 
de L', il existe toujours une homographie tangente qui transforme les complexes des 
ensembles de complexes tangents - qui contiennent le voisinage du 2^ ordre de ces 
surfaces — l'un dans l'autre. Si la situation décrite doit se produire pour toutes les 
surfaces des congruences Let L, il est nécessaire et il suffit que l'homographie tangente 
transforme la conique F dans la conique F'. 

Le point [/li^2] ^st le pôle de la droite [Л^/^з] [^2^44] (c.-à-d. a^ = 0) par rapport 
à la conique F et l'homographie (2.2) transforme le point [y4i/l2] dans le point 
[Л'^^з]; pour que la conique F se transforme dans la conique F' il est nécessaire 
que la droite «i = 0 se porte dans la droite a'i = 0 et alors d'après (2.4)^ qu'on ait 

(3.1) ^^ == ;i2 = 0-

L'équation de la conique F transformée par l'homographie (2.2) avec /i^ = //2 
:t 

(3.2) a; ' + ^ißiQ'^a'i + {a,a2 + Д,/?2) «2«з + ßi^iQ^ = О • 
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Si cette conique doit être confondue avec la conique F\ il est nécessaire et il suffit que 
les relations suivantes soient vraies 

(3.3) Of.^ßjQ"^ = Of\ß'2 ̂  ßl^lQ^ =-- ßWl . ^1^2 + ßlßl = ^Wl + ß'xß'l ' 

En éliminant о des équations (3.3)i 2 ^^'^ obtient 

(3.4) ^,a,ß,ß, = a[a'J\ß',. 

Par un calcul aisé on obtient de la relation précédente et de la relation (З.З)з soit 

(3.5) а[(Х2 = y.iCC2, ß\ß'2 = ßlßl , c.-à-d. Ф = ip', ср"" = Ф * ' , 

soit 

(3.5)' of\cfJ2 = ßxßi^ ß'iß'i = «1^2 . c.-à-d. <̂ * = (p\ (p"" = (p . 

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développabîe T 
des congruences Let L' soit ou une déformation ponctuelle et en même temps une 
déformation planaire des congruences Let L'^) ou une déformation ponctuelle et 
en même temps une déformation planaire d'une de ces congruences et de la dualisa-
tion de Vautre, est: il existe une homographie tangente qui transforme la conique F 
dans la conique F'; si Lest une congruence Wou V^), alors nécessairement L est 
aussi une congruence W ou V. Si Let L' sont les congruences W alors les relations 
(3.5) et (3.5)' sont simultanément vraies. 

Les homographies tangentes qui réalisent la déformation ponctuelle diffèrent des 
homographies qui réalisent la déformation planaire; or ces homographies qui réalisent 
les déformations envisagées ne transforment pas la conique F dans la conique F'. 
P. ex. l'homographie qui réalise la déformation ponctuelle est déterminée par les 
relations Q^ = a^la\ — «2/0(2, ii\ ~ fi2 ~ 0, ^n^ ^-2 ^^^- ^^^ ^^it sans peine que pour 
cette homographie on a HF ф F'. 

La condition nécessaire pour que la transformation T soit une déformation 
projective des congruences L et L' est: il existe une homographie tangente qui 
transforme la conique F dans la conique F\ car une déformation projective est en 
même temps une déformation ponctuelle et planaire. 

D'après (3.3) et (3.5), resp. (3.5)' on obtient 

(3.6), 2 ,^ = P1^ = ^ = ^ = '^Ä, resp. 
ß^0C2 (X[ß2 Gc[ßi GC2ß2 

^4 _ ßj^ ^ ^_lh =. ^J == f ^ 
ßiOCz ^'iß'l ^l^'l ßlßl 

^) M. E. Cech a démontré que la classe des congruences qui sont en même temps des déforma
tions ponctuelles et planaires dépend de six fonctions arbitraires d'une variable (voir [1], chap. 5, 
p. 276). 

^) Ce sont les congruences pour lesquelles aux courbes asymptotiques de chaque surface focale 
correspondent les courbes conjuguées sur l'autre surface focale ([2], p. 358), 
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Alors la condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable T 
qui est simultanément une déformation ponctuelle et planaire, soit une déformation 
projective des congruences L et L' est: une des homographies tangentes pour 
laquelle on a 

0 _\ 2 ^ 1 2 P i 2 ' ^ 2 7. И1 

.1) Qi = -^ , OU Qi = — , Qz — — ' ^4 = — respectivement, et 

transforme les coniques F et F' Vune dans Vautre. Ensuite on a nécessairement 
d'après (3.6) Q\ = Ог =" ol ~ Q\\ comme les valeurs X^ et Я2 doivent être arbitraires, 
il existent 00^ de telles homographies, mais elles ne réalisent pas toutes la déformation 
projective. 

4. Les images secondaires des complexes tangents aux droites de la congruence L 
forment dans l'espace de Klein une congruence A de plans dont chaque plan est 
l'ensemble des images secondaires des complexes tangents à une même droite de la 
congruence L. Les points de la conique F sont des foyers du plan de la congruence A 
et les directions focales sont déterminées par la relation (voir [4], chap. 5) 

(4.1) {a2ß2 + «3^2) <̂ i + ^^1^2 = 0 , resp. a^w^ - (02^1 + «ai^i) ^2 = 0 > 

où a 1, a2, «3 satisfont à la relation (1.15). 
La transformation (2.4)' transforme la direction focale (4.1)i, resp. (4.1)2 (en 

supposant fi^ = /Л2 — 0) dans la direction 

(4.2) {a'iQ'^ßi + а'ъи^^!) < î + a'^cu2 = О , 
resp. a^coi — {a'2Q~^oi^ + a'^Q^ß^) Ш2 = 0 . 

On a alors le théorème suivant: 
La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable T, 

donnée par la relation (2.1), soit une déformation projective des congruences Let L 
est: il existe une K-transformation (2.2) qui transforme la conique F dans la co-
conique F' et les directions focales relatives aux points correspondants des coni
ques F et F' les unes dans les autres. 

La i<C-transformation (2.2) détermine pour les plans des congruences A et A' les 
relations suivantes (т̂ ^̂  = œ\j^ ~ соц): 

(4.3) H{[A,A,l [A,A,l [A.A,-]) = {[A\A',l [A'.A',], [A'.A',]), 

(4.4) H d{lA,A,l [A,A,l lA.A,-]) = аЦА'.А',], [A[A',l [A'.A',]) + 
+ {X,œ, + Ä20)2 - Tu - T22) {[A'.A'^l [A[A',l [A'.A'^]) + 

+ {(a^Q-^ - ai) C02 - в' Vift>i) {[A[A'2], [A'^A'^], [A'^A'J) -
- iißiQ^ - ß't) ü>2 + №2«i) {[A[A',l [A'^A'.l \_A[A',-]) -
- ((«2e' - ai) CÖ1 + иЦгЩ) ^A[A'^], [А'^Л;], [A\A'^]) + 
+ {{ßiQ-' - ß'2) Щ - е -Viü) , ) {[А[А2], [A[A',l [A'.A'J) . 
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La K-transformation relative à Vhomographie tangente à la transformation 
développable (2.1) des congruences L et L ne réalise pas, en général, le contact 
analytique du V^ ordre des congruences de plans Л et A' ni celui d'une couche 
à un paramètre de plans des congruences A et A'. 

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable 
(2.1) soit une déformation focale de la première, resp. seconde espèce des congruen
ces L et L' est: il existe une K-transformation qui réalise un contact analytique 
du V^ ordre des couches de plans à un paramètre déterminées dans les congruences A 
et A' par la relation cô  = 0, resp. 0̂ 2 = 0, c.-à-d, des couches correspondant à la 
première, resp. seconde couche des surfaces développables des congruences Let L. 

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable 
(2.1) soit une déformation projective des congruences Let L est: il existe une K-trans
formation (2.2) qui réalise un contact analytique du V ordre des congruences de 
plans A et Л'; s'il existe une K-transformation possédant la propriété énoncée., 
alors il en existe 00^ [elles dépendent de X^ et X^) ^^ elles ne correspondent pas 
toutes aux homographies osculatrices de la transformation développable T. 

S'il existe une quantité g telle que au moins une des K-transformations (2.2) 
réalise un contact analytique du Г*" ordre des congruences de plans A et A' — qui 
sont des images dans Vespace de Klein des congruences Let L' dans une transfor
mation développable ~ alors Test une déformation projective. 

Ce théorème décrit d'une manière géométrique l'énoncé de M. E. Cech ([1], p. 
269) à savoir que Test une déformation projective si et seulement s'il existe la quan
tité Q satisfaisant aux relations (3.7), où on a posé ^1 = ^2 = ^3 = ^4 = Q-

Les plans ([Л H i ] , {A',A',l [ ^ ^ 4 ] ) , ( [ ^ H i ] , {A'.A'.l [л ;^^ ] ) , ( [ ^ i ^ i ] , [Л 'И; ] , 
[Л^Лз]) et ([^'1^2], [^^^4], [Л2Л4]) qui se trouvent dans la relation (4.4) sont 
situés sur l'hyperquadrique de Klein et leurs points sont des images de Klein des 
droites d'un faisceau à deux paramètres avec le sommet dans le point A2, resp. des 
droites du plan tangent à la surface focale {A^, (c.-à-d. du second plan focal), resp. 
des droites du faisceau à deux paramètres avec le sommet A^, resp. des droites du 
plan tangent à la surface focale [A^) — du premier plan focal. 

5. Supposons que la transformation développable (2.1) des congruences L et L 
soit une déformation projective. Ensuite on peut particulariser les repères des deux 
congruences de la manière qu'on ait 

(5.1) a; = ai , ai - a2 , ^i = ßt, ßi = ßi l 

Vhomographie osculatrice HQ de la transformation Test exprimée par les relations 

(5.2) HoA, = A[ , H0A2 = л ; , ЯоЛ^ = Л^ , Я0Л4 = Л ; 

et alors ^^ = 1. La transformation (2.4) prend la forme (Я^ = 1) 

(5.3) a\ = a^ , «2 = 0 2 , «3 = ^3 • 
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La particularisation présupposée entraîne les relations suivantes (т̂ ^̂  = co[,^ — w.^, 
voir [1], ]}. 279): 

(5 .4 ) Ti2 = T21 = T34 = T43 = 0 , 

(5.5) - 2 T I I = 2T22 = - 2тзз = 2T44 = с^ш^ - c^coi , 

(5.6) [T3itOi] = 0 , [T42W2] = 0 , 

( 5 . 7 ) T32 = ßlCzO^l + ai.t'l<^2 . ^41 = a2C2Wi + ßxCi(^)2 • 

Dorénavant nous allons étudier l'homographie H tangente à la transformation 
développable (2.1) qui transforme la conique F dans la conique F\ c.-à-d. l'homogra
phie qui a en coordonnées ponctuelles ou planaires ou coordonnées de droites la 
forme 

(5.8) НЛ^ = A[, HA2 = Ä2, ЯЛ3 = ^3 + АгА[, HA^ = A\ + X^^'i , 

(5.8)' HE^ = E\ - Я^Ез, HE^ = E'2 - ^2^4, HE^ = £3, HE^ = E'^ , 

(5.8)" H{A,A2\ = \_A\A'2\ Я[Л,Лз] == lA\A',\ HlA^A,] = [Л^л;] , 

^ [ ^ З Л ] = [^3^;] + ^ l l ^ n ; ] - ^2[^2^з] + A^2[^H2] 

respectivement. 
Cette homographie tangente est dite homographie KQ, resp. KQ ponctuellement, 

resp. planairement associée si l'on a (voir [1], p. 277, 279) 

(5.9)1^2 ^1 = ~ ^'b h = ~ '̂2. resp. Ai = ĉ i, I2 = '̂2 

où Cl et C2 sont déterminés par la relation (5.5). 

La transformation développable est nommée déformation projective singulière, 
resp. demisingulière de première (seconde) espèce si ĉ  = C2 = 0, resp. (̂ i Ф 0 = C2 
(c| = 0 Ф с2) est vrai. 

Pour l'homographie tangente (5.8) il résulte 

(5.10) HàA^ = àA\ -b (А^ш, - т^^)А\, 

(5.11) Hd^A^ = d M ; + 2(AiC0i - Tii)dA; + {.) A\ + j^^^z - Чл^'ъ , 

et 

(5.12) Я d^2 = éA'2 + (̂ 20^2 - -̂ 22) A'2 , 

(5.13) Я d^^2 = d ^ i + 2(Я2<̂ 2 - -̂ 22) ^Лг + (•) ^ i + P2^'i - ^2^4 ; 
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d'une manière analogue pour la première et seconde surface focale (£3) et (E4) de la 
dualisation des congruences Let L' on obtient 

(5.14) HdE, =dE', +(Я^Ш1 + т з з ) £ ^ , 

(5.15) Я d'E, = d'E', + 2{X,œ, + T33) dE^ + (.) E^ - pf E^ + q,E[ , 

(5.16) H dE4 = dE; + {А2(02 + T44) E ; , 

(5.17) H d^E4 = d^E; + 2(Я2Ш2 + T44) dE; + (.) ^1 - ^2^3 + ^2^2 , 

où 

(5.18) pi -= {À2 ~ C2) ßi^l ~ 2(^1 + Cl) aiC0iC02 + {/^2 + <̂2) «1(^2 , 

Pi = (^1 + <̂ l) ^2< l̂ - 2(^2 + C2) CL20J^0J2 + (Я, - Cl) ß^Co'^ 2 ? 

2 ' PX = (Я2 + ^2) ^2^Л - 2(^1 - Cl) ß^w^W2 + (Я2 - C2) ßi 

Pt = (^1 ~ Cl) /^2^? - 2(^2 - C2) ß2COiC02 + (Я1 4- Cl) ai 
^1 = lÀ^œl , ^2 ^̂  2Я2С0 

<^2 

Des relations précédentes on voit que Vhomographie tangente (5.8), resp. (5.8)' 
pour laquelle on a Я2 = 0 réalise le contact analytique du T ordre des courbes 

(5.19) ( i l + Cl) a2C0i — 2с2а2^1Ш2 + (^i — Cj) ^10^2 = 0 , 

resp. 

(5.20) (Al - Cl) ß20)l + 2c2ß20Jia)2 + (Ai + Ci) ^1^2 = 0 , 

des secondes surf aces focales {Ä2) et {Л'2), resp. des secondes surfaces focales (E4) 
et (E4) des dualisations des congruences Let L'. On obtient le résultat analogue 
pour les homographies tangentes (5.8) et (5.8)' en supposant Ai = 0. Spécialement, 
si l'homographie (5.8) est une homographie osculatrice (Я1 = Я2 = 0) les relations 
(5.19) ou (5.20) déterminent les directions caractéristiques de la surface {A2) 
ou (E4) relativement à la déformation projective T(voir [ l ] , p. 280). 

Si la transformation développable T est une déformation projective nonsin-
gulière des congruences Let L', alors Vhomographie ponctuellement (planairement) 
associée KQ{KQ) réalise un contact analytique du second ordre des courbes a>l = 0 
des surfaces (А^) et (^A'^{i^E^ et (E3)), et en même temps des courbes œ\ — 0 des 
surfaces (Л2) et {A'2) ((E4) et (E4)). 

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable T 
soit une déformation demisingulière de première, ou de seconde espèce est: Vhomo
graphie ponctuellement (planairement) associée réalise un contact analytique du 
second ordre des courbes coi = 0 des surfaces (E3) et (E3) ((^1) et (^1)), ou des 
courbes a>2 = 0 des surfaces (E4) et (E4) ((^2) ^̂  (^2))-

On obtient sans peine les résultats précédents des relations (5.11), (5.13), (5.15) et 
(5.17) en y substituant dans le cas de l'homographie ponctuellement, resp. planaire-
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ment associée Я̂  + c^ = ^2 + C2 = О, resp. Ài - c^ = Я̂  - ^2 = 0; si la transfor
mation T est une déformation projective demisingulière de la première ou seconde 
espèce on a Я2 = <̂2 = 0 ou À^ = c^^ = 0. Ce dernier théorème caractérise d'une 
manière nouvelle les déformations projectives demisingulières (cf. [ l ] , p. 281—283). 

Les ^-transformations relatives aux homographies tangentes (5.8)'' déterminent 
pour les congruences Л et Л' dans l'espace de Klein les relations 

(5.21) H{{A,A,l lA,A,l lA.A^J) = ЦА'.А'^], [A[A',l {A'^A'^}), 

(5.22) H d{[A,A,l [A,A,l [A,A^} = d{[A[A',l [А'.А',}, [А'^А'^}) + 
+ (̂ 1<«1 + A2CÖ2) ([A'^A'j], [A[A',l {A'^A'J), 

(5.23) H d'ilA.A^], [A,A,l [A,A^]) = d'{[A[A',l [A'.A'.l [A',A',]) + 
+ 2(Ai«i + X,co2) d ( [ ^ ' H i ] , [A\A',l [Л^Л;]) + 
+ {•){[A[A',l lA[A',l [A'^A'J) + p,{iA[A',l [A',A',l [A'^A',]) + 
+ PzilA'tA'.l [A[A',l [A[A',-]) + ptilA'iA'^l [A[A';}, [A'M) + 
+ ptilA',A',l [A[A',l [A'.A',-]) + q,i[A',A',l [A'.A',], [A',A',]] -
- 4z{[A',A'^l [A[A',l lA'^A'J), 

OÙ les valuers Pi, P2, P\^ Pi, ^i? ^2 sont données par les relations (5.18). On a alors 
les théorèmes suivants: 

La K-transformation relative aux homographies tangentes (Q^' = 1, ßi = fi2 = 0, 
Я1, À2 arbitraires) et alors aussi Г homographie osculatrice (Я^ = À2 = O) réalise 
un contact analytique du premier ordre des congruences A et A' qui représentent 
dans Vespace de Klein les congruences Let L dans une déformation projective. 

La condition nécessaire et suffisante pour que la K-transformation relative 
à Vhomographie osculatrice réalise un contact analytique du second ordre des 
congruences de plans A et A' dans Vespace de Klein est: la déformation projective 
des congruences Let L' est singulière et alors Let L' sont des congruences R (cf. [2], 
ch. 4, p. 410 et [5], p. 262). 

En faisant usage de la représentation des plans de l'espace de Klein dans l'espace P^^ 
on pourrait caractériser l'homographie ponctuellement et planairement associée 
relative à la transformation T à l'aide des droites linéarisantes. Nous voulons signa
ler seulement que si T est une déformation projective nonsingulière ou demisin
gulière de première espèce, alors les coefficients Pi, P2, pt^ Pi^ Qt ^^ Ч2 relatifs à l'ho
mographie ponctuellement associée possèdent la forme p^ = {^.)œ\, p2 — (.)^2? 

PX = {')<^2. pt = ('H' Ял = {')^Ь 42 = (-H ou Pi = 0, P2 = (0^2. pî = 
= (•Ĥ 2, Pt = {')^u Qi = ('W' Я2 = 0. 

6. Sur la variété (Q) à 4 dimensions qui est l'ensemble des images secondaires de 
tous les complexes tangents aux droites de la congruence L, on peut choisir une courbe 
de la manière suivante: si les a^, «2, Ö3 dans la relation (1.12) sont des fonctions des 
paramètres principaux de la congruence L, alors dans chaque plan de la congruence A 
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est univoquement déterminé un point Q; ces points remplissent sur la variété (ß) une 
surface sur laquelle l'équation différentielle асо^ + b(D2 = 0 détermine une couche 
de courbes. 

Chaque iC-transformation relative à une homographie tangente de la transforma
tion développable TréaHse entre les points des variétés (Q) et [Q') une correspondance 
ponctuelle. Nous allons étudier la correspondance ponctuelle réalisée par la K-
transformation (5.8), c.-à-d. la correspondance (5.3) des variétés (Q) et [Q') qui 
correspondent aux congruences Let L'dans la déformation projective. 

A partir des relations (1.12), (1.16), (1.18) et (5.3) on obtient pour les transforma
tions des complexes Q et ß ' des congruences Let L' en déformation projective par 
l'homographie tangente (5.8)'': 

(6.1) HQ = Q\ 

(6.2) H dQ = dQ' + [(liCOi + A2CO2) a^ + 

+ ((^2 - ^2) ßi^i - {h + ^i) aio;2) Ö2 + 

+ {{^2 + C2) «2^1 - (Я1 " Cl) ß^(02) Ö3] [^ 'Иг] + 
+ (cjCüi - C2CO2) {a2[A[A'i} - аз[Л^Л;]) . 

Si l'on exclue le cas où cô  = CO2 = 0, c.-à-d. les points Q et Q' sont situés dans les 
plans fixes des congruences Л et Л\ alors ni la i^-transformation relative à l'homo
graphie tangente ni celle qui est relative à l'homographie osculatrice ne réalisent en 
général un contact analytique du premier ordre des courbes des variétés (Q) et (ß'), 
car les rapports ^2 : a^ des coefficients de [Л'^^з] et [^2^3] dans les relations 
(1.12) et (6.2) ne peuvent pas être, en général, égaux. 

Soit tout d'abord 

(6.3) «2^3 =N 0 . 

On voit de la relation (6.2) que si sous la condition (6.3) sur les variétés (Q) et (Q') 
il existe des courbes pour lesquelles une des i^-transformations relatives aux homo
graphies tangentes (5.8) réahse le contact analytique du premier ordre, ce sont alors 
nécessairement les courbes 

(6.4) Ci^i - С2Ш2 = 0 , 

où nous voulons supposser que ĉ  et C2 ne sont pas en même temps nuls. Comme 
pour les courbes (6.4) les coefficients de [Л^Лз], et [^2^4] dans la relation (6.2) sont 
nuls la condition nécessaire et suffisante pour que le contact des courbes (6.4) sur les 
variétés [Q) et [Q') soit un contact analytique du premier ordre est: le coefficient 
de [^1^2] ^st nul, c.-à-d. en substituant d'après (6.4) a)^ = ac2 et C02= стс^^о-фО) on a 

(6.5) (Я1С2 + ^2^1.) ^i + [(^2 - '̂2) ßiCi ~- {h + Cl) a iCi ] «2 + 

+ [(Я2 + C2) GC2C2 - (Я1 - Cl) /?iCi] «3 = 0 . 

On a alors le théorème: 
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// y a 00^ homographies tangentes (5.8)'' (^pour lesquelles k^ et X2 ̂ ^*^^ liées par la 
relation linéaire (6.5)) dont les K-transformations relatives réalisent un contact 
analytique du premier ordre des courbes (6.4) et seulement de ces courbes qui sont 
situées sur les surfaces arbitrairement données (a^,a2,a2, Ф 0) des variétés {Q) 
et (O') dans la correspondance (5.3). Les courbes (6.4) correspondent à la décomposi
tion canonique des congruences Let L' dans la déformation projective T(voir [1], 
ch. 7. p. 281). 

Chaque homographie tangente (5.8)'' détermine dans les plans des congruences A 
et A' un faisceau linéaire de complexes dont Véquation est (6.5); les images secon
daires de ces complexes décrivent sur chacune des variétés {Ù) et (O') une couche 
de surfaces', pour leurs courbes déterminées par Véquation différentielle (6.4) la 
K-transformation relative à l'homographie donnée réalise un contact analytique 
du premier ordre. Si Von a À^ = À2 — 0, alors il résulte de (6.5) 

(6.5)' a2{ß2cl + ^ic?) - «3(^2^2 + ßicl) =-- 0 , 

de sorte que la K-transformation relative à Vhomographie osculatrice {X^ = Я2 = 0) 
réalise un contact analytique du V^ ordre des courbes (6.4) situées sur les surfaces 
décrites par les points Q[a^, a2, a^) et ß'(fli, «2? ^з) ^̂«̂  ^2 ^^ ^3 satisfont à la 
relation (6.5)'. 

Pourque la relation (6.5) soit vraie pour À^ et Я2 arbitraires, il est nécessaire et il 
suffit qu'on ait 

(6.6) Cl : C2 = -/^2 : 0̂1 = - «3 • ßi et ÛI = 0 , ^2 : a^ = -ß^ : â  = -c^i' ßi, 

ce qu'on obtient en posant nuls les coefficients de Я̂  et Я2 et le terme absolu de la 
relation (6.5). Les congruences L et L' sont alors nécessairement les congruences W 
et les points Q et Q' sont bs images secondaires de leurs complexes osculateurs. La 
décomposition canonique de ces congruences est confondue avec la décomposition 
le long d'une des couches de courbes asymptotiques des surfaces focahs. 

La relation (6.5) détermine pour les couples différents des surfaces correspondantes 
(c.-à-d. pour a^, ^25 ^3 différement données) les iC-transformations différentes 
H(Ai, Я2) 4^^ réalisent un contact analytique du premier ordre des courbes (6.4) de 
ces surfaces. La condition nécessaire et suffisante pour que toutes ces jK^-transforma-
tions soient les mêmes pour tous les couples de surfaces correspondantes arbitraires 
est: la relation (6.5) est vraie pour a^, ^2, a^ arbitraires. En posant nuls les coefficients 
de «1, «2, a2 dans (6.5) on obtient le système de 3 équations linéaires en À^ et À2 dont 
les solutions possibles sont (a 4= 0, arb.): 

(6.7)' 
(6.7)" 
(6.7)'" 

Я] — — c'i, À2 — C2 ] 

Aj = c , , Я2 = — C2; e n s u p p o s a n t 

Al = — crC|, A2 = (ГС2 l 

^2^2 + c]ßi = 0 Ф clß2 + Cjaj, C1C2 Ф о , 
С1СС2 + clß, ф о = Clß2 + Cloii, С1С2 Ф о , 

с1(Х2 + c]ß^ = о = clß2 + cja,, с,С2 Ф о . 
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On voit des suppositions dans la relation (6.7)', resp. (6.7)'' et d'après (1.11) et (6.4) 
que les surfaces de la décomposition canonique des déformations projectives 
examinées sont tangentes le long d'une des couches de courbes asymptotiques de 
la 2^ ou V'^ surface focale. 

Dans le cas (6.7)'", Let L' sont des congruences 14̂ et la décomposition canonique 
est confondue avec la décomposition des congruences le long d'une des couches de 
courbes asymptotiques des surfaces focales. Dans ce cas et seulement dans ce cas 
la i^-transformation relative à l'homographie osculatrice réalise aussi un contact 
analytique du premier ordre des courbes (6.4). 

On peut démontrer sans peine que la déformation projective des congruences L 
et L' ne peut pas être une déformation demisingulière c.-à-d. que l'on a C|C2 Ф 0. 

La question de l'existence de ces couples de déformations projectives est examinée 
dans le chap. 7. 

Si l'on a Г/2 = 0, ou «3 = 0, alors sur les variétés (Q) et (Q') il y a encore, outre les 
courbes (6.4), d'autres courbes pour lesquelles la iC-transformation correspondante 
à l'homographie tangente réahse un contact analytique du premier ordre. Soit alors 
c^coi — C2CO2 + 0; la condition nécessaire et suffisante pour que le contact des 
courbes déterminées par l'équation différentielle 

(6.8) acoi ~ boj2 = 0 , a : b Ф- Cl : C2 , {a, b arb.) , 

sur les variétés {Q) et (ß') soit un contact analytique du premier ordre est qu'il 
soit vrai (en nous bornant au cas ^3 = 0) 

[(AjCOi + Я2Ш2) a i + ((^2 - C2) / ^2^1 . - {^4 + ^'1) ^l<^2) ^2]' {CiOJi - С2Ш2) «2 = 

= 0 1 - 0 2 , 
c.-à-d. 

(6.9) [(Al - Cl) Ь + (^2 + C2) a] ai + [(Я2 - ^2) ßib ~ (/1 + c,) a.a'] a2 = 0 . 

Pour les courbes déterminées par Véquation différentielle (6.8) (a, b arb.) situées 
sur les surfaces décrites sur les variétés [Q) et (Q') par les points dont les coordonnées 
satisfont aux relations a^ = 0 et qui se correspondent dans la correspondance 
[5.3), il existe co^ homographies qui réalisent un contact analytique du premier 
ordre de ces surfaces. Parmi ces homographies il existe juste une qui réalise pour 
chaque couple de surfaces correspondantes le contact analytique du V ordre de 
ces surfaces sur les variétés (Q) et (Q') dans les points Q et Q' correspondants; autant 
qu'il est vrai a] + CLiß2<^\ Ф 0, alors Vhomographie mentionnée est déterminée par 
les relations {pour X^ et À2) 

(6.9)' (Я, - с ) a, + (Я, - сг) ß^ciz = О , 

(Яг + Сг) fli - (Я1 + Cl) cciuj = О , 

qui résultent de (6.9) par annulation des coefficients de a et b. 
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La condition nécessaire et suffisante pour que le contact analytique du Г"" ordre 
de deux surfaces arbitraires, décrites par les points correspondants Qi^a^, a2,0) et 
Q'{ai, a2,0) soit réalisé par la même homographie est: les coefficients de a^ et a2 
dans les relations (6.9)/ sont nuls, c.-à-d. Я̂  = ^2 = c^ = C2 = 0, mais c'est en 
contradiction avec la supposition que c^ et C2 ne doivent pas être en même temps nuls. 

Les homographies qui réahsent le contact analytique du l̂ *" ordre des courbes 
(6.4) sur les surfaces correspondantes des variétés (ß) et {Q') ne sont pas déterminées 
univoquement. Est ce qu'il y a des homographies qui réalisent un contact analytique 
du 2^ ordre? 

Si 3 signifie la differentiation le long des courbes (6.4) sur deux surfaces cor
respondantes des variétés (Q) et [Q') et H est l'homographie qui réalise un contact 
analytique du 1^' ordre de ces courbes, alors on obtient de (6.1), (6.2), (L17) et (1.18), 
en substituant d'après (6.4) œ^ = oc2, (O2 = oc^, (Т Ф 0: 

(6.10) HQ = Q', HäQ = 5Q', 

(6.11) Hä^Q = -à^Q' + cp,[Ä[Ä2] + Ф2[^'Из] + ^з[^^^4] + 

où ^ i , (p2^ ^3? ФАУ ФЗ sont les valeurs des formes 

(6.12) Ф1 = d(mi — m[) + (m^ — m\){co^i + 0)22) — ^2'^з2 + ^̂ з'̂ 4̂1 — '̂ 4'̂ 42 + 
+ ШзТз! + (.)(Cia>i - C2CO2) + Iil2(^4<^l - '̂ 5<^2) -
— Ii(dm5 — т^со^ + m20i\0^2 + ^sßi^i + ^^si^ii + <^зз)) + 

+ Ä2(dm4 + т^(Х>2 + f^zßl^l + '^^3^2^1 + '^4(^11 + ^44)) ? 

(6.13)1,2 Ф2 = ^{^2 - ^^2) + (.) (CiCOi - C2CO2) , 
Фз = d(m3 - т'з) + (.) {c^œ^ - C2CO2) . 

(6.14)1,2 <̂ 4 = + (mi - m;) Ш2 + Ii(m4C0i - т5Ш2) + (.) [c^œ^ - C2CO2), 

(p5 = - (mi - m'i) ^1 - 120^4^1 - '^^^2) + (^(^i^^i ~ ^2*^2) . 

pour d = d, coj = ö'C2, CO2 = 0-̂ 1(0- Ф 0) et I^, I2 qui sont des solutions de l'équa
tion (6.5). 

La condition nécessaire pour que H réahse un contact analytique du 2^ ordre des 
courbes (6.4) des surfaces sur les variétés (Q) et (Q') est ф^ = (p^ = 0, c.-à-d. 

(6.15) Ii[2aiCiC2 + («2/̂ 2 + ^̂ 30̂ 2) ̂ 2 - («2«! + «3i5i.)ci] -

- c^la2{ß2cl + aiCi) - аз(а2С2 + ßtcl)'] = О, 
l2[2aiCiC2 + {a2ß2 + ci^(X2) c\ - («2^1 + Ö3î i) <̂ i] -

- (^il^iißicl + d^cl) ~ a^{a2cl + ß^cl)] = 0 . 

Les solutions À^ et I2 <̂б ces équations (autant qu'elles existent) satisfont aux relations 
(6.5) comme on voit sans peine en faisant usage de la substitution. 
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De la relation (5.6), on obtient d'après le lemme de Cartan 

( 6 . 1 6 ) T31 = С3Ш1 , T42 = C4CO2 ; 

il en résulte en général 

(6.17) (pi Ф 0 , (p2 = ^2 3fcia>i - C2CO2) Ф 0 , 
^ 3 = - «3 3(^1^)1 - C2CO2) Ф 0 ; 

alors, en général, les homographies qui réalisent un contact analytique du 2^ 
ordre des courbes (6.4) dans les points correspondants des surfaces des variétés (O) 
et (Q') n'existent pas. 

En prenant la notation [^'i^}] = a[j, la droite Я-linéarisante de la droite 

(6.18) [OidO] 

est la droite 

(6.19) [Q'; (pia'^2 + <^2«i3 + Фъ^^'гА + Ф4О14 + Фз^гз] • 

Si H signifie l'homographie (5.8) où Я̂  = 1^ et Я2 = ^2 sont solutions des équa
tions (6.15) et aussi de (6.5), alors la droite H-Hnéarisante de la droite (6.18) est 

(6.20) \Q'; ç^a[2 + (р2^[з + Фз«24] , 

oil ^1 a le sens évident. La droite Я-linéarisante est donc située dans le plan cor
respondant de la congruence de plans Л\ 

Passons enfin au cas de la déformation projective singulière, c.-à-d. ĉ  = C2 = 0 
et alors Let L'sont des congruences R; en autre il est vrai 

(6.21) (X^(X2 - ßiß2 = 0 

(voir [2], chap. 4). 
Supposons que a^, «2? ^3 soient données. De la relation (6.2) on voit que l'homo

graphie (5.8)'' réahse un contact analytique du V ordre des courbes sur les surfaces 
des variétés (Q) et (Q') si et seulement si l'on a 

(6.22) (Я̂ Ш^ + ^2^2) ^1 + {"^ißl^l ~ '̂ l.'̂ l.<^2) ^2 + ('̂ 2'̂ 2< 1̂ ~ ^^ißl^l) ^ 3 = 0 

ce qui est une relation entre les rapports À^ : /I2, co^ : Ш2 et a^ : «2 • ^з-
Il y a 00^ homographies tangentes (^déterminées par les relations (6.22) pour À^ et 

À2) gui réalisent un contact analytique du V^ ordre des courbes aœ^ ~ ba}2 = 0 
(fl, b sont arbitraires, pas en même temps nuls) sur les surfaces des variétés (ß) 
et {Q') qui correspondent aux congruences dans la déformation projective singulière. 

La condition nécessaire et suffisante pour que les homographies mentionnées 
soient les mêmes pour toutes les courbes des surfaces considérées {donc pour que 
le contact de ces surfaces soit un contact analytique du V ordre) est: les surfaces 
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sont situées sur les variétés singulières (F) et [F') formées par les coniques F et F' 
des variétés (Q) et (Q') (voir [4], p, 180) comme on voit des relations obtenus par 
annulation des coefficients de coj et Ш2 dans (6.22). Pour l^ et Я2 on obtient л^а^ + 
+ ^2(^2^2 + 0^2«з) = 0. 

L'homographie osculatrice HQ[?I^ = A2 = 0) réalise un contact analytique du V 
ordre des variétés {Q) et {Q') qui correspondent aux congruences dans la déforma
tion projective singulière, car la relation (6.22) est remplie identiquement pour a^ : 
: 02 : Ö3 et coj : CO2 arbitraires. 

Pour un couple arbitraire de points correspondants Q et Q' (d signifie la differen
tiation sous la condition (6.22)) il est vrai (cj = с2 = 0): 

(6.23) HQ = Q', HdQ = dQ', 

(6.24) H d^Q = d^Q' + ^i[Ä[A2] + ç^4.[^[A'^] + ф5[Л^^з] , 

où ^ 1 , (/)4, ф5 sont les valeurs des formes </>i, cp4., cps données par les relations (6.12) 
et (6.14) dans lesquelles on a substitué 

(6.25) mi - m[ - T32 = r^^ = Тц = T22 = T33 - т^^ = 0 

et d'après (6.16) et (6.22). 
La condition nécessaire pour que le contact considéré soit du 2̂  ordre est cp^ = 

= ^5 = 0, c.-à-d. 

(6.26) À^[2a^œ^œ2 ~ ^̂ 2(0̂ 1̂ 2 - ßi^\) - ^3(i^i^2 ~ ^2^]У\ = ^ •> 
À2[2aiœ^oj2 - a2{oCiwl - /̂ 2< î) " «з(/̂ 1<^2 - ^2^1)] = 0 • 

Les relations précédentes sont vraies si la relation 

(6.27) Âj - A2 - 0 

ou la relation (1.13) ou simultanément les relations (6.27) et (1.13) sont valables. 
Passons à l'étude des cas particuliers. La K-transformation correspondant à Vho-

mographie osculatrice HQ [À^ — X2 — O) réalise un contact analytique du T ordre 
des courbes 

(6.28) [a^W2 + (̂ 2/̂ 2 + 03^2) ^1] 4̂<̂ 2 + [«i<^i - (̂ 20̂ 1 + ^Ji) ^^2] c-J^i = 0 ; 

sur deux surfaces correspondantes arbitraires des variétés (Q) et (Q') il y a deux 
couches de courbes d'une telle propriété. On obtient la relation (6.28) de la relation 
(Pi = 0 en substituant d'après les relations (6.27), (6.25), (L18) et (6.16). 

D'après (6.21) on a ^2 = ^^ i ' ^2 = ^ßi {^ + 0)? la relation (6.28) est remplie 
identiquement pour coi : 0J2 arbitraire si et seulement si on a 

(6.29) ai = 0 , (0ГС4 — C3) («2«! + a^ßi) = 0 , 

où le facteur ac^ — c^ n'est pas nul. La K-transformation relative à l'homographie 

198 



osculatrice realise le contact analytique du 2^ ordre des variétés [Q) et (Q') dans les 
points 

(6.30) Q(0 : ß, : - a , ) et Q\0 : ß, : - a ^ ) , 

ceux-ci sont les images secondaires de Klein des complexes osculateurs des droites 
de Let L' qui sont des congruences R et inversement. Cet énoncé-là signifie l'extension 
du théorème dans [5], chap. 4: La condition nécessaire et suffisante pour que Let L' 
soient deux congruences en déformation projective singulière est: la ^-transformation 
relative à l'homographie osculatrice réalise un contact analytique du T ordre des 
surfaces engendrées dans l'espace de Klein par les images secondaires des complexes 
osculateurs (cf. aussi le théorème dans le chap. 5 de ce Mémoire.). 

Soient maintenant les relations (1.13) et Я1Я2 + 0 valables. La condition nécessaire 
et suffisante pour que, sous la supposition citée, le contact des courbes des variétés (Q) 
et (ß') soit un contact analytique du 2^ ordre est: outre (L13) les relations (6.22) et 
(Pi = 0 (^j22 Ф 0) sont vraies; on voit sans peine que ces relations ne doivent pas 
être valables pour a^ : a2 '> a^ arbitraire et alors en général le contact n'est pas un 
contact du 2̂  ordre. 

La condition nécessaire et suffisante pour que sous la supposition /1^=^2 = 0 
et (L13) le contact des courbes de deux surfaces correspondantes soit un contact 
analytique du 2̂  ordre est: les relations (1.13) et (6.28) (linéaires par rapport à a^ : 
: Ö2 ' <̂3 ^t quadratiques par rapport à œ^ : Ш2) sont en même temps vraies. En 
général, ces relations-là ne doivent pas être vraies simultanément; or p. ex. pour les 
points (6.30) elles sont remplies identiquement. 

7. Nous allons étudier Г existence et la généralité des couples des congruences L 
et L' en déformation projective nonsingulière dont les surfaces de la décomposition 
canonique sont tangentes le long d'une des couches de lignes asymptotiques de l'une 
où d'autre surface focale (dans le cas des congruences W le long des couches de 
lignes asymptotiques correspondantes). Nous avons décrit les propriétés géomé
triques de ces congruences dans le chap. 6, p. 194 — 195. 

Supposons que Let L' ne sont pas des congruences W. Alors on obtient les paires 
de congruences considérées en intégrant le système de Pfaff composé des équations 

(7 .1 ) Ш14 = CO23 = 0 , 

(7 .2 )1 _4 Ш12 = ai<^2 . ^ 2 1 = ^2<^i . ^ 3 4 == /^2^1 ' ^ 4 3 = ßi^^z 5 

(7.3) T12 = Ti3 = -̂ 1,4 = 0 , 

(7.4) T21 = T23 = T24 = 0 . 

(7.5) T34 =. T43 - 0 , 

(7.6) — 2 T I I = 2T22 = — 2тзз = 2T44 = c^w^ — C20^i -> 

(7.7) T32 = ß2Ci^\ + ^i^i^i , 

(7.8) T41 = a2C2o;i -b ßiCiC02 , 
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sous la condition 

(7.9) cloc^ + clß2 = О ou clßi + cla2 = О 

qui signifie que les surfaces de la décomposition canonique Cico^^ — C2CO2 — ^ sont 
tangentes à la première ou à la seconde surface focale le long d'une des couches de 
courbes asymptotiques (1.11)^ ou(1.11)2. Nous nous bornons seulement au cas (7.9)|. 

La diiîérentiation extérieure des relations (7.1)—(7.9) donne 

(7.4)* [<^32<^i] + [^^1^2] = 0 , [co^.icoi] - [Afiiœ2] = 0 , 

(7.5)* [ Т з 1 Ш , ] = 0 , [ Т 4 2 ^ 2 ] = 0 , 

(7.6)* [Ac,œ,] - [АС2СО2'] = О , 

(7.7)* ai[^3i^2] - ßil^A-i^^i] + [^32; Cico^ - €2(02] -

- C2[Aß2(Oi'] - CilA(x^œ2] - ß2[Ac2COi'] - GCi[Acj^œ2] = о , 

(7.8)* Oi2[T420h] - /^l[^31<^2] - [<^4i; ^1^1 " ^2^2] " ^2[^a2C0i] -

- CilAß^W2] - 0C2lAc2CO^] - fii[Ac^œ2] + (a2C2 + ß^cl) [cOia;2] = 0 

et par differentiation de (7.9)i on obtient 

(7.9)* IciOc^Aci + 2c2ß2Ac2 + clAa^ + clAß2 = 0 ; 

les relations précédentes forment la fermeture du système discuté. Les relations (7.1), 
(7.3) et (7.4) n'etraînent aucune relation extérieure. Nous avons posé dans la fermeture 

(7.10) Aa^ = dâ ^ + ai(2ö;22 ~ <^ii "~ ^44) 5 

(7.11) Aa2 = da2 + oc2{2œii — CO22 — ^33) , 

(7.12) Aß, = dß, + joi(û)22 + 0̂ 33 - 20)44) , 

(7.13) Aß2 = aß2 + ß2{cOtt + ^44 - 2а>зз), 

(7.14) Ac, = de, + c,{(D„ - о^зз) , 

(7.15) AC2 = dC2 + <̂ '2(<̂ 22 "" ^44) 5 

et fait usage des relations 

(7.16)i_4 d(ai^Ci) + ci,c,{2oj22 — ^33 — «̂ 44) = c,Aa, + (^lAc, , 
^{^2^2} + '^2^2(2<^ii - <^33 - «^44) = C2Aa2 + ci2Ac2 , 

d(j^i.^i.) + ßi^iico,, + Ш22 - 20^44) = c,Aß, + ß,Ac, , 

^(î 2<^2) + ß2C2{^n + < 2̂2 " ^ ^ з з ) = С2/1/?2 + ^2^<^2 • 
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Le système discuté des équations de Pfaff (7.1) —(7.8) est en involution et nous 
arrivons au résultat suivant: la classe des paires de congruences L et L dans la 
déformation projective nonsingulière {Let LI ne sont pas W) dont les surfaces de la 
décomposition canonique sont tangentes le long d'une des couches de lignes asympto-
tiques à Гипе ou à Vautre surf ace focale existe et dépend de neuf fonctions arbi
traires d'une variable. 

Soient Let L' des congruences W. En faisant usage de la particularisation du repère 
de façon que 

(7.17) a,=ß, = a[=ß[ = -^2= - ß2= -(^2= ~-ß2 = U 

(voir [2], chap. 2, ou [5], chap. 4) alors la classe des paires de congruences W 
envisagées est déterminée par le système des équations de Pfaff 

(7.18) 60̂ 4 = C023 = 0 , 

(7.19) coi.3 = - Ш21 = - Ш34 = Wi , 

(7.20) «12 = 0)24. = ^̂ 43 = ^2 . 

(7.21) 2шц = -2a;44 = (t^ + z^) œ^ + (Г2 + ^2) ^2 , 

(7.22) 2шзз = — 2co22 = {h ~ 1̂.) ^1 + (̂ 2 ~ ^2) ^2 -> 

(7.23) о;з2 = (z2 ~ 2̂) ^1 + (^1 - 1̂) «2 . 

(7.24) CO41 = ~ (z2 + 2̂) ^1 - (^1 + 1̂) ^2 . 

(7.25) Ti4 = T23 = 0 , 

(7.26) Ti3 = T21 = T31 = 0 , T12 = T24 = T43 = 0 , 

(7.27) 2TII = - 2 T 2 2 = 2тзз = -2т44 = + T32 = + T42 = {t[ - ^i) (co^ ± CO2) 

sous la condition que 

(7.28) t[-t, = ± {t'2 - 2̂) Ф 0 

et 

(7.29) Zi = z[ , Z2 = Z2 . 

La relation (7.28) résulte de la comparaison de l'équation différentielle de la 
décomposition canonique (t[ — t^) œ^ + (̂ 2 — ̂ 2) CO2 = 0 avec l'équation différen
tielle des courbes asymptotiques о^^ ± а>2 = 0. Si dans la relation (7.28) le signe 
supérieur ( + ) ou le signe inférieur (—) est valable, les surfaces de la décomposition 
canonique sont tangentes aux surfaces focales le long des courbes asymptotiques 
(jo^ + CO2 = 0, ou coi — CO2 = 0 respectivement. 
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Par la differentiation extérieure de la relation (7.27) on obtient ([dco^] = 

-2[^3i^i] = -2[T42Ö>2] = 2[T3ICOI] - 2[т42а;2] = A , 
+ [T31W2] T [T42Ö^ I ] + 

+ (t'i^ - tl - t[^ + tl + 2{t[ - t,) {z, + Z2)) [Ш1Ш2] = A , 
± [T42^^I] ± ['^31^2] ± 

± (ti' - t l - t\^ + t l - 2{t[ - t,) (z , + Z2)) [Ш1Ш2] = A 

ou 
A = [d{t[ ~ t,); œ, ± ^2] + {t[ - ti) ( ± z, - Z2) [co,CD2] . 

Des relations précédentes il résulte en premier lieu Л = 0, et ensuite {t[ — ti) . 
(zj + ^2) [<^i<^2] = 0, de sorte qu' on ait ({t[ — t^) [Ш1Ш2] Ф 0) 

(7.30) z , = ± Z2 . 

En faisant usage de (7.30) on obtient par differentiation extérieure du système 
(7.18)~(7.27) les relations 

(7.21)t [ö)3iö>i] - [Ш42Ш2] - 2[wiC02] = 0 , 

(7.21)f [û>3i(0i] + [0)42^2] + [^2:1; a>i ± Ш2] = 0 , 

(7.22)* [ d r j c o j + [dr2û;2] + z,{t, + ^2) [o^iO^i] = 0 , 

(7.23)* [dr2û>i] + [driC02] + 3zi(^i + 2̂) [CO,(D2} = 0 , 

(7.24)* [cj>42COi] + [СО31Ш2] + [d^i; ^̂ 1 ± ^2] ~ (̂ 1 ,<- ^2) [^1^02] = 0 , 

(7.27)î [T31C0,] = 0 , 

(7.27)* [Т42Ш2] ==0, 

(7.27)5 [d(t[ - 0 ; ^ i ±^^2] = 0, 

(7.27): [Т42Ш J + [T31CO2] - (t[^ - tl - f/ + tl) [CO1OJ2] = 0 , 

et de (7.28) la relation 

(7.28)* àt\ - dt^ = ± {dt'2 - dt2) . 

La differentiation extérieure des relations (7.18) —(7.20) et (7.25) —(7.26) n'entraîne 
aucune relation extérieure. 

Le système discuté n'est pas en involution. Quoique, par des prolongements 
successifs, le nombre des relations extérieures dans les fermetures et le nombre des 
formes de Pfaff inconnues diminuent successivement (le nombre des formes de Pfaff 
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reste toujours d'une unité plus grand que le nombre des relations extérieures) on est 
amené, en essayant de mettre le système envisagé en involution, à effectuer des 
calculs très longs et compliqués parce que quelques unes des relations entre les 
fonctions sont quadratiques. 
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Р е з ю м е 

К ПРОЕКТИВНОМУ ИЗГИБАНИЮ ЛИНЕЙЧАТЫХ КОНГРУЭНЦИИ 

ВЛАДИМИР ГОРАК (Vladimir Horàk), Брно 

Второстепенные образы касательных комплексов Q произвольной прямой 
конгруэнции L пространства Рз (с невырожденными фокальными поверхностя
ми) образуют в пространстве Клейна Р^ плоскость Рз; эти плоскости опреде
ляют в пространстве Р5 конгруэнцию плоскостей Л, которая является 4-мерным 
точечным многообразием, которое мы обозначим символом (О). 

Пусть ЬяЬ' — две конгруэнции указанного типа, которые находятся в развер
тывающемся преобразовании Т. Преобразование Т осуществляет между плос
костями конгруэнции Л к Л' соответствие, причем соответствуют друг другу 
плоскости Р2 и ^2, точки которых являются второстепенными образами каса
тельных комплексов прямых, соответствующих одна другой в развертываю
щемся преобразовании Т. Каждое преобразование пространства Клейна 
(1«С-преобразование), соответствующее произвольно выбранной касательной 
коллинеации преобразования Г, определяет точечное соответствие, которое 
представляет собой даже коллинеацию между плоскостями Р2 и Р2 и, следова
тельно, также точечное соответствие между многообразиями (О) и (ß'). 

Автор изучает свойства описанных коллинеации между точками плоскостей 
Р2 и F2., т. е., иначе говоря, между множествами касательных комплексов 
прямых, соответствующих друг другу в преобразовании Т, и приводит необхо
димые и достаточные условия для того, чтобы Г было фокальным изгибанием, 
точечным или плоским изгибанием, проективным изгибаниен и др. 

203 



i^-преобразоваиия, соответствующие касательным коллинеациям не осу
ществляют, в общем случае, аналитическое касание 1-ого порядка конгруэн
ции Л и Л'. Если же существует ^-преобразование, осуществляющее касание 
1-ого порядка упомянутых конгруэнции, то Т является проективным изгиба
нием; при этом касательная коллинеация, соответствующая этому Х-преобра-
зованию не является, в общем случае, соприкасающейся коллинеацией. Анало
гичным образом характеризует автор преобразования Г, которые являются 
фокальными изгибаниями. 

Мы различаем проективные изгибания особые, полуособые и неособые (см. 
[1], отд. 7). На основании геометрических свойств точечно и плоскостно ассо-
цированных коллинеаций, введенных Э. ЧЕХОМ, описывает автор предыду
щие типы проективных изгибаний и показывает, что касание конгруэнции ЛяЛ\ 
осуществляемое i^-преобразованием, соответствующим соприкасающейся кол
линеаций, является аналитическим второго порядка тогда и только тогда, 
когда Г— особое изгибание, и, следовательно, Ьи L представляют собой кон
груэнции R. (Ср. аналогичный результат автора в [5], отд. 4.) 

В заключение изучается множество оо̂  iC-преобразований, соответствующих 
определенным касательным коллинеациям, осуществляющим аналитическое 
касание первого порядка конгруэнции Л я Л' (значит, Т есть проективное изги
бание) и определяющим одно и то же однозначное точечное соответствие 
многообразий [о) и (Q'), Среди этих iC-преобразований имеются такие, которые 
осуществляют аналитическое касание 1-ого порядка многообразий (О) и {Q') 
в общей точке тогда и только тогда, когда Т является особым проективным 
изгибанием. При этих условиях через каждые две соответственные точки Q я Q' 
произвольно заданных соответствующих друг другу поверхностей много
образий (Q) и (О') проходят две кривые, между которыми ^-преобразование, 
соответствующее соприкасающейся коллинеаций, осуществляет аналитическое 
касание 2-ого порядка; то же Х-преобразование осуществляет аналитическое 
касание 2-ого порядка многообразий (О) я (Q') в точках, которые служат 
второстепенными образами соприкасающихся комплексов рассматриваемых 
конгруэнции. 

Если же Г не является особым изгибанием, то (если ограничиться только 
касательными комплексами, которые не являются специальными) существуют 
Х-преобразования, осуществляющие аналитическое касание 1-ого порядка, но 
только тех кривых многообразий (и) я (и'), которые соответствуют канони
ческому разложению конгруэнции L я L относительно рассматриваемого 
проективного изгибания Т. 
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