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Yexoc/10BaLKHii MATEMATHYECKHI KypHaJ, T. 16 (91) 1966, Ilpara

SPEKTRALE EIGENSCHAFTEN DER -POSITIVEN OPERATOREN
UND EINSCHLIESSUNGSSATZE FUR DEN SPEKTRALRADIUS

Ivo MAREK, Praha

(Eigegangen am 13. August 1965)

In dieser Arbeit wird die Giiltigkeit des verallgemeinerten Minimaxprinzips in einem
beliebigen Banachschen Raume fiir 7 -positive Operatoren bewiesen, die einige
spezielle Eigenschaften besitzen. Die Verallgemeinerung des bekannten Minimax-
prinzips betrifft auch die Operatoren in den endlichdimensionalen Raumen. Es zeigt
sich ndmlich, dass das verallgemeinerte Minimaxprinzip auch fiir einige nichtnega-
tive zerlegbare Matrizen gilt. Ahnlich wie im Falle der endlich dimensionalen Riume
werden mit Hilfe dieses Prinzipes einige Einschliessungssitze fiir den Spektralradius
und einige weitere Folgerungen abgeleitet.

1. EINLEITUNG

Bei der angendhrten Losung der Gleichungen, Konstruktion von Eigenwerten
und Eigenwektoren entstehen betrichtliche Schwierigkeiten im Zusammenhang mit
der erreichten Genauigkeit und mit derer Vergrdsserung. Das praktisch benutzte
Halbierungsprinzip der Schrittlinge kann im Falle der monotonen Konvergenz
versagen. Es ist deshalb vorteilhaft, fiir die Berechnung solche Methoden zu wéhlen,
die zu den Ndherungen mit gekannten beiderseitigen Schranken fithren. Andererseits
ist es notwendig nur stabile Methoden zu wihlen. Zu diesen gehdren die meisten
ITterationsverfahren. Wir werden zeigen, dass fiir einige Operatoren im Banachschen
Raume Einschliessungssitze, die dhnlich den Sdtzen von L. Corratz [4],[5], R. S.
VARGA [24], H. WIELANDT [25] und anderer Authoren sind, gelten.

In dieser Arbeit werden die Operatoren untersucht, die einen Kegel 2#° der nicht-
negativen Vektoren im Banachschen Raume % reproduzieren. Der Einfachheit
wegen werden wir voraussetzen, dass jedes Element y € % in der Form y = y; — y,
ausgedriikt werden kann, wo y;, y, e % ist. Wir erstreben dabei die Vermeidung
der Voraussetzung, dass der Kegel #" innere Elemente hat. Dies wird aber nur auf
Kosten schirferer Voraussetzungen auf die Spektraleigenschaften des untersuchten
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Operators gelingen. Wir sind der Meinung, dass bei den Anwendungen in der Regel
bekannt ist, ob der untersuchte Operator dieses oder jene Eigenschaften hat und dass
also die Beschrankungen natiirlich sind, wédhrend praktische Aufgaben, bei deren
Losung man sich auf Rdume, in denen der Kegel ein nichtleeres Innere oder einige
weiteren Eigenschaften hat, beschrinken kann, verhdltnismissig rar vorkommen, mit
Ausnahme der Fille der endlichdimensionalen Rdume. Bei unseren Erwagungen sind
wir bestrebt, nur die natiirlichsten Voraussetzungen zu benutzen und besonders
diejenige, die in den praktischen Aufgaben erfiillt sind. Zu solchen Aufgaben gehoren
einerseits die schon erwidhnten Probleme der numerischen Mathematik und anderer-
seits einige Probleme der mathematischen Physik.

Bei unserer Untersuchung wird es sich um die Veraligemeinerung des bekannten
Minimaxprinzips, welches fiir unzerlegbare Matrizen mit nichtnegativen Elementen
giiltig ist, handeln. Fiir solche Matrizen gilt der bekannte Satz von Frobenius (GANT-
MACHER [6], S. 323, Wicelandt [25]), den man folgenderweise formulieren kann:

Frobeniussche Satz. Wenn T eine m-reihige unzerlegbare Quadratmatrix mit
nichtnegativen Elementen ist, dann

1) ist der Wert

llp = min max (—’13—)1 = max min (—T&,
@zo1sism (x);  @zo1sism (%)
x

wo (x); die j-te Komponente des Vektors x = (xy, ..., x,,)" bedeutet, ein Eigenwert
der Matrix T,

2) zu diesem Eigenwert gehirt ein Eigenvektor x,, dessen Komponenten durchaus
positiv sind, und ausser den Vektoren der Form cx,, wo ¢ > 0, hat die Matrix T
keine andere nichtnegative Eigenvektoren,

3) Fiir alle Eigenwerte py = py, ..., i, der Matrix T gilt die Ungleichung

Iﬂjl§H0 i=1L...m.

Wenn fiir pu; + po die Gleichung |,uj| = U, stattfindet, dann existiert eine ganze Zahl
d = 1 so, dass p = u?.

Der Satz von Frobenius und sein Spezialfall — der Satz von Perron fiir die Matri-
zen mit positiven Elementen — wurden von vielen Authoren in vielen Richtungen
verallgemeinert: BIRKHOFF [1], BonsaLL [2], [3], JENTzscH [7], KrASNOSELSKI [9],
KREIN und RutMaN [10] Marexk [11], [14], [15], Sasser [16], SAwasHMA [17],
SCHAEFER [ 18], [21], [22] usw.

In dieser Abhandlung werden wir uns auf einige J -positive Operatoren T
konzentrieren, die auf der Kreislinie |1| = r(T), wo r(T) den Spektralradius des
Operators T bedeutet, eine endliche Anzahl von isolierenten Singularititen haben.
Vom speziellen Interesse wird fiir uns der Wert A = r(T) und die Methoden einer
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angendhrten Konstruktion desselben sein, besonders die Iterationsmethoden (Po-

tenz- resp. Kelloggsche Methoden).

Nun werden wir den folgenden Hauptsatz formulieren (Bezeichnungen und Defini-
tionen sind im Absatz 2 angefiihrt).

Vorassetzungen.

() # =¥ = A — A ist ein normaler Kegel,

(ii) #' = A" = ¥’ ist eine A -totale Menge;
(iia) Te[Y] ist eine halbnichttragender Operator;
(iiib) Te[Y] ist ein u,-positiver Operator;
(iiic) Te[Y] ist ein streng nichttragender Operator;
(iiid) Te[Y] ist ein gleichmdssig uq-positiver Operator;

(iv) Es gibt héchstens endlich viele isolierte Singularitdten pg = py, ..., u; der
Resolvente R(A, T) = (AI — T)™*, fir welche |u;| = r(T) ist.

(v) Die Punkte py, ..., i, sind Pole der Resolvente R(Z, T) mit den Vielfach-
heiten q4, ..., q,. ¢

Hauptsatz. Wenn die Voraussetzungen (i), (i), (iv), (v) und eine von den beiden
Voraussetzungen (iiia), (iiib) erfillt sind, so gilt

. Tx, x' . Tx, x'
1. to = (T) = min sup Ixxy max  inf <—-,—Z ,
xeX x'edl’ <X, x’> xed x'el’ <x, X >
x*+0 %(x")>0 2(x"){x x'»>0

wobei x(x") = 1 fiir (ilia) und x(x") = <u,, x"y fiir (iiib) ist.

2. U ist ein Eigenwert des Operators T, zu dem ein Eigenvektor x, € A" gehort,
wobei ausser den Vektoren der Form cx,, wo ¢ > 0, im Kegel kein anderer Eigen-
vektor des Operators T liegt.

Wenn ausser (iiia) resp. (iiib) noch die Voraussetzung (iiic) resp. (iiid) erfiillt ist,
dann hat jedes mit Hinsicht auf T extremales Element die Form cx,.

3. Fiir alle Punkte 1 des Spektrums o(T) gilt die Ungleichung
|A] £ po, 2eo(T).

Einige Folgerungen aus diesem Satze werden wir im Absatz 4 gemeinsam mit dem
Eischliessungssatz fiir #(T) anfiihren, der keine Beschrdnkungen auf den Operator T,
sondern auf den untersuchten Raum % und den Kegel der nichtnegativen Elemente ¢
legt. Der grossen Allgemeinheit wegen ist die durch diesen Satz vermittelte Informa-
tion verhéltnissméssige wenig inhaltsreich.

Interessant ist der Vergleich der Voraussetzungen des Hauptsatzes und des Satzes
4.2. Betreffs des Operators T werden im Satze 4.2 keine Auspriiche gestellt und in
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dieser Richtung ist der Satz 4.2 allgemeiner. Jedoch sind die im Satze 4.2 verlangten
Eigenschaften des Raumes % und des Kegels 4" soweit auspruchsvoll, dass die Be-
nutzung dieses Satzes in der Praxis schon z.B. im Falle der % ,-Rdume oder '/Vﬁ,")—
Rdume von Soboleff versagt. Wir geben deshalb dem Hauptsatz den Vorzug, was
wir durch das Epitheton ,,Haupt-* ausdriicken.

Den Beweis des Hauptsatzes wird im Absatz 5 geben.

Durch den Vergleich des Hauptsatzes mit dem Frobeniusschen Satz stellen wir fest,
dass der Satz von Frobenius ein Spezialfall des Hauptsatzes (mit iiia) ist. Es ist inte-
ressant, dass auch fiir den Fall der nichtnegativen Matrizen im endlichdimensionalen
Raume der Hauptsatz allgemeiner ist, da ein u,-positiver Operator im endlich-
dimensionalen Raume nicht unzerlegbar sein muss (siche das Beispiel im Absatz 5).

Das erwdhnte verallgemeinerte Minimaxprinzip bei u4-positiven Operatoren
und einige Anwendungen dieses Prinzipes zu der numerischen Analysis wird in der
Arbeit [15] des Verfassers entwickelt.

2. BEZEICHNUNGEN UND DEFINITIONEN

Die Untersuchungen werden in dem reellen Banachraume # mit dem Kegel 4~
der nichtnegativen Elemente durchgefiihrt.

Die Menge A <= % wird Kegel genannt, wenn sie folgende Eigenschaften hat

(@) xeA,yet =x+ yeA,

(b) xeA,A>0=IxeX,

() xeAH, —xe A =x = o,

(d) o ist eine abgeschlossene Menge.

Wir werden voraussetzen, dass der Kegel o bildend, d.h. # = # — A (Krein
und Rutman [10]) und normal ist, was das bedeutet, dass ”x + y| = ox| fir

xeA,yeA, ”x” = ”y” = 1, wo & > O nicht von x, y abhingt (Krein und Rutman
[10]).
Die Menge aller Paare z = x + iy, xe®, ye®, i¥ = —1, bildet auch einen

Banachraum — die komplexe Erweiterung des Raumes % — den wir mit dem
Symbol Z bezeichnen werden. Die Topologie in 2" wird durch die Norm

[z]| = sup [xcos8 + ysind|
0<9<2n

oder durch eine dquivalente Norm induziert.

Die zu %, Z konjugierten Raume mit der Topologie, die durch die gleichméssige
Konvergenz auf beschriankten Mengen hergestellt ist, werden mit den Symbolen
', &' bezeichnet. Die Symbole [#], [Z] bedeuten die Rdume der stetigen linearen
Abbildungen von % resp. 4 in sich mit der iiblichen Topologie.
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Die Menge aller Formen y" e %', fir die <x, y’> = 0 fiir x e & gilt, wo {x, x>
den Wert der Form x" € %" auf dem Element x € # bedeutet, bildet einen Kegel ¢,
den wir den adjungierten Kegel zu ¢ nennen.

Die komplexe Erweiterung T des Operators Te [#] definieren wir mit Hilfe der
Relation Tz = Tx + iTy, wo z = x + iy ist.

Mit dem Symbol T’ wird der Operator bezeichnet, der zum Operator Te [#],
resp. Te [2] adjungiert ist. T" ist durch die Formel T'x" = y’ < (x, ') = (Tx, x'),
wo x e ¥, x" e %' ist, definiert.

Der Operator Te[2] wird Operator von Radon-Nikolski genannt, wenn T =
=U+ V, wo U, Ve[Z], U ein kompakter Operator und r(T) > r(V) ist. H:er
bezeichnet r(A) den Spektralradius vom A e [Z].

Die Nullelemente in den Rdumen %, &, %', &' werden mit demselben Symbol o
bezeichnet. Die Symbole I, ©® bezeichnen den identischen und den Null-Operator
sowie in [#] als auch in [Z].

Die Resolventenmenge ¢(T) des Operators Te [#] resp. Te[Z] ist eine Teil-
menge der komplexen Ebene, zu der die Punkte A gehoren, fiir welche der Resolven-
tenoperator R(4, T) = (AI — T)™" im [2] liegt. Das Komplement der Resolventen-
menge wird Spektrum des Operators T genannt und durch das Symbol o(T) be-
zeichnet. Fiir Te[%] definieren wir o(T) = o(T) und «(T) = HT).

Die Menge #' < A" wird A '-total genannt, wenn aus den Bedingungen
{x, x> =20, x' € #', das Verhiiltniss x € A~ folgt.

Mit Hilfe des Kegels .#" kann man in % eine Halbordnung einfithren. Wir definieren

x <y (resp.y>x)sy—xeA .

Ein Operator Te [”J] wird A -positiv genannt, wenn aus der Bedingung
x € A folgt, dass auch Tx € A" ist.

Ein A -positiver Operator Te[%] wird uy-positiv genannt (Krasnoselski [9], S. 60),
wenn ein Vektor uge A, |uo| = 1 existiert, so dass man zu jedem Vektor x € A’,
x =% o, positive Zahlen o = ofx), p = B(x) und eine natiirliche Zahl p = p(x)
finden kann, so dass die Relation

(2.1) auy < TPx < Pug,

gilt.

Ein ugy-positiver Operator T wird gleichmdssig uq-positiv genannt, wenn die
natiirliche Zahl p, von dem in der Definition der u,-positivitit die Rede ist,
vom x nicht abhdngt.

ug-positiver Operator T wird stark ug-positiv genannt (Marek [11]), wenn zu
jedem Vektor x € % eine solche positive Zahl y = y(x) und eine solche natiirliche
Zahl q = q(x) existieren, dass die Relation

(2.2) yTPx < u,

gilt.
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Offenbar, wenn ein u,-positiver Operator nicht stark wu,-positiv ist, so ist J~
nicht bildend.

Ein Element x € A" wird uq-positiv genannt, wenn eine positive Zahl t = 1(x)
existiert, so dass Tx > u ist.

Die lineare Form y' € A" wird streng positiv genannt, wenn {x, y'> > 0 fiir
jeden Vektor x € A", x + o ist.

Ein Operator Te [¥] wird stark A -positiv (Krein und Rutman [10]) genannt,
wenn zu jedem x €X', x =+ o, eine natiirlich Zahl p = p(x) existiert, do dass
TPx € Int A ist, wo Int " das Innere des Kegels A" bezeichnet.

Ein A -positiver Operator Te[#¥] wird halbnichttragend (semi-non-support)
genannt (Sawashima [17]), wenn zum jedem Paar xe A', x + o, x' e A", x' % o,
eine natiirliche Zahl p = p(x, x') existiert, so dass {T"x, x') > 0 ist.

Ein A -positiver Operator Te[%¥] wird nichttragend (non-support) genannt
(Sawashima [17]), wenn zu jedem Paar xe€ A, x & 0, X' € A, x' + o, ein Index
p = p(x, x') existiert, so dass {T"x, x") > 0 fiir allen = p ist.

Ein A -positiver Operator Te [¥] wird streng nichttragend (strict non-support)
genannt (Sawashima [17]), wenn fiir jedes Element x € X', x * o, ein p = p(x)
existiert, so dass T"x = y ein nichttragendes Element des Kegels A" fiir allen = p
ist.

Der Vektor x € A" wird ein nichttragendes (non-support) Element des Kegels
genannt (Sawashima [17]), wenn die Ungleichung {x,x'> > 0 fir jede Form
X'eA', x' * o, gilt.

Ein Element x € A" wird ein quasiinneres (quasi-interior) Element des Kegels A"
genannt (Schaefer [22]), wenn die Menge der linearen Kombinationen von Elemen-
ten des Intervalles

[0.x]={y|o<y<x}
dicht in ¥ liegt.

Ein A -positiver Operator Te[%] wird quasiinnerer (quasiinterior) Operator
genannt (Schaefer [22]), wenn A > r(T) existiert, so dass TR(, T) x ein quasiinneres
Element des Kegels A~ fiir jeden Vektor x € A", x + o, ist.

Ein Operator Te[%] wird quasipositiv genannt (Sasser [16]), wenn zu jedem
Paar xe A, x #+ 0, X' € A", x' % o ein Index p = p(x, x') existiert, so dass
{T"x,x"y = 0 fiir n = p ist.

Ein Operator Te[%] wird streng quasipositiv (strictly quasipositive) genannt
(Sasser [16]), wenn zu jedem Paar x € A", X" € A", wo x ein nichttragendes Element
des Kegels A" und x' eine streng positive Form ist, ein Index p = p(x, x’) existiert,
sodass {T"x, x"y > 0 fiir n = p gilt.

Ein Operator Te[%¥] wird stark quasipositiv (strongly quasipositive) genannt
(Sasser [16]), wenn er nicht nilpotent ist und wenn fiir jedes Paar xe A", x' € A,
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wo x ein nichttragendes Element des Kegels A" und x' eine streng positive Form ist,
die Ungleichung
fim ing T2
e T

gilt.
In einer Umgebung einer beliebigen singuldren isolierten Stelle der Resolvente
R(Z, T) kann man R(Z, T) in eine Laurentsche Reihe (TAYLOR [23], S. 305) zerlegen

(2:3) R(4,T) =kZOAk(/1 — Ho) +klek()' — 1)k,
wo A, € [Z] und
B, = | R(LT)dL, Beyr=(T— o) Be. k=1,2 ...,
27 J e,

wobei Co = {A|[A — po| = 0o} und Int Co no(T) = {u,} (der Strich bedeutet
den Abschluss).

Besonders wichtig ist der Fall, wo p, ein Pol der Resolvente R(Z, T) ist. In diesem
Falle ist in der Laurentschen Entwicklung (2.3) nur eine endliche Anzahl der Opera-
toren By in dem absteigenden Teil der Entwicklung vom Nulloperator verschieden.
Wenn B, % 0O, B,,; = O ist, so sagen wir, dass y, ein g-facher Pol der Resolvente
R(2, T) ist.

Wenn Te [#] und auf der Kreislinie || = r(T) eine endliche Anzahl der Pole der
Resolvente R(4, T) liegt und g, der Pol der grossten Vielfachheit unter diesen Singu-
larititen ist, so definieren wir

S2(ko) = % 2R T

)
A

und speziell
S, =8V = ! Y o T
nk=1
Unter der Voraussetzung, dass #' < A eine J -totale Menge und T e [%¥]
ein 4 -positiver Operator mit einer von den Eigenschaften (iiia), (iiib) ist, definieren
wir die Funktionale

. Tx, x’
(2.4) r.,= inf < % ,
x‘et’ <X, X’>
#(x"){x x')>0
(25) o= sup M R
wer (X, XD
%(x’)>0

wobei x(x') = 1 fiir (iiia), %(x") = {uox’) fiir (iiib) und r* = + oo ist, wenn (x, X'y =
=0 und {Tx, x") > 0 gilt. Es ist klar, dass r, < + oo fiir jeden Vektor x e ¥,
x % o ist.
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Wenn y, € .# ein nichttragendes Element des Kegels .7 ist, so definieren wir das
Funktional

(2.6 X) = sup -~ -,

) olx) = sup T
so dass offensichtlich 0 < o(x) £ + o0 fiir xe# und —o0 < Q(X) < 4+ oo fir
x €% ist. :

Ein Vektor x € A" wird extremal in Bezug auf T genannt, wenn r, = r(T) oder
r* = r(T).

Ein halbgeordneter linearer Raum % wird ein Rieszscher Raum genannt
(Schaefer [18]), wenn zu jedem Paar x, y € % die Elemente sup {x, y} = x v y und
inf {x, y} = x A y existieren.

Wenn die Ordnung in % mit Hilfe des Kegels " gegeben ist, # = " — 4 und
wenn x v y und x A y in A existieren, dann ist % offensichtlich ein Rieszscher
Raum.

Wenn % cin Rieszscher Raum ist, so setzen wir y* =y v o, y~ = —(y A 0)
und |y| = y* + y~. Offenbarist y = y* — y~.

3. HILFSATZE UBER SPEKTRALEIGENSCHAFTEN
DER #-POSITIVEN OPERATOREN

Lemma 3.1. Fiir jeden Vektor xe X, x % o, gilt die Beziehung r, < r,, wo

y = Tx.

»

Beweis. Es sei y’ € #' eine solche Form, dass {Tx, y') > 0ist. Aus der Definition
des Funktionals r, und der #-Totalitit der Menge #' folgt die Giiltigkeit der
Bezichung

rx < Tx,
wovon
ry < T?x =Ty
und also ist auch
Ty
so dass endlich

r

. Ty, x'
< inf Ty, x> _
wer: Ly, x")
#(x")y,x">>0
gilt.
Ein dhnlicher Hilfsatz gilt auch fiir das Funktional r*:

Lemma 3.2. Fiir x€ A, x + o, gilt die Beziehung r* = r’, wo y = Tx.
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Die folgenden Sitze werden bei dem Beweis des Hauptsatzes angewandt.

Satz 3.1 (Schaefer [20]) Unter den Voraussetzungen (i), (iiia) resp. (iiib), (iv), (v)

des Hauptsatzes gelten fiir die Vielfachheiten q, = q4, ..., q, der Pole u, =
= Uy, ..., s der Resolvente R(4, T) die Ungleichungen

Satz 3.2 (Marek [13]) Unter den Voraussetzungen (i), (iv), (v) des Hauptsatzes
und unter der Voraussetzung, dass die Vielfachheit q; = q der grissten Vielfachheit
der Pole gleich ist, konvergiert die Operatorenfolge {S'V}, wo

l n
S'('q) - k—q+1#7ka
n k§=:l !
ist, in der Norm von [Z] zum Operator C, = [u;*"'[(¢ — 1)!] B,, wo B, das
fithrende Glied des absteigenden Teiles der Laurentschen Entwicklung der Resol-

vente R(/l, T) in der Umgebung des Punktes p; ist.

Lemma 3.3a. Unter den Voraussetzungen (i), (iiia), (iv), (v) des Hauptsatzes liegt
der Punkt py = r(T) im Spektrum o(T) und der Vektor

Bix = lim S,x,

n—

wo x € A, X =* o, ist ein nichttragendes Element des Kegels A .

Beweis. Die Behauptung, dass r(T) = po € o(T) ist, gilt fiir jeden . -positiven
Operator Te [#], fiir den r(T) > 0 ist und wenn die Bedingungen (iv), (v) erfiillt
sind (Marek [14]). Weiter ist bekannt (Sawashima [17]), dass zum Eigenwert
#o = r(T) des halbnichttragendes Operators Te[#] ein nichttragender Eigen-
vektor x, des Kegels & gehort und dass demselben Wert eine streng positive Eigen-
form x; des zu T adjungierten Operators T’ enspricht. Ebenso ist bekannt (Sawashi—
ma [17]), dass die Eigenunterrdume in % und %’, die dem Eigenwert y, entsprechen,
eindimensional sind. Davon leiten wir her, dass die Folge {S,x}, wo xe A, x * o,
nicht zum Nullelement konvergieren kann. Setzen wir voraus im Gegenteil, dass
S,x = o bei n - co. Man kann also den Ausdruck {S,x, x,> beliebig klein machen.
Wihlen wir also ¢ > 0 und finden wir N so, dass {S,x, xo» < ¢ fiir n = N ist. Ande-
rerseits ist aber

’ 1< - 3 ’
<S"X, XO> = - Z :uO k<Tkx’ X()> =

nu=1

2 <X, xpy = {x, x0) > 0,
u=1

S |-

so dass die Ungleichungen
0<d=<Cxxp)=(S,x,xp> < ¢
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gelten miissen, die infolge der beliebigen Wahl von ¢ > 0 zum Widerspruch fiihren.
Es ist also der Vektor

B;x = lim S,x
vom Nullelement verschieden, wenn x € ", x = o ist. Das bedeutet aber, dass der
Vektor y, = B;x ein zu dem Eigenwert p, = r(T) gehoriger Eigenvektor des Opera-
tors T ist, woraus folgt, dass ein nichttragendes Element des Kegels 4~ ist, was wir
beweisen wollten.

Bemerkung. Ahnlich gilt, dass fiir eine beliebige Form x' € A", x" + o, die Folge
{S,;x'} zu der Form vx; konvergiert, wo v > 0 ist.

Wir wissen schon, dass der Vektor y, = B;x, wo x € 47, X * o, ein nichttragendes
Element des Kegels " ist. Das bedeutet, dass fiir jede Form x' € ', x’ * o, die
Beziehungen

Yo Spx'> = K8y X =y x> >0
gelten. Die Folge {S;x'} kann also nicht zu der Nullform konvergieren, so dass
Bix' = lim S;x’
n—-ow
ein zum Eigenwert u, = r(T) gehoriges Eigenfunktional des Operators T ist. Die zu
beweisende Behauptung ist dann eine Folgerung dessen, dass T ein halbnichttragen-
der Operator ist.

Damit wir eine Behauptung, die dem Lemma 3.3a analog ist, fiir u,-positiven
Operator beweisen konnen, miissen wir zuerst einige Eigenschaften der uy-positiven
Operatoren beweisen.

Lemma 3.4. Wenn ein u,-positiver Operator Te[%] einen Eigenvektor x, € X
und ein Eigenfunktional xq € A" hat, die beide zu einem von Null verschiedenen
Eigenwert gehoren, so gelten die Ungleichungen

(3.1) Sug, o >0, <xp, xg) > 0.

Beweis. Setzen wir voraus, dass 0 + x5 = v~ 'T'xy, wo v > 0 ist. Dann existiert
x € A, so dass {x, x,» > 0 und also

0 < {x,xp)> = lk {T*x, xb>
v

fiir ein beliebiges ganzes k 2 1, also speziell auch fiir k = p = p(x) wo
auy < TPx < fuy .

Daraus folgt sogleich die Giiltigkeit der ersten Ungleichung in (3.1) Die zweite
Ungleichung in (3.1) folgt aus der ersten, denn es gilt x, € # und also mit a, =
= a(x,) > 0 haben wir aouy < v'x,.
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Satz 3.3. Essei A" <« % = A — A ein normaler Kegel und es sei iy = r(T) >0
ein isolierter Pol der Resolvente R(l, T) eines uy-positiven Operators T. Setzen wir
voraus, dass zum Eigenwert p, ein Eigenvektor x,€ A" und ein Eigenfunktional
xo € A" gehort. Dann ist der Punkt p, ein einfacher Pol der Resolvente R(A, T).

Beweis. Setzen wir voraus, dass die Vielfachheit g des Poles p, grosser als Eins ist.
Es sei B, das fithrende Glied im absteigenden Teil der Laurentschen Entwicklung
der Resolvente R(}L, T) in der Umgebung von po. Nach dem Satz 3.2 ist B, ein A -po-
sitiver Operator und nach unserer Voraussetzung ist B, + ©. Es existiert also ein
ye A, so dass B,y + o. Setzen wir ay = o(B,y), Bo = B(B,y), Po = P(B,y). Aus
der u,-Positivitit folgen die B:ziehungen

ooty < TP°Byy < Bottg
und aus denen nach lemma 3.4 die Ungleichung
(3.2) 0 < (T™B,y, xo) = U By, xo) .
Andererseits ist aber
‘ B, = (T_ ﬂol) B,y

also
<qu’ X£)> = <Bq—-1ya (TI - #OI) X6> =0,

was im Widerspruch mit (3.2) steht. Es muss also g = 1 sein.

Korollar 1. Wenn auf der Kreislinie |A| = r(T) eine endliche Anzahl von isolierten
Polen der Resolvente R(A, T) des uy-positiven Operators Te [¥] liegt, dann kon-
vergiert die Folge {S,}, wo

ist, in der Norm des Raumes [%] zum Projektor B;.

Korollar 2. Zu dem Eigenwert y, = r(T) des uy-positiven Operators T gehirt eine
streng positive Eigenform xq e A", d.h.

{x,xo> >0 fir xeX,x=%o0.

Beweis. Fiir x e ", x # o, existieren « > 0, «’ > 0 und eine natiirliche Zahl p,
so dass

aug < a'xy < TPx,
Wo Xo = g ' Txo, Xo € A, Xo * 0, und daraus folgt nach Lemma 3.4

0 < a'{Xg, xg) < {TPx, x> = pblx, x4 .
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Korollar 3. Unter der Voraussetzung, dass auf der Kreislinie ll\ = r(T) eine
endliche Anzahl von Polen der Resolvente R(2, T) des uy-positiven Operators T liegt,
ist der Operator By auch ein uqy-positiver Operator.

‘Lemma 3.3b. Wenn wir im Lemma 3.3a die Voraussetzung (iiia) durch die Vorausset-
zung (iiib) ersetzen, so ist der Vektor

Byx = lim S,x

n— oo
ein uqy-positiver Vektor fiir beliebiges Element x € A", x % o.

Beweis. Aus der u,-Positivitidt des Operators T folgt nach dem Korollar 2 des
Satzes 3.3, dass fiir jeden Vektor x € A, x + o, die Ungleichung {(x, xo» > 0 gilt,
wo x4 = pg ' T'x}, Xt € A, xiy % o, ist.

Wenn die Folge {S,x} zum Nullelement konvergieren sollte, so kénnte man den

Ausdruck {S,x, x> beliebig klein machen, also kleiner als ein im voraus gewdihltes
positives &:

(3.3) (Sx,xpy <e fir n=N.
Andereseits ist aber
{Sx%, xo) =X, Spxgy =<x, xgy > 0.
Dies ist aber ein Widerspruch; es geniigt nimlich ¢ = 27 '{x, x{) zu wihlen und wir
bekommen sogleich ¢ < {(x, xo> < &. Das Lemma 3.3b ist dadurch bewiesen.
Satz 3.4 (Marck [12]) Setzen wir voraus, dass

1) im Spektrum des Operators Te [Z] liegt das dominante Element po, || =
= r(T), was das bedeutet, dass die Ungleichung

A < lnol
fiir jeden Punkt J.€ o(T), A # po, gilt,
2) der Punkt y, ist ein Eigenwert des Operators T,

3) es existiert die Form y' € 2, so dass

<y = lim(x, )

fiir beliebigen Vektor x € & gilt, wobei y, € X' ist,

4) es existiert ein Vektor x'© € ' und ein Index s, 1 <5 < + 0 so dass

<Bs'x(0)’ ,V’> :*: O ’ Bs+1x(0) =0
gilt.
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Definieren wir die Iterationsfolgen {y,}, {y.}, {4,} durch die Formeln

(34) .}"u+l = )"nTyn B yO = x(O) B
(3.5) Yot = 2Ty, X0 pe> 0,
(3.6) A, = SLL> ‘

Ty V>

Dann gelten die folgenden Beziehungen

limy, = xo = pg 'Txo, limy,=x{=po 'T'x), limA, =2 = pg ' .

n— oo n—ow n— oo

wobei {(xq, x5» * 0.

Lemma 3.5 Wenn Te [¥] ein A -positiver Operator ist, so hat das Funktional
o = o(x), das durch (2.6) definiert ist, die folgenden Eigenschaften:

(3.7)  (a) e(x) ist eine reelle Zahl,
(b) o(x) = O firr xe A,
(c) e(ix) = Ao(x) fir xe A", A = 0,
(d) o(x) = o(y) fir 0 < x <y,
(e) o(x + y) = o(x) + o(y) fir xe A, yeA,
(f) e(yo) = ™,
(8) Tx < o(x) yo fiir xe%.

Bemerkung. Die Eigenschaften des Funktionals ¢ = o(x) sind identisch mit den
Eigenschaften des Funktionals p = p(x) in HADELERS Dissertation 8], S. 27.

4. DER EINSCHLIESSUNGSSATZ

In diesem Paragraph werden wir einige Behauptungen betreffs der Einschliessung
fir den Spektralradius eines J# -positiven Operators beweisen. Der Satz 4.1 ist eine
leichte Folgerung des Hauptsatzes und stellt wieder eine Verallgemeinerung des
entsprechenden Einschliessungssatzes fiir unzerlegbare Matrizen mit nichtnegativen
Elementen vor (Gantmacher [6], S. 325, Varga [24], Wielandt [25]).

Der Satz 4.2 ist stdrker als der Hauptsatz in dem Sinne, dass er keine Anspriiche
auf den Operator T'stellt. Andererseits verlangt er aber einige spezielle Eigenschaften
des Raumes % und des Kegels ¢ der nichtnegativen Elemente und in dieser Richtung
ist er schwicher. Dieser Satz stellt die abstrakte Formulation eines Satzes von K. P.
Hadeler, der fiir den Fall des Raumes %(Q), wo Q eine kompakte Menge ist, in seiner
Dissertation [8], S. 25 bewiesen wurde.

Der Satz 4.4 gibt ein Mittel zur Verkleinerung des Intervalls, das den Eigenwert
o = r(T) enthilt.
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Satz 4.1. Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes gelten die Ungleichungen

(1) o= inf IR ) < gup TRX2
x'edl <X, X’> x'eH’ <x, X,>
%(x’){xx'»>0 *(x')>0

fiir jeden Vektor x € A", x =+ o.

Satz 4.2. Setzen wir voraus, dass der Kegel A" im Raume % bildend und normal
ist und dass er ein nichtleeres Innere Int A" hat. Weiter setzen wir voraus, dass der
Raum % mit der durch den Kegel A induzierten Ordnung ein Rieszscher Raum ist.
Es moge Te [¥] ein beliebiger A -positiver Operator sein.

Dann gelten fiir den Spektralradius r(T) die Ungleichungen (4.1), wo x = y,
ein beliebiges im Int A" liegendes Element ist und »(x") = 1.

Beweis ist im wesentlichen identisch mit dem entsprechenden Beweis von K. P.
Hadeler [8].

Wenn r, = 0 ist, so ist die Ungleichung r, < (T) trivial, ebenso wie die Unglei-
chung #(T) < r* im Falle, dass r* = +c0. Es sei also 0 < r, < r* < +o00. Aus der
Definition von r, und aus der % -Totalitit der Menge #’ folgt die Giiltigkeit der
Relation r.x < Tx fiir jeden Vektor x € 4", x % o. Wir iiberzeugen uns leicht, dass

R(ALT) =R - T) ' = ATkT

1
p

N s

0

fiir 4 > r(T) ein A -positiver Operator ist.

Setzen wir voraus, dass in (4.1) die erste Ungleichung nicht gilt, also dass (T) < r,
fiir ein Element x € " ist. In diesem Falle ist R(r,, T) ein 2 -positiver Operator und
es ist

—x=—R(r, T)(r,] — T)xe X,

was zusammen mit der Voraussetzung x € ¢ die ausgeschlossene Moglichkeit x = o
gibt. Somit ist die erste Ungleichung in (4.1) bewiesen.

Beim Beweise der zweiten Ungleichung in 4.1 unterscheiden wir zwei Fille.

Fall A. Der Wert p, = r(T) ist ein Eigenwert des des Operators T. Es sei z ein
zu diesem Eigenwert gehoriger Eigenvektor. Dann ist offenbar —|z| < z < |z| und
also —T|z| < Tz < T|z|, woraus |Tz| < T|z| folgt. Weiter ist nach (3.7) (g)

(4.2) po|z| = |Tz| < T|z| < Q(|z|) Yo -

Es gilt also die Ungleichung o(|z|) > 0. Aus (4.2) erhalten wir nach (3.7) (d) endlich
die Ungleichung

"(T) o(|z]) = ol]z]) e(vo)
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und aus deran die zu beweisende Ungleichung
r(T) Sy,

Fall B. p, ist nicht ein Eigenwert des Operators T. In diesem Falle ist nach dem
Lemma I in der Dissertation [8], S. 25, ein Element des kontinuierlichen Spektrum
des Operators T. Es sei y, € Int #". Die Mengen I, = {y | —&yo < y < €yg, & > 0}
bilden ein Fundamentalsystem von Umgebungen des Nullelementes in %. Die Resol-
vente R(uo, T) existiert, ist aber unbeschrinkt. Es existiert also eine Folge {y,},
V., €%, so dass

I(T=HT)I) y|| S & [y =1, 6,20 fiir n> +o0.

Fiir jeden Vektor z, e %,
so dass

z,| < &, existiert eine Umgebung 9, des Nullelementes,

—&,V0 < Zp, < €,V €, = 0 fiir n > 4 o0.

Speziell fiir z, = (T — #(T)I) y, gelten also die Beziehungen

(4.3) —&,y0 < (T—rHT)I)y, < &V 0 <&, —0 fir n— +o0.

Setzen wir z, =z — z; und |z,| =z, + z,, wo z; =z, Vv 0, z; = —(z, A 0)
ist. Aus (4.3) folgt, dass |z,| < &,yo, wovon

(4.9 ?(T)|ya| < T|yal + Vo

folgt.

Wenn die Folge g,, wo

2, = o(|y]) = sup M
xe’ (Yo, X'

eine Nullfolge wire, so miisste die Folge { | y,,‘} zum Nullelement konvergieren, denn
aus (4.4) folgt infolge der Eigenschaft (3.7) (g) des Funktionals ¢ die Giiltigkeit der
Beziehung

(4.5) r(T) |ya] < e([ya] + &avo) ¥o
und davon mit Hilfe der Eigenschaften (3.7) (¢) und (c)
H(T) [yl < Lellyal) + zie(vo)] yo -

Das ist aber nicht méglich, da [y,| = 1 und || |y,| | = & max [||y, |
ist. Es existiert daher eine von n unabhingige Konstante ¢ > 0, so dass

oly) ze>0

fiir alle geniigend grosse n ist. Aus (4.5) leiten wir dann mit Hilfe von (3.7) (d) die
Giiltigkeit der Ungleichung r(T) < ¢(y,) her, die wir beweisen sollten.

y,,’”],5>0
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Bemerkung. Aus dem Beweis des Satzes 4.2 ist klar, dass die Voraussetzungen,
dass ¥ ein Rieszscher Raum ist, nur im Beweise der zweiten Ungleichung in (4.1)
und die Voraussetzung Int A" =% O nur im Beweise derselben Ungleichung beniitzt
werden, unter der Voraussetzung, dass p, = r(T) nicht ein Eigenwert des Opera-
tors Tist. Es gilt deshalb die folgende Behauptung.

Satz 4.3. Es sei W = A — A", wo A ein normaler Kegel ist. Dann gelten die
Ungleichungen 0 < r, < r(T), wo xe€X, x =+ o, fiir beliebigen A -positiven
Operator Te[¥]. Wenn nochmehr dazu der Raum % mit der durch den Kegel A
induzierten Halbordnung ein Rieszscher Raum und p, = r(T) ein Eigenwert des
Operators T ist, dann gelten die Ungleichungen (4.1), in welchen x = y, ein belie-
biges nichttragendes Element des Kegels A~ ist.

Definieren wir die Folgen

1 T il ' Tm !
(4.6) g = inf XD gy D XD
x'eH’ <ym xl> . x'eH” <yns X’>
#(x")yn,x">>0 x(x’)>0

wo yo = xXV e, x® £ ound y,.; = Ty, ist.

Satz 4.4. Wenn die Voraussetzungen des Hauptsatzes erfiillt sind, so existieren die
Grenzwerte
o =limea,, B =Ilm§p,,

n— o n—oo

wobei
(47) dnéan+l §a§'~(T)§B§ﬁn+l éﬁn

(vi) Wenn nochmehr dazu der Punkt p, = r(T) ein dominantes Element des
Spektrums o(T) ist, so gilt

(4.8) x=p=nT).

Beweis. Offenbar ist

Il

d" = ry(n) > ﬁn = ry(n) s ,V(") yn )

X

so dass (4.7) leicht aus der Ungleichungen r, < r
x =% o, ist. '

Wir werden zeigen, dass die Giiltigkeit der Beziehung (4.8) eine Folgerung der
Dominanteneigenschaft des Eigenwertes p,, ist.

Leicht stellen wir fest, dass fiir a,, f8, auch die Darstellungen

r

1\

r folgt, wo y = Tx, xe X,

»

- 1.,.(0
o, = inf <u0 nT"+ x( )s x’>
n
e o "T"x®), x’
x(x')’zyenx'>>0 <ﬂ0 ’ >
=npnr+1_(0) ’
T 'x
B, = sup KT XX
xeH’ <u6"T”x(°’, x1>

%(x")>0

508



gelten miissen. Nach dem Satz 3.4 ist fiir jede Form x" € 47, x * o,
(g "THIX, X = ol Byx ), x") = po(Byx®, Bix') > 0.

Danach kdnnen wir den Urteil machen, dass fiir gentigend grossen {(T"x® x'y >
> ¢ > 0 vom n unabhingig gilt, da B}x’ eine streng positive Form ist (Lemma 3.3a,
Lemma 3.3b). Wir niitzen weiter die Tatsache aus, dass die Folgen {oc,,}, {ﬂ,,} monoton
sind und also die Grenzwerte

lima, =ao, limfB,=p

n— o n— oo

haben. Offenbar ist « < #(T) < B. Es moge o < r(T) sein. In diesem Falle existiert
fiir ein beliebig gewihltes ¢ > 0 eine Form X’ € /#’, so dass die Ungleichung

(4.9) g LT
(T, %
fiir geniigend grosse n gelten muss.

Andererseits existiert fiir dasselbe ¢ > 0 ein N, so dass die Ungleichungen

<Tn+ lx(()), i’)

(4.10) HT) — e < T 23

<HT)+c¢

fiir n = N gelten.
Aus (4.9) und (4.10) erhalten wir die Ungleichung

HT)—e<a+e

die mit Hinsicht auf die Beliebigkeit der Wahl von ¢ > 0 und in Bezug auf die von
uns gamachte Voraussetzung « < r(T) zum Widerspruch fiihrt.

In dhnlicher Weise existiert zu dem gegebenen & > 0 ein R’ € #’ so dass die
Ungleichung
<Tn+ lx(O), £!>

B—e<
(T, 27>

gilt, die zusammen mit der entsprechenden Ungleichung wie (4.10) zur Ungleichung
B — & < r(T) und also auch zum Widerspruch mit der Ungleichung § > r(T) fiihrt.

Somit ist die Gilltigkeit der Beziehungen (4.8) und dadurch auch des Satzes 4.4
bewiesen.

Bemerkung. Die Voraussetzung, dass der Wert p, dominant ist, kann man nicht
auslassen, wie es das folgende Beispiel zeigt.

Setzen wir voraus, dass # = 2, der dreidimensionale euklidische Raum ist. Die
3
Norm in % ist durch das Skalar-produkt <{x, y> =Y Xy, Wo x = (x4, x5, x3)",
k=1

v = (1, y2, y3)" bestimmt. Der Kegel # ist die Menge der Vektoren x = (x4, x,.
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x3)" mit nicht negativen Koordinaten x;. Das Symbol (x,, x,, x3)" bezeichnet einen
Spaltenvektor. Der Operator T'sei in einer Basis des Raumes % durch die Matrix, die
auch mit dem Symbol T bezeichnet wird, dargestellt:

010
T=(001
100

Der Operator T ist halbnichttragend (die Matrix T ist unzerlegbar). Die Eigenwerte
des Operators sind po = 1, py = —3H1 + i\/3), ty = (=%) (1 = i4/3), sodass
uj = 1. Es sei x\® = (0, 1, 1)". Wir stellen leicht fest, dass

(T x0), L (1x0),

Ol = min L = min
e (T, j=2,3 (x'?);

Mit Hilfe von (4.7) stellen wir fest, dass o, =0 fiir alle k = 0, 1, ... Es ist also
0=a=Ilima, <1=rT).

Bemerken wir noch, dass der Operator T fiir kein u, € 4" ein u,-positiver Operator
sein kann. Im entgegengesetzten Falle wire er ndmlich auch ein stark ugy-positiver
Operator, was unmoglich ist, weil auf der Kreislinie |2| = 1 = r(T) drei Elemente
des Spektrums o(T) liegen (Marek [11]).

5. BEWEIS DES HAUPTSATZES

Aus der Beziehung r*x > Tx, die fiir ein beliebiges Element x € K, x = o, giiltig ist,
konnen wir die Beziehung

r*S,x > TS,x

ableiten und somit auch die Ungleichung

(5.1) rr=zr,
wo y = S,x ist.
Es sei
T 4
(5.2) a= inf  sup (Te. Xy
xeX x*¥0 x’eH’ <X, x'}
»(x')>0

Offenbar ist 0 £ o = + oo. Andererseits haben wir

to = r(T) =1’ = sup Ty, x>
x'eHh <.V,x>
®(x')>0
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wo y = B,x und x € X, x # o ist, sodass y, = o Wir schliessen die Méglichkeit
a < p, aus. Offenbar geniigt es, sich auf solche Vektoren z € A zu beschrinken, fiir
welche {z, X'y > O fiir x’ € #', x(x’) > Oist. Esseiz > Ound ze X', z * o. Finden
wir ein solches N, dass

IS, = By <% fir n=N.
2
Die Existenz eines solchen N ist durch den Satz 3.2 gesichert. Nach dem. e'ntSpf_e'
chenden von den Hilfssitzen 3.3 und laut dem Korollar 2 zum Satz 3.3 existiert €in

{>0,{=1{zx), wo x' € #', x(x') > 0, so dass die Ungleichungen {S,z, x> =
= { > 0fir n = N gelten, und also

1<TS,,Z, x> _

1 /
< - KTS,z, x> — 1o€Saz, XO| =
Gy M| F KIS0 |

< %{I(TS,,Z, X'y — {TByz, x'D| + |[{TByz, X' — 1o{SuZs x|}
Hier haben wir also einerseits
KT8z, x> = <18,z 50| < 5 ] el ¥
und andererseits
KTBiz x> ~ uotS,z x| = - ollz] 1 -
Zusammen erhalten wir die Abschitzung

(TS,2,x> _

5.3
) {Suz, X"

Ho

< % (WNENEE

Aus (5.1) folgt die Giiltigkeit der Ungleichung

(54) <TSnZ7 X’> é rS,,z é rz
{(8uz, x>

und nach (5.3)

o = {TS,z,x") .

(8,2, x")
WO
1
| = : IT[ ] =] & = o2

so dass

Ho ST +0e =X + e, y=S,2,
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was infolge der Beliebigkeit der Wahl von ¢ > 0 zur Ungleichung

uOéryérz’ y=SnZ

o =0 = inf r= min r*
xeX ,x¥o0 xeX ,x¥o0

fiihrt.
Den iibrigbleibenden Teil der Behauptung des Hauptsatzes, ndmlich die Giiltigkeit
der Gleichungen
ng,x > _ r(T)
<x, xD

max inf
xeX x'ed’
%#(x'){x x'»>0
kann man analog beweisen. Esist aber nicht notig, denn es sind die beiden Vorausset-
zungen des schon bewiesenen Satzes 4.3 erfiillt, nach welchem r, < #(T) fiir ein
beliebiges Element x € 4", x =+ o, ist.

Andererseits gilt fiir die Elemente der Form y = B;x, wo x € 4, x =% o ist die
Gleichung

¥ . -
x'eH’ (le, x')
#(x'){B1x x'>>0

so dass auch
max r, = po = T).
xeX

Damit ist der Beweis des Hauptsatzes vollendet.

Es bleibt iibrig zu beweisen, dass das einzige extremale Element in Bezug auf T, bis
auf einen positiven Multiplikationsfaktor, der Eigenvektor x, = pg *Txo, Xo € A,
Xo =+ o ist.

Setzen wir voraus also, dass z € " die Eigenschaft hat, dass

(Tz,x'>

PN =u=rT)=r

r, = inf
x'ef’
2(x")x x"»>0
ist.

Fall (iiic). Es sei nach der Voraussetzung Tz — r,z = v % o und (T"v, x') > 0
fir n = p = p(v) und x" € #”, x" + o. Weiter erhalten wir die Bezichungen

0 <<, TPx'y =T~ rl)z, T'""x") .

Es existiert ein ¢ > 0, so dass

0<{(T—=rl)z — ez, T'?x")
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und also
(Ty, x> 2 (r+ &)<y, x>

wo y = T?z. Aus dieser Ungleichung folgt, dass

Zr+e>r

ry, =

ist, aber das ist im Widerspruch mit der Ungleichung r, < r. Also ist Tz — rz = 0
und z = ¢xy, ¢ > 0.

Fall (iiid). Es sei nach der Voraussetzung
0<Tz—rT)z=v+o0.
Dann ist T?v > o(v) u, und fiir y = T?z gilt
Ty —ry =T’z — rTPz = TY(Tz — rz) = T? > «(v) ug .
Fiir geniigend kleine ¢ > 0 werden noch folgende Beziehungen gelten:
Ty — (r+ &)y > a(v)ug — ey > [ofv) — «(z) €] up
wo a(z) ug < TPz, av) uy < TPv. Es ist dann

Ty.x) =zr, =
{y, x>

was im Widerspruch mit der Definition der Zahl r steht.

r+¢, ¢>0,

Also ist der Eigenvektor xof||xol|, Xo = pg ' Tx, der einzige extremale normierte
Vektor in Bezug auf T.

Bemerkung. Im Laufe des Beweises des Hauptsatzes wurde gezeigt, dass man sich
bei der Bestimmung des Maximums oder Minimums iiber den Kegel A auf die
nichitragenden Elemente des Kegels " im Falle (iiia) oder auf die uq-positiven
Elemente des Kegels A" im Falle (iiib) beschréinken kann.

6. SPEZIELLE OPERATOREN

In diesem Paragraph werden einige spezielle ¢ -positive Operatoren behandelt,
die den Voraussetzungen des Hauptsatzes geniigen. Wir werden auch versuchen einen
Uberblick der verschiedenen Beziehungen zwischen .den verschiedenen Typen der
A -positiven Operatoren zu geben. Der Bequemlichkeit des Lesers wegen sind die
nétigen Definitionen im Absatz 2 angefiihrt. Der Anschaulichkeit wegen sind die
erwidhnten Beziehungen im angefithrten Diagramm eingezeichnet.
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( quasipositiver i(_ A — positiver |(_
| Operator | Operator |
1 uy — positiver |
halbnichttragender Operator !
Operator
/r
quasiinnerer
Operator
I streng ! nichttragender
1 quasipositiver j<———— Operator
§ Operator ; 7
| 1 : |
| stark streng
‘ quasipositiver  |[<-————— ' nichttragender
| Operator Operator: | stark u, — positiver
1t i Operator
stark 4~ — positiver! ‘ 1
Operator |

Es ist klar, dass fiir einen beliebigen 4 -positiven Operator Te [#] der Hauptsatz
nicht gilt. Aus dem Diagramm ist ersichtlich, dass man die Voraussetzungen (iii)
schon nicht mehr wesentlich verschwichen kann.

Die Voraussetzungen (iv), (v) haben keine Beziehung zur Ordnung in % und also
zum Kegel 7. Thre Erfiillung ist gesichert, wenn wir voraussetzen, dass

(vii) eine Funktion f existiert, die analytisch in den zusammenhdngenden Kom-
ponenten des Definitionsbereiches A(f) > o(T) (TAYLOR [23], S. 288) und so be-
schaffen ist, dass der Operator f(T) = U + V ein Operator von Radon-Nikolski
ist und |f(2)| > r(V) fur || = r(T) gilt.

Bemerkung 1. Die Bedingung (vii) ist dquivalent (Anmerkung von A. PIETSCH)
mit der Bedingung

(vii") Es existiert eine Funktion g, die analytisch in den zusammenhdngenden
Komponenten des Definitionsbereiches A(g) > o(T) und so beschaffen ist, dass ein
kompakter Operator U € [#] existiert, so dass |g(T) — U|| < 1 ist.

Die Voraussetzung (vi) im Satz 4.4 ist erfiillt, wenn der Operator eine von diesen
Eigenschaften besitzt:

(via) Der Operator T ist nichttragend.
(vib) Der Operator T ist stark u,-positiv.

Bemerkung 2. Es ist erwdhnungswert, dass in dem angefiihrten Diagramm keine
Beziehung zwischen den halbnichttragenden und uqy-positiven Operatoren besteht.
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Wir werden zeigen, dass ein stark uy-positiver Operator existiert, der kein halb-
nichttragender Operator ist.

Es sei % = 4, ein reeller zweidimensionaler euklidischer Raum und T ein Opera-
tor, den man in einer Basis von % durch die Matrix

T (0 0)
11

darstellen kann. Dieser Operator ist stark ug-positiv, wo u, = (0, 1)" ist, denn Tx =
=,y =(0,y + 1), wo x = (v, 7)", aber ist er kein halbnichttragender Operator,
weil das Skalarprodukt <ug, vo», vo = (1, 0)%, gleich Null ist. Der Vektor v, ist ein
Eigenvektor des adjungierten Operators T'. Es ist also der Vektor u, = Tu, ein tra-
gendes Element des Kegels £, wo " die Menge aller Vektoren mit nicht negativen
Koordinaten bezeichnet, was fiir einen halbnichttragenden Operator ausgeschlos-
sen ist.

Andererseits braucht ein halbnichttragender Operator fiir kein Element u, € 2
ein u,-positiver Operator sein, wie es das in der Bemerkung zum Satz 4.4 angefiihrte
Beispiel zeigt.

Bemerkung 3. Es ziemt anzufiihren, dass im endlichdimensionalen Raume die
Begriffe A -positiver unzerlegbarer Operator, halbnichttragender Operator und
quasiinnerer Operator sowie auch die Begriffe primitiver Operator, nichttragender
Operator und stark A -positiver Operator zusammenfallen.

Literaturverzeichniss

[1] G. Birkhoff: An extension of Jentzsch’s theorem. Trans. Amer. Math. Soc. 85 (1957),
219—227.

[2] F. F. Bonsall: Endomorphisms of partially ordered vector spaces. J. London Math. Soc. 30
(1955), 133— 144.

[3]1 F. F. Bonsall: Linear operators in complete positive cones. Proc. London Math. Soc. (3) &
(1958), 53-—-75.

[4] L. Collatz: Einschliessungssatz fiir die Eigenwerte von Integralgleichungen. Math. Zeitschr.
47 (1942), 395—398.

[5] L. Collatz: Einschliessungssatz fiir die charakteristischen Zahlen von Matrizen. Math.
Zeitschr. 48 (1942—43), 221--226.

[6] @. P. Tanmmaxep: Teopust MaTpuy. Mockea 1953.

{71 R. Jentzsch: Uber Integralgleichungen mit positiven Kern. Journ. fiur reine und angew.
Math. Bd. 741 (1912), 235—244.

[8] K. P. Hadeler: Einschliessungssidtze bei normalen und bei positiven Operatoren. Disserta-
tion zur Erlangung des Doktorgrades der Mathematisch Naturwissenschaftlichen Fakultit
der Universitit Hamburg. Hamburg 1965.

[91 M. A. Kpacnoceasckuii: TIonoxuTeNnbHble PELIEHUs] ONEPATOPHBIX ypaBHeHUi. Mocksa 1962.

[10] M. I'. Kpeiin, M. A. Pymman: JIuHeliHble ONepaToOphbl OCTaBISIOIINE HHBAPUAHTHBIMU KOHYC
B upoctpancTee banaxa. Ycm. mart. nayk 11T (1948), N1, 3—95.
[11] 1. Marek: A note on # -positive operators. Coment. Math. Univ. Carol. 4,4 (1963), 137 to 146.

515



[12] 1. Marek: Iterations of linear bounded operators and Kellogg’s iterations in non self-adjoint
eigenvalue problems. Czech. Math. Journ. 12 (1962), 536—554.

[13] I. Marek: On approximative construction of eigenvectors corresponding to a pair of complex
conjugated eigenvalues. Mat. fyz. Casopis /4 (1964), 277—288.

[14] 1. Marek: Some spectral properties of Radon-Nicolski operators and some their generaliza-
tions. Comment. Math. Univ. Carol. 3, 1 (1962), 20— 30.

(151 I. Marek: uy-positive operators and some of their applications. J. Soc. Industr. Apl. Math.
(Im Druck.)

[16] D. W. Sasser: Quasi-positive operators. Pacif. J. Math. /4 (1964), 1029—1037.

[17] I. Sawashima: On spectral properties of some positive operators. Nat. Sci. Rep. of the
Ochanomizu Univ. 15 (1964), 53— 64.

[18] H. Schaefer: Halbgeordnete lokalkonvexe Vektorrdume. Math. Annalen Bd. 735 (1958),
115—141.

[19] H. Schaefer: Halbgeordnete lokalkonvexe Vektorraume II. Math. Annalen Bd. 738 (1959),
254—286.

[20] H. Schaefer: On the singularities of an analytic function with values in a Banach space. Arch.
Math. XI (1960), 40—-43.

[21]1 H. Schaefer: Positive Transformationen in lokalkonvexen Vektorraumen. Math. Annalen
Bd. 7129 (1955), 323—329.

[22] H. Schaefer: Spectral properties of positive linear transformations. Pacif. J. Math. /0 (1960),
1009—1019.

[23] A. E. Taylor: Introduction to Functional Analysis. J. Wiley publ. New York 1958.

[24] P. C. Bapza (R. S. Varga): YucieHHble MCTOMABI PEIIEHHS MHOTOMEPHBIX MHOTOTPYIIOBBIX
nudby3noHHbIX ypaBHeHH. Teopust simepHbIX peakTopos, cTp. 187-—214. Mocksa 1963.

[25] H. Wielandt: Unzerlegbare nichtnegative Matrizen. Math. Zeitschr. 52 (1950), 642— 648.

Anschrift des Verfassers: Praha 8 - Karlin, Sokolovska 83, CSSR (Matematicko-fyzikélni fa-
kulta KU).

CIIEKTPAJIBHBIE CBOVCTBA .#-TIOJIOXXUTEJIbHBIX OMEPATOPOB
" TEOPEMbBI O JIOKAJIM3ALIMU CHEKTPAJIBHOI'O PAZINYCA

MNBO MAPEK, (Ivo Marek), INpara

HccnenoBaHusi MpoOBOAATCS B BElICCTBEHHOM 0aHaXoBOM IpocTpaHcTBe % ¢ BOC-
MTPOM3BOSLIMM HOPMAaJIbHBIM KOHYcOM: /. B % BBoOUTCS OOBIYHBIM crOCOOOM
YaCTHYHASL YNOPSAOYEHHOCTh ¥ C €€ TMOMOIUBIO TOJIOKHUTEILHOCTh (JIMHEHHOTO)
otobpaxenust % B %. OCHOBHBIM pe3YyJbTATOM CTAThU sBJIsIeTCS 00001IeHe ,,MH-
HUMaKCIPUHIMNA TSI JIMHEHHBIX TIOJIOXUTEJbHBIX OTOOPaXeHU CreUaibHOTO
THHa. DTOT NPUHLMIT ToKa3aH AJist nonyHeHecywux (Sawashima [ 17]), ¢ oguoit cropo-
HBL 1 YIS Uy-TostoxuTesbHbIX (KpacHocembekuit [10]), ¢ Apyroit cropoHsl, onepa-
TOPOB.

Iycte A" < %, toe %' — conpsbkeHHoe ¢ % TPOCTPAHCTBO HEMPEPBIBHBIX JIU-
HelHbIX popM Ha ¥, — conpsbkeHHbIH ¢ A~ KoHYyc. [Ipennoyoxum, yto #' < A,

Mruoxcecmgo H' < A~ nazoeem A '-momaavnvim, ecau u3 ycaosuii {x, x'> = 0,
x' e, esimexaem, umo x € A’ .
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CrieKTpaJIbHBI PagUyc JIMHEHHOTO OrpaHW4eHHOTO oToOpaxeHus T mpocTpaH-
ctBa & B cebst o603navaeM cumsosiom r(T).

OCHOBHOIT pe3yJbTaT cTaThu CHOPMYTHpPYEM B BUAE TEOPEMBIL.

Ipeonoaoxncenus.

QO A W =AH — A — HOpmarbHblll KOHYC;
(i) #' < A’ — A -momavHoe mMHONCECBO;
(iiia) T — noaynenecywuii onepamop;

(iiib) T — ugy-nosoxcumensivlii onepamop;

(iv) Cywecmeyem ne 60.4ee uem KOHEUHOE MHONCECMBO OCOOLIX MOYeK [y, ..., Uy
pesoavgenmuvt R(A, T) = (Al — T)™ ', daa xomopeix lujl = r(T).
(v) Touku py, ..., py seaswomes nomocamu pesoasgenmost R(Z, T) kpamuocmeii
ql) ey qs‘

OcHoBHast Teopema. Ilpu evinoanenuu ycaosuii (i), (ii), (iv), (v) u no kpaiineti mepe
00Ho20 u3 ycaoguii (iiia), (1iib) umeem:

. Tx, x' . Tx, x'
1) po=py=r(T) = min sup Tex) max inf <—’—,>,
xel ,x+0 x’eH’ <X, X’> xeX’ xeH’ <x, X >
%(x")}>0 x(x){x x">>0

20e x(x") = | daa (ilia) u x(x') = {uy, x"y 04 (iiib).

2) po — cobcmesenHoe snauenue onepamopa T u emy coomeenmcmsyem eOuHcmeen-
HbIil HOPMAAUBUPOBAHHbIIL 8EKMOP Xo € A .

Ecau kpome (iiia) evinoanero ycaosue (iiic): onepamop T — cmpozo nenecywuii, uiu
xpome (iiib) ewvimoaneno ycaosue (iiid): T — pasHomepHO uy-noA0HcumesbHbili onepa-
mop, Mo Kancowlil BekMop X € A", 0414 KOMOPO2O UAU

inf Texh _ r(T)
x'eH’ <X. X’>
x(x"){x x")

utu

$Tex2 - )

sup —~
xen  {x, X"
a(x)>0
umeem 8U0 cxy, 20€ ¢ — NOCMOAHHAA.
OTMeTHM, 4TO OCHOBHAasi Teopema 0060011aeT M3BEeCTHYIO TeopeMy Ppobenuyca
B popmyspoBke Bitanaa (Wielandt [25]). MinTepecHo Takxke, 4TO Jist KBaAPATHBIX
HEOTPHUATEIbHBIX MAaTpUL, JOKAa3aHHBIH TPHHIUI sBJseTcs Oojiee oOIMM, yeM
YIOMSIHYTBI NPUHIMI Buianaa, mOTOMY UTO Uy-TTOJIOKUTEIIbHBIA OMEPaTOpP MOXKET
ObITb, B OOLIEM, NPEACTABJIEH B BUNE HEOTPULATEIBHOM Pa3JIONKUMON MAaTpUIEL.
Kpome npsiMbix clieACTBHI OCHOBHOM T€OpeMbl B CTAThe UMEIOTCS YTBEPKACHUS,
Kacarolyecst JIOKaJn3aliy CIeKTPaJbHOrO pajgiyca paccMaTpBaeMoro oneparopa.
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