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DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN EINER GANZEN
CHARAKTERISTISCHEN FUNKTION
EINER VERFEINERTEN ORDNUNG
UND IHRER VERTEILUNGSFUNKTION

HANs-JoACHIM ROSSBERG, Berlin

(Eingegangen am 1. Februar 1966)

Die Verteilungsfunktion H(x) habe die ganze charakteristische Funktion
(1) W) = f FHdH() (z =1+ iy).

E. LukAcs ([2]; 7.2) und B. RAMACHANDRAN [4] haben untersucht, in welcher Weise
das Anwachsen der Funktion |h(z)| mit Eigenschaften von H(x) verkniipft ist. Wir
werden hier die Uberlegungen beider Autoren weiterfithren, indem wir den Begriff
der verfeinerten Ordnung einer ganzen Funktion heranziehen. Es handelt sich
jedoch dabei nicht um eine einfache Ubertragung der Ideen und Ergebnisse von
Lukacs und Ramachandran, sondern es wird dariiberhinaus in den Sétzen 2 und 3
ein schirferes Resultat formuliert, ndmlich die Existenz der Limites (9) und (26).
In der Terminologie von G. Valiron [5] bedeutet dies das vollkommen regulire
Wachstum von hy(z). Zum Schluss wird sich eine einfache Anwendung auf die Null-
stellenverteilung von ganzen charakteristischen Funktionen ergeben, wobei wir
zugleich einfache hinreichende Kriterien iiber H(x) entwickeln, mit denen man
entscheiden kann, ob h(z) zur Konvergenz- oder Divergenzklasse des Minimaltyps
einer endlichen Ordnung ¢ > 0 gehort.

Definition 1. Es sei s(r) eine fiir r > 0 definierte, positive und monoton zunehmende
Funktion von r. Wenn

im log s(r) _ 0
logr

endlich ist, so hat s(r) die Ordnung ¢; andernfalls ist s(r) von unendlich grosser
Ordnung.
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Definition 2. Die soeben eingefiihrte Funktion s(r) heisst im Falle 0 < ¢ < oo vom
Minimal-, Mittel- oder Maximaltyp, je nachdem

i S0) _
P

Null, endlich und positiv, oder unendlich ist.
Mit der ganzen Funktion h(z) betrachten wir nun
(2) M(r, h) = max |h(z)|
lz|=r

und erklidren:

Definition 3. Ordnung und Typ der Funktion h(z) ist Ordnung und Typ der Funk-
tion s(r) = log M(r, h).

Uber ganze charakteristische Funktionen ist das folgende wichtige Resultat
bekannt ([2], 7.1 und 7.2; [4]).

Satz 1. Es gibt keine ganze charakteristische Funktion mit einer Ordnung ¢ < 1
oder vom Minimaltyp der Ordnung 1; jedoch gibt es charakteristische Funktionen
jeder Ordnung ¢ mit 1 < ¢ < o0, und bei 1 < 9 < oo gibt es alle drei Typen, bei
¢ = 1 den Mittel- und den Maximaltyp.') Der Mitteltyp der Ordnung 1 tritt
genau bei den Verteilungsfunktionen von beidseitig beschrinkten Zufallsgrossen auf.

Das Anwachsen der Funktion (2) ldsst sich noch wesentlich genauer beschreiben,
wenn man den von G. VALIRON eingefiihrten Begriff der verfeinerten Ordnung (v.O.)
benutzt ([1]; L. 12).

Definition 4. Die fiir alle » > 0 definierte reelle Funktion o(r) heisst eine v. O.,
wenn zugleich

limo(r)=¢ (0 <o <o) und limrg'(r)logr =0
gilt; dabei ist ¢'(r) die Ableitung von g(r), die fiir alle geniigend grossen r existieren
soll.

Definition 5. Die ganze Funktion h(z) hat die v. O. g(r), weann

— log M(r, h)

r—- o

=7 (0<1< o).

Bemerkung 1. Die Unterteilung jeder v. O. in die drei Typen gemiss Definition 2
wird hier gegenstandslos. Die v. O. ¢(r) und auch die Zahl © werden durch h(z) nicht
eindeutig bestimmt.

1y Sie kdnnen auch bei Verteilungsfunktionen B(x) mit B(0) = 0 auftreten.
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Bemerkung 2. Voéllig analog kann man natiirlich Ordnung, Typ und v. O. einer
analytischen Funktion in einer Halbebene definieren.

Zu jeder ganzen Funktion einer endlichen Ordnung gibt es auch eine v. O. ([1];
I. 12); daher kann man von einem rein funktionentheoretischen Standpunkt aus
ohne weiteres auch von analytischen charakteristischen Funktionen einer v. O. spre-
chen. Wahrscheinlichkeitstheoretisch gewinnt dieser Begriff jedoch mehr Interesse,
wenn man die Beziehungen zwischen den analytischen charakteristischen Funktionen
einer v. O. und den zugehdrigen Verteilungsfunktionen kennt. Diese werden wir jetzt
herleiten.

Im weiteren werden wir die folgende Abwandlung des Begriffs der v. O. bendtigen.

Definition 6. Die Funktion a(x) heisst eine ausgeartete v. O. (a. v. O.), wenn sie fiir
alle geniigend grossen x differenzierbar ist und wenn zugleich
(4) limo(x) = o0 und lim A(x) > —1
gilt, wo

Ax) = x o'(x) log x
()

ist.

Wir stellen nun einige Eigenschaften der v. O. und der a. v. O. zusammen.

Wesentlich am Begriff der v. O. ist, dass x** ein in mancher Hinsicht dhnliches )
Verhalten wie x* aufweist. Das erkennt man z. B. an dem folgenden Lemma und der
Formel (5). Die Bedeutung des Begriffs der v. O. einer ganzen Funktion beruht in
starkem Masse darauf, dass sich tiefliegende klassische Sitze tiber Ordnung und Typ
auf die v. O. iibertragen lassen; vgl. die Hilfssdtze 5 und 6.

Lemma 1. Wenn o(x) - « (0 < « < o0) eine v. O. oder eine a. v. O. ist, so ist die
Funktion x*® fiir geniigend grosse x eigentlich monoton.

Beweis. Es gilt fiir geniigend groBe x
(5) [x* @] = x* ™~ o(x) (1 + A(x)) > 0.

Lemma 2, Wenn o(x) — o eine v. O. oder eine a. v. O. ist und wenn x = ¢(r) die
nach Lemmg 1 fiir grosse x eindeutige Umkehrfunktion fiir r = x*™ ist, so ist auch

6 r) = 1 ©
; O o) =
eine v. O.

Beweis. Wegen (5) ist

v 29) iy = — X&) - ~
Q( ) ( ) ( ) Z(x) a(x) a(x) (1 + A(x))
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und daher gilt

imro'(r)logr = — im—'i(i)——=
fimrg(n)logr = = lim ) = °

Aus [1] (L. 12) bzw. [2] (7.2) entnehmen wir noch die folgenden Hilfssitze.

Lemma 3. Wenn g(r) - ¢ > 0 eine v. O. und k eine positive Zahl ist, dann gilt
fiir beliebiges ¢ > 0 und alle geniigend grossen r

(1 — 8) kere®™ < (kr)e(kr) < (1 + 8) Kere® |

Lemma 4. Eine Verteilungsfunktion H(x) hat genau dann eine ganze charakte-
ristische Funktion (1), wenn bei x > 0 H(—x) + 1 — H(x) = o(e™™) fir alle
r > 0gilt.

Satz 2. Hy(x) sei eine Verteilungsfunktion mit der Eigenschaft Hy(0) = 0, und
sie gestatte die Darstellung

(7) 1 — Hy(x) = exp {—kx'"*@}
wo k eine positive Konstante und o(x) — o (0 < & < ) eine v. O. oder eine a. v. O.
sei.
Dann hat Hy(x) die ganze charakteristische Funktion
o] 0
®) hofz) = J ™ dHou) = 1 + iz f (1 — Ho(u)) du
0 0

mit der v. 0. (6), und es gilt

. log M(r, hy) _ _
) ,lin;T_l (o = 0)
bzw. .
(10) k=% < lim log M(r, ho) _ g log M(r ho) _ ) —1sa
B r—w r('(') - r— o r“(" -
(0<a< o),
wo
aﬂ

=
(1 + a)1+a
gesetzt ist.

Bemerkung. Wegen k = x'°#/°¢* kann man die Konstante k durch o(x) aus-
driicken; die Darstellung (7) wird wegen einer spiteren Anwendung gewéhlt.
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Beweis. Nach Lemma 4 hat H,(x) eine ganze charakteristische Funktion. Die
Formel (8) folgt aus

(11) j :e"w AHo(u) = 1 — (1 = Ho(A)) ¢ + iz J :ef="(1 — Ho(u)) du

beim Grenziibergang 4 — oo, die absolute Konvergenz der rechten Seite bei beliebi-
gem z ist aus (7) ersichtlich.

Wie Lemma 1 lehrt, gibt es eine Zahl & > 0, so dass x*® fiir x = & eigentlich
monoton ist. Nun wihlen wir eine Zahl y < 0, fiir die |y| so gross ist, dass die durch

(12) kxi®0 = |y| (1 + 8,), kx3"2 = |y| (1 = 6,)

6; > 0,0 < §, < 1) bestimmten Zahlen x,(y) und x beide grosser als ¢ sind.
1 2 1 2\ g
Dann gilt auch

(13) X =9 <|J’l : 261), X, = ¢ <|y| : ;52)

Fiir alle Zahlen v = x; liefert (12) die Abschétzung

Y+ k@ z y + kxi® =y + (1 +8,) = |y] 8, -

Folglich gilt gemiss (8)

0

(14)  ho(iy) = ho(—ily]) = 1 + |y] J‘xxe‘”" du + ]y]fwexp {o[|y| = kv"®]} dv <

0

< ety [ylj e PP dy = eI (1 4 o(1)).

X1

Die entsprechende Abschitzung nach unten gewinnen wir nun schnell. Vermdoge (8)
gilt ndmlich

(15) ho(iy) = |¥| 'rze”"“(l — Ho(u)du = (1 — Ho(x,)) (P> — 1),

0
und kraft (7) und (12) ergibt sich daraus
(16) i) 2 e (1 + o(1)

Um den Fall des endlichen und des unendlichen « nicht unterscheiden zu miissen,
setzen wir im letzteren 1/a = 0, also ¢ = 1. Nach Lemma 2 ist

Q(r)=1+~—1~ —+l-i-1

(o o(r) o
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eine v. O.; also gilt zufolge Lemma 3 bei beliebigen ¢ > 0 fiir geniigend grosse |y|
(vgl. (12) und (13))

1+51 B 1+51 1+(1/a(X1))— 1+51 e((1+61)lyl/k)<
bl { p lyl} — bl <

4
<(1+e) (1 ";jl) [y[ectD

— -5 o(1-02)|yl/k) _
1’72 bl = {1 & lyl}L Tz (1 k62>qul“"“-

k

Weil M(|y|, ho) = ho(—i|y|) ([2]; 7.1), folgt hieraus mit Hilfe von (14) und (16)

(17) (=2 (ﬁﬁ>1/aez Toft) < 08Mho) (1_1;&)”1 o1).

k re®

Die Funktion (1 — 8,)'/* 6, nimmt, fals « < oo, ihr Maximum bei §, = «/(1 + «)
an und hat dort den Wert ¢; auf der rechten Seite von (17) kdnnen wir 6, > 0
beliebig klein wihlen. Bei ¢ = 1 kdnnen wir 6, beliebig nahe bei 1 wihlen. Da
¢ > 0 beliebig war, folgt aus (17) die Behauptung.

Korollar 1. Fiir den Indikator

o) = Tim 28 ore”)
r

der Funktion (8) gilt bei0 < o < oo und k = 1

T 7[‘ T
< |sin ¢|® = cos? + = + - =-).
Yo(®) = [sin o] ((p 2) (’qo 2 2)
Vis H T[ T
= ccos + = o+ - = -
%o(®) 0 <<p 2) e 25,

dabei ist ¢ = 1 bei o = oo, so dass in diesem Falle Xo(ﬁl’) = cos ((p + in) fir
lo + 4n| < in gilt.

Beweis. Im Beweis von Satz 2, soweit er die Abschitzung von hy(iy) nach oben
betrifft, ersetzen wir in den Integranden von (14) |y| durch |r sin ¢, wobei [p + 1n| <
< 4n sei. Dann erhalten wir an Stelle von (17)
|rsing])

r sin ¢|%
iy

log | hy (re')|

e S +e) (1 + 8,)e
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Lemma 3 und die Stetigkeit des Indikators ([1]; I. 16) liefern nun die erste Behauptung.

Die zweite beruht auf der schon erwéhnten Tatsache M(|y|, ho) = ho(—i|y|), die auf
max  xo(¢) = xo(—1n) fiihrt. Nach (10) aber ist yo(—37) = ¢, und so folgt

pt+in|<in

liie%zéveite Behauptung unmittelbar aus einer Grundeigenschaft des Indikators ([1];

I. 16f.). Die dritte Behauptung schliesslich ergibt sich sofort aus den beiden ersten

Behauptungen, denn vermdge (9) ist ¢ = 1 fiir & = 0.

Im Falle @ = oo haben wir in Satz 2 die Existenz des Limes (9) bewiesen. Wir wollen
nun eine einfache Bedingung angeben, welche bei 0 < « < oo garantiert, dass in (10)
der untere und der obere Limes zusammenfallen und gleich der dort angegebenen
unteren Schranke sind. Dazu bendtigen wir ausser dem Satz 2 weitere Hilfssitze.

Lemma 5. Die ganze analytische Funktion

(18) 1) = Yo

habe die v. O. o(r) und die Zahl © > 0 sei durch (3) bestimmt. Dann besteht fiir die
Koeffizienten c, die Beziehung

(19) fim y(n) 2/ = (ree)"*
wo Y(x) die Umkehrfunktion zu y*® = x bedeutet ([1]; I. 13).

Da eine konstante Ordnung auch eine v. O. ist, folgt daraus

Lemma 6. Die ganze analytische Funktion (18) gehére zum Mitteltyp der Ord-
nung o, und es gelte (3) mit o(r) = o. Dann besteht fiir die Koeffizienten c, die
Beziehung

lim n'2%/c,| = (z0e)'2.

Lemma 7. Geniigt die in (7) benutzte v. 0. o(x) - o (0 < o < ) der Bedingung

(20) lim x*® -2 = (0 <K< oo) s

X0

so gilt fiir die Entwicklungskoeffizienten der in (8) auftretenden ganzen analytischen
Funktion

(21) I(z) = Jwexp {izu — ku'**¥} du = ic,,(iz)" :
0 V]
lim n/0+0 Jeo < | 9°_ I/Q.
n—w A (kK)I/a'

Beweis. Fiir ein gegebenes ¢ (0 < & < k) existiert nach Voraussetzung ein U(e),
so dass fiir alle u > U(e)

(22) u“(“)_‘z > K — & s a(u) —_ o > MK_:.:_E) .
log u



Offenbar gilt mit der Abkiirzung

fuu) = -1; u" exp {—ku't*®}
n!
die Entwicklung

exp {izu — ku'**®} = i(iz)"f,,(u) .
0

Die Partialsummen der rechten Seite werden durch die integrierbare Funktion
exp {|z| u — ku'**®} majorisiert, und folglich findet man nach dem Satz von der
majorisierten Konvergenz aus (21) die Formel

¢ = J :f,,(u) du = f :+ f :

Gemiiss der Voraussetzung (22) finden wir fiir das zweite Integral die Abschitzung
1 0 o0
— | w'exp{—ku'tw® % du < 1 u"exp {—k(x — &) u'**} du,
n!Jy ntJy

und folglich ist

v
S8, = %f u"[exp {—ku'**®} — exp {—k(x — &) u'**}] du +
n!Jo

1 o0
+ — | uexp{—k(x —¢&)u'*}du.
n!J,
Entsprechend dieser Zerlegung von ¢, in zwei Integrale setzen wir
(23) Cy=Cint Con=Cop (1 + ——cl’"> ,
c2,n

wobei {¢; ,} offenbar die Folge der Entwicklungskoeffizienten einer ganzen analyti-
schen Funktion vom Mitteltyp der Ordnung 1 ist; somit haben wir nach Lemma 6
die Abschitzung

const ( )

'{/|cl,,,| < n=12...).

Die folge {c, ,} stellt die Entwicklungskoeffizienten der Funktion

(24) fwexp {izu — k(x — e)u'**} du

0o

dar, die nach Ramachandran [4] (Lemma 5.1) die Ordnung ¢ = 1 + (1/2) hat und
fiir die dariiberhinaus (3) mit o(r) = ¢, © = ¢[[k(x — &)]"/* gilt?). Aus Lemma 6

2) Wir verwenden den Begriff Typ nur im Sinne der Definition 2; in einer anderen iiblichen
Redeweise nennt man 7 den Typ der Funktion (24).
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finden wir daher mit ¢ = 1 + 1/o

1/e
25 limn'/e" /¢, , = ¢ el .
@ =]

Wie wir dem Beweis des Lemmas 5.1 aus[4] entnehmen, existiert sogarlim n'/¢ 3 /¢, .
Jetzt ergibt sich sofort
t/e
c n
L /= < — const. » 0,
Com n

und daher konnen wir fiir (23) &, = ¢, (1 + o(1)) schreiben, woraus mit (25)

N N 1/e
lim n'/2%/c, < limn'/e /¢ = ¢ oe) ,
[k(x — 2)]'

d. h. die Behauptung folgt.

Satz 3. Fiir die in Satz 2 auftretende Verteilungsfunktion Hy(x) gilt bei 0 < o <
< oo iiber (10) hinaus die Beziehung

i log M(r, hy) _ ¢

(26) }:oo re® ke’
falls

(27) lim x*®7* = k(0 < k < 0)
erfiillt ist.

Beweis. Wir haben das Lemma 5 anzuwenden und mit (19) eine Abschitzung
fiir 7 nach oben zu leisten; wenn sich dabei © < ¢/k'/* zeigt, so sind wir nach Satz 2
fertig.

Wir beginnen mit der Abschétzung von [NB: y(t) = y «» t = y?@]

— v _ lim y!=#/(+U+A/a(eom]

L = lim A
oo ta/(l+a) Yoo

Dabel l)] auC]lell WII nur
< g (‘ )

limx*®~* = p <o, «x)—a
log x

vorauszusetzen. Daraus folgt (NB: ¢(y) = s <> y = 5*@)

ol 1+%—1-—~—~ logs

1+« a+log(p+s)
log s

L < lim exp afs)[1 —
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L log(u+9) 1+ of1)
L-1= logs ol + a) '

Somit haben wir

L Tfr?lexp [? I_Ogl(i*_%s) (1 + 0(1))] — (ﬂ + 8)1/(14—11)'

Nach den Hilfssédtzen 5 und 7 folgt also

(coe)tle < (

oe
[kic]/=

IIA

1 1/a
) "+ e, dn o c[" * 5] "
kx
Da wir im Satz p = k vorausgesetzt hatten und ¢ > 0 beliebig klein sein kann, ist
die Behauptung damit bewiesen.
Die Sitze 2 und 3 haben den Nachteil, sich nur auf Verteilungsfunktion zu be-
ziehen, die fiir geniigend grosse x differenzierbar sind. Wir beweisen daher jetzt

Satz 4. H(x) sei eine Verteilungsfunktion mit der Eigenschaft Ho(0) = 0,
a(x) > o (0 < o < o0) eine v. O. oder eine a. v. 0. Wenn

(28) lim — log (1 — Ho(x)) =K

E
. xl +a(x)

so ist die charakteristische Funktion hy(z) von Ho(x) eine ganze Funktion, und es
gilt

— log M(r, hy) _

(29) lim ——2>"% =1 (¢=00)
roow r‘-’(')
(30) kVee < fim 128M0h) o 0<a<ow),

o)

wo o(r) wiederum die v. 0. (6) ist.
Beweis. Nach (28) gilt fiir geniigend grosse x und beliebiges ¢ mit 0 < ¢ < x

(31) 1 — Hy(x) < exp {—(x — &) x'"*@},

und fiir eine Folge x, — oo

(32) 1 — H(x,) > exp {— (k + &) x, "™V},

Offensichtlichist 7o(z) nach(31)und Lemma 4 eine ganze Funktionund die Darstellung
(8) gilt auch jetzt. Folglich kann man (mit k =% — & = k,) den Beweis von Satz 2
wortlich wiederholen, insoweit er auf die zweite Ungleichung (17) fithrt. Um auch die
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erste Ungleichung (17) wenigstens fiir eine Teilfolge r, zu gewinnen, definieren wir
mit der schon frither bestimmten Zahl §, = «/(1 + ) *) und der in (32) auftretenden
Folge x, die Zahlen y, < 0 durch

(¢ + 86 = || (1 = ).

Aus (8) erhalten wir dann in Analogie zu (15)

ho(iy,) Z (1 = Ho(x,)) (™1™ — 1),

woraus weiter mit (31) die zu (16) entsprechende Beziehung

> exp {x, (1] = (k + &) X)) (1 + o{1)) = exp L] 323 (1 + o(1))

entsteht. Nun gelangen wir ebenso wie oben (mit k, = ¥ + ¢ an Stelle von k) zur
ersten Ungleichung (17), zumindest fiir die Folge r, = |y,|. Aus (17) aber erhilt man
die Behauptung, indem man §,; — 0 riicken ldsst und die Willkiir der Zahl ¢ > 0
ausniitzt.

Mit denselben Uberlegungen, die zum Beweis von Satz 3 fiihrten, findet man Satz 5.

Satz 5. Fiir die in Satz 4 auftretende Verteilungsfunktion gilt bei 0 < o < o0
und 0 < Kk <
Tm log M(r, ho) _ -1/
re)
falls (27) erfilllt ist.

Beweis. Wenn wir wieder die in (21) definierte Funktion I(z) (mit x — ¢ statt k)
heranziehen, so erkennen wir wegen M(|y|, ko) = ho(—1i|y|) aus (8)

< im log M(r,I)
et o)

lim

— log M(r ho)
und fiir M(r, I) gilt (26). Dies liefert zusammen mit Satz 4 die Behauptung.
Dem Satz 5 entnehmen wir noch das folgende

Lemma 8. H(x) sei eine Verteilungsfunktion mit der Eigenschaft H(0) = 0,
a(x) = o« (0 < o < o) eine v. O. Wenn (27) gilt und

lim — log (1 — Hy(x)) -

L) =

so folgt
Tim log log M(r, hy) 0)

re®

Wir kommen jetzt zu einem Gegenstiick des Satzes 2.

3') Bei o = o0 muss man, wie friiher, eine beliebige Zahl im Intervall 0 < J, < 1 nehmen.
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Satz 6. H,(x) sei eine Verteilungsfunktion mit der Eigenschaft H,(0) = 1, und
sie gestatte die Darstellung

(33) H,(x) = exp {—k|x|' "D} (x < 0),

wo B(|x]) = B(0 < B < o) einev.O.oder eine a. v. O. sei. Dann hat H,(x) die ganze
charakteristische Funktion

0 0
hy(z) = J‘ e™dH,(x) =1 — izf e H,(u) du

) )

mit der v. O.

1
o) =1+ ——,
BU(»))
wo Y die Umkehrfunktion zu x*®™ ist, und es gilt fir hy(z) (9) bzw. (10) mit § an

Stelle von o.

Beweis. Wir definieren durch
Ho(|X]) = 1 = Hy(— |X| + 0)

eine Verteilungsfunktion der in Satz 2 betrachteten Art. Wegen ho(z) = h,(—z)
ergibt sich daher sofort die Behauptung.

Bemerkung. Fiir die Funktion H,(x) gelten natiirlich auch Aussagen, die dem Ko-
rollar 1 und den Sétzen 3 bis 5 analog sind. Wir verzichten darauf, sie zu formulieren.
Ebenso beschridnken wir uns bei dem folgenden Satz auf eine Formulierung, die sich
aus den Sidtzen 2 und 6 ergibt.

Satz 7. Die Funktionen o(x) — a, f(x) > B (0 < o, B < o0) seien v. O. oder
a. v. O.; fiir die Verteilungsfunktion H(x) bestehe bei x > 0 die Darstellung

1 — H(x) = exp {___x1+a(x)}; H(—— lxl) = exp {— |x|1+ﬂ(!x[)} .

Dann ist die charakteristische Funktion h(z) von H(x) eine ganze analytische
Funktion, die in der Halbebene {y < 0) die v. O.

o r)=1+ L

o(o(r))”

in der Halbebene {y = 0} jedoch die v. O.

1
) =1+ )
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hat; dabei haben ¢ und  die in Lemma 2 bzw. Satz 6 angegebene Bedeutung.
In {y < 0} gelten bzw. die Relation (9) und (10), die in {y = 0} bestehenden Rela-
tionen gewinnt man aus (9) bzw. (10), indem man g, durch g, ersetzt.

Beweis. Die Behauptung folgt auf Grund der Sdtze 2 und 6 aus der Darstel-
lung

0 0

h(z) =1+ izj e™(1 — H(u)) du — in. e H(u) du ,
0 —®

die sich ebenso wie (8) ergibt.

Wir kommen nun zum Problem der Umkehrung der bisherigen Resuitate. Dabei
beschrianken wir uns auf den folgenden Satz; die zu seinem Beweis dargelegte Metho-
de geht auf Ramachandran [4] zuriick und gestattet auch eine entsprechende Um-
kehrung der Sétze 4 und 6 im Falle 0 < o < 0.

Satz 8. Es sei o(x) - 2 (0 < o < o) eine v. 0.,

1 1
or)=1+ - -»1+=.
«¢(r)) o
die v. O. aus Lemma 2; wenn fiir die charakteristische Funktion hy(z) von H(x)
(mit Hy(0) = 0) ’

— log M(r, hy) -

(34) 0<o=lm w
oo e
gilt, so folgt 1. 1 - Hyx)> 0fiirallex
2. lim w > (E)
- X a(x) o

mit dem ¢ aus Satz 2.

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial, weil hy(z) im Falle 1 — H (x) =0 (x =
= X > 0) nach Satz 1 die Ordnung eins hat. Um die zweite Behauptung zu beweisen,
folgern wir aus der Voraussetzung

M(r, hy) < exp {(o + &) 1P} (r = ro(e)) .

Nun gilt aber fiir alle x > Ound alle r > 0

M ) = o(in) = [ an ) 2 (0~ 1,09),

0

und wir finden daher fiir alle x > 0 und geniigend grosse r

1 — H(x) < exp{(o + &) r*” — rx}.
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Setzen wir ¥ = ar’, so fithrt Lemma 3 auf
1 — Hy(x) <exp{(c + &) (1 + &) a%" — ar'x}.

Da wir x*® = r’ setzen kdnnen, finden wir fiir geniigend grosse x mit (o + ¢) (14 =
=0 + n

1 — H(x) < exp {(o +n) a?x RGN gy 1) — exp {(x'**O[(¢ + n) a® —a]}>
und daraus folgt, da n > 0 beliebig ist,

lim = log(1 — HO(xD
3:—»7 xl +a(x)

0

= a— oa®.
Die rechte Seite nimmt ihr Maximum fiir a = {«/(o(1 + )]* an, und dieses hat den
Wert [c[a]"

Korollar 2. Fiigt man den Voraussetzungen von Satz 8 noch die Bedingung (27)
hinzu, so folgt an Stelle von 2.)

i = log (1= Ho(x)) _ (£>

J— xl +a(x) o

Beweis. Angenommen die Behauptung sei falsch. Dann ist fiir ein [ > (¢/o)* = «
die Voraussetzung von Lemma 8 erfiillt, und dieses fiihrt auf
G log M(r ho) _ ¢ _

rem Kt/
d. h. zu einem Widerspruch mit der Voraussetzung (34).

Zum Vergleich schreiben wir in unserer Bezeichnungsweise noch die Resultate
Ramachandrans (4) iiber den Zusammenhang auf, der zwischen der Verteilungsfunk-
tion h(x) und der Ordnung und dem-Typ ihrer charakteristischen Funktion h(z)
besteht. Dabei braucht natiirlich die dabei verwendete Funktion y(x) keine v. O. zu
sein.

Satz 9. Die Verteilungsfunktion H(x) sei in der Form
1 — H(x) + H(—x) = exp {— x' "™}

dargestellt. Dann ist y(x) — oo notwendig und hinreichend dafiir, dass h(z) zum
Maximaltyp der Ordnung 1 gehdrt; lim y(x) > y (0 < y < o) ist notwendig. und
hinreichend dafiir, dass h(z) zur endlichen Ordnung 1 + 1Jy gehért; dabei tritt
der Minimal-, Mittel-, Maximaltyp auf, je nachdem lim x"™ =7 ynendlich, endlich
und positiv, Null ist.
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Folgerung. Die in Satz 3 auftretende Bedingung (27) bedeutet, dass h(z) zum Mittel-
typ der Ordnung 1 + 1/x gehort.

Wir kommen nun zu einer Anwendung auf die Nullstellenverteilung einer ganzen
charakteristischen Funktion h(z). Zur Erlduterung der Begriffe betrachten wir jedoch
zuniichst beliebige a-Stellen (a = oo). Die Betrige r,(a), r,(a), ... der a-Stellen von
h(z) seien nicht-fallend geordnet. Uber die Verteilung der a-Stellen kann man
mit der folgenden Begriffsbildung Aussagen machen.

Definition 7. Eine Zahl y mit der Eigenschaft ) r,“(a) < oo heisst Konvergenz-

exponent der Zahlenfolge rv(a). Die untere Grenze der Konvergenzexponenten
heisst Grenzexponent.

Der Grenzexponent kann selbst Konvergenzexponent sein oder auch nicht. Wir
gehen jetzt darauf aus zu untersuchen, in welchen Féllen bei ganzen charakteristi-
schen Funktionen endlicher Ordnung der eine oder der andere Fall fiir a = 0 eintritt.
Der Kiirze halber beschriinken wir uns dabei auf Verteilungsfunktionen H(x) mit
Hy(0) = 0.

Der Fundamentalsatz fiir diese Betrachtungen ist der folgende Satz von BOREL.

Satz 10. Fiir eine ganze Funktion der endlichen Ordnung ¢ ist ¢ der Grenz-
exponent aller a-Stellen mit hochstens einer Ausnahme, bei der der Grenzexponent
kleiner als g ist; wenn g keine ganze Zahl ist, so gibt es iiberhaupt keine endliche *
Ausnahmestelle.

Aus bekannten Sitzen iiber ganze analytische Funktionen ergibt sich weiter das

Korellar 3. Im Falle einer ganzzahligen Ordnung kann eine Ausnahmestelle nur
beim Mitteltyp auftreten.
Wir bendtigen zu unserem Ziel noch die folgenden Hilfssétze.

Lemma 9. Gehort die in Definition 2 benutzte Funktion s(r) zum Minimaltyp einer
endlichen und positiven Ordnung @, so kann das Integral

(35) r sl(:);

1 r

konvergieren oder divergieren; beide Fille treten auf. Konvergiert umgekehrt (35)
und hat s(r) die Ordnung ¢ > 0, so gehort s(r) zum Minimaltyp ([3]; VIIL 1).
Dieses Lemma fiihrt auf die '

Definition 9. Der Minimaltyp einer positiven Ordnung wird unterteilt in Konver-
genzklasse (KK) und Divergenzklasse (DK), welche durch die Konvergenz bzw.
Divergenz des Integrals (35) charakterisiert sind. Eine ganze analytische Funktion f (z)
vom Minimaltyp der Ordnung ¢ gehort zu der Klasse, der s(r) =log M(r, f) angehort.
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Lemma 10. Die ganze Funktion f(z) der Ordnung ¢ > 0 habe die Nullstellen
oy, 0, .., die nach nichtfallenden Betrigen geordnet seien. Gehirt f(z) zur KK des
Minimaltyps, so ist

1

(36) Y — <.

Ve
Ist g keine ganze Zahl und (36) erfiillt, so gehért umgekehrt f(z) zur KK. ([5]; 18 und
20).

Dieser Hilfssatz gibt einfache Bedingungen an, unter denen die Ordnung ¢ noch
Konvergenzexponent der Nullstellen ist. Wie Satz 10 und Korollar 3 lehren, sind in
beiden Teilen der Behauptung keine Ausnahmestellen vorhanden, so dass ¢ auch
Grenzexponent der Nullstellen ist.

Die Konvergenz oder Divergenz des Integrals (35) ldsst sich leicht als eine Eigen-
schaft der v. O. von h(z) ausdriicken. Auf Grund dieser Tatsache werden wir unser
Resultat gewinnen.

Lemma 11. Die in Lemma 9 auftretende Funktion s(r) habe die v. 0. o(r) —» ¢ > 0.
Dann ist die die Bedingung

e dr
(37) Lﬁ < o

hinreichend dafiir, dass s(r) zur KK des Minimaltyps gehort; wenn

s(r)
(38) = lim =5 > 0,

dann ist sie auch notwendig.

Beweis. Aus

s(r)

0<11m-—-0'2<oo

folgt fiir ein ro(¢) und jedes R > r,

s(r) dr
er dr<(cr +8)j‘—:——g(;)71’

ro

d. h. (35) konvergiert, wenn (37) gilt.
Umgekehrt fiihrt (38) bei 0 < ¢ < g, fiir ein ro(¢) und jedes R > r, auf

R
fﬁdr>(o‘1—e)j .
rg+1 "0~ g(r)+1

ro
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Dieses Lemma gibt zu den folgenden Betrachtungen Anlass. Offensichtlich
konvergiert (37), wenn fiir ein § > 0 und alle r = ro, 7" > log! *° r oder, was
dasselbe bedeutet,

(39) 0~ olr) = (1 + ) PEET
log r

gilt. Ist s(r) = log M(r, hy) und leitet sich die v. O. ¢(r) gemdss Satz 2 oder Satz 4
aus einer v. O. ac(x) her, so ist (39) bei 0 < o < oo dquivalent mit

(40) oo(r) — 2 = aalp(r)) (1 + 6) % (r = ro).

Beachtet man die Bedeutung der Funktion ¢(r), so erkennt man die Bedingung
1 1 '
a(x) — 0 = o1 + o) 8L Ioex] _y 5 loglogx )
log x log x
oder, da 6 > 0 beliebigt ist,

) log log x

(41) ax) — o= ol +6
log x

(x = %)
als hinreichend fiir die Konvergenz von (37).
Umgekehrt ist (37) im Falle

. loglogr
o —o(r) = (1 —9) 28!
logr

(0 < & < 1) sicher nicht konvergent. Durch o(x) ausgedriickt lautet diese Bedingung
(wegen der Willkiir von 9)

(42) a(x) — o < ofl — 5) BIBX (5 1y,
log x

Nicht alle v. O. oc(x), die der Bedingung (42) geniigend, fiihren allerdings auf den
Minimaltyp der Ordnung 1 + 1/o, wie man aus Satz 9 erkennt, der auch die erforder-
liche Zusatzbedingung angibt.

Lisst man in (41) und (42) das Gleichheitszeichen gelten, so hat man jedoch sofort
Beispiele fiir v. O. o(x), die diec KK bzw. die DK des Minimaltyps liefern. Diese
Uberlegungen fiihren zusammen mit Satz 9 und den Hilfssitzen 9 bis 11 auf das
folgende Resultat.

Satz 11a. H(x) sei eine Verteilungsfunktion der in Satz 4 behandelten Art.
Geniigt dabei die v. O. o(x) der Bedingung (41), so gehort ho(z) zur KK des Mini-

maltyps der Ordnung ¢ = 1 + 1/oc und ¢ ist noch Konvergenzexponent der Null-
stellen von h(z).
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Satz 11b. Ho(x) sei eine Verteilungsfunktion der in Satz 2 behandelten Art.
Geniigt dabei ofx) der Bedingung (42) und gilt ausserdem x*®~* — o0, so gehért
ho(z) zur DK der Ordnung ¢ = 1 + 1Jo, und wenn ¢ keine ganze Zahl ist, so ist ¢
kein Nullstellenkonvergenzexponent.

Satz 11c. ho(z) sei eine ganze charakteristische Funktion der nichtganzzahligen
Ordnung ¢; ist ¢ Konvergenzexponent der Nullstellen von hy(z), so gehért hy(z)
zur KK des Minimaltyps von g. Ist die zu ho(z) gehorige Verteilungsfunktion von
der in Satz 2 behandelten Art, so gilt (37).
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