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SUR LA DIFFERENTIABILITE DU REPERE DE FRENET
ET SUR LE TYPE DIFFERENTIEL D’UNE COURBE
DANS L’ESPACE E,

ALENA BiLkoOVA, Praha

(Regu le 28 decembre 1966)

1. INTRODUCTION

Dans ses articles [1] et [2] E. CecH a étudié la question de savoir comment on
peut déterminer la classe différentielle des éléments du repére de Frenet d’une
courbe si ’on connait les classes différentielles des coefficients dans les formules
de Frenet. Des problémes semblables ont été envisagés aussi dans [3]—[7]. Le
présent travail est étroitement li¢ aux articles [1], [2] et [7].

Nous allons commencer par faire un rappel des notions nécessaires; d’une part
pour faciliter la lecture, d’autre part pour pouvoir changer certaines notations en les
adaptant mieux a nos buts.

Définition 1.1. Nous disons que la classe différentielle d’une fonction f(f) — nous
la désignons par cl f — vérifie la relation cl f = 0 lorsque la fonction f(t) est continue;
quelle vérifie cl f = r lorsque f(r) admet une dérivée de I'ordre r, f(t), continue;
clf = oo lorsque cl f = r pour tout r > 0; et enfin cl f = r, lorsque cl f = r, mais
non pas cl f = r + 1. La classe différentielle d’une fonction vectorielle ou encore la
classe différentielle d’un tenseur (donc, en particulier, la classe différentielle d’un
produit extérieur) est définie comme le minimum des classes différentielles de ses
composantes. D’une fagon plus générale encore, la classe différentielle d’un objet
géométrique G est définie comme min cl G;, ou G,, A€ A, sont les coordonnées
non-homogenes de I’objet donné G. ***

Définition 1.2. Une courbe C, c’est-a-dire un ensemble de points X = X(t), est dite
réguliére (et le paramétre ¢ est alors dit régulier également) si les conditions suivantes
sont satisfaites:

a)clX = 1;
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b) il existe un syst¢me orthonormal de vecteurs e; = e(t), i = 1,2, ..., n, et un
systéme de fonctions scalaires K; = K (t), j = 0,1,...,n — 1, tels que

cle;z1, cK; 20, K;+0

pour toute valeur de ¢, les grandeurs X, e, (i = 1,...,n) et K; (j =0,...,n — 1)
étant liées par les formules de Frenet

dXx
1.1 — = K,e
(1.1) ar 0€1
di=K1ezs (—i'e'i=_Ki-lei-—1 + Kijpy, 25isn-1,
dt dt
de,

- = _Kn-—len—l .

dt

En particulier, pour t = s ou s est la longuer de 'arc de la courbe, on a
Ko=1, K, =k{,....K,—1 =k,—¢,

ouk; (1 £i < n — 1)estla i-éme courbure de la courbe C.

Désignons ensuite E; (i = 1,.:., n) les arétes du repére de Frenet au point X,
déterminées par les vecteurs-unités e;; de fagon plus générale, le symbol de E;, ;..
1skEn-1L1=Zi,Enpourl Su=sk, i <i,<.. <I,dénotera le sous-
espace linéaire de ’espace E, passant par le point X et déterminé par les vecteurs
€ ..., €, Pour la classe différentielle de I'espace E; ; nous avons en vertu de la

définition 1.1 la relation
(1.2) clE; ; =min(cl[Xe;, ...e;], cl[e; ...e.]).

Définition 1.3. Nous appelons classe différentielle d’une courbe (étant donné le
paramétre ¢) la matrice a une ligne
(1.3) [c1 X, clEy, €l Eysy..os L Egs oy . %)
Nous appelons type différentiel d’une courbe réguliere C dans I’espace E, la matrice
carrée M,, de type n x n, aux éléments

ao=c, X, ay=c, E_;, 0Sk<n—1, 0i<n—1.2

1y Dans la suite, si nous le trouvons avatageux, nous parlerons aussi de la suite (cl X, cl E,..

...,cl E{  ,—4) au lieu de la matrice (1.3). .
2) En ce sens, nous parlerons aussi de la ligne 0, ..., » — 1 ou de la colome 0, ..., n — 1 de la

matrice M,,.
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Ici, cl, X dénote la classe différentielle du vecteur X par rapport au paramétre oy,
la notation cl,, E; ; ayant une signification analogue. Les parameétres o,, 0 < u <
< n — 1, sont donnés par les relations

(14) Oy = J~Ku dt H

olu t est un parameétre original arbitraire; les o, sont évidemment indépendants du
choix de t et possédent une signification géométrique. (Le symbole de o, remplace,
pour rendre la notation uniforme, le parametre s dont on a parlé dans la Définition
1.2.)

Dans le cas du paramétre o;, les coefficients de Frenet dans les formules (1.1)
prennent la forme

(1.5) K=~ 0g£j<n-1,

les symboles de k;, 1 < i < n — 1 étant définis dans la Définition 1.2, avec
(1.6) ko=1.

Dans son article [1], E. Cech a déterminé la classe différentielle d’une courbe
(pour un paramétre ¢ régulier quelconque) en dépendance des classes différentielles
des coefficients de Frenet particuliers, dans le cas de ’espace E, avec n = 2, 3, 4.
De plus, il a montré dans ce méme travail, que pour n = 2 un seul type différentiel
est possible, pour n = 3 il y a 6 types possibles et que pour n = 4 il existe en somme
41 types différentiels différents, d’une courbe. Dans son travail [2], E.Cecha complé-
té ses résultats pour I’espace E5 en ce sens qu’il a déterminé les classes différentielles
aussi pour les éléments secondaires du repére de Frenet (c’est-a-dire pour ceux qui
ne sont pas éléments de la matrice (1.3)).

Dans [7], on a trouvé les classes différentielles des éléments secondaires du repére
de Frenet dans le cas de I’espace E,. Pour ce but, on a utilisé une définition un peu
plus générale de la classe différentielle d’une fonction f(f) que n’est celle dont on se
sert d’habitude: La classe différentielle d’une fonction f(f) sur un intervalle donné
est définie comme le minimum des classes différentielles de la fonction f(¢) dans les
points particuliers de I'intervalle considéré, et ’on n’exige pas que la classe différen-
tielle soit exactement la méme en tous les points de I'intervalle en question. Comme
on I’a montré en [7], les résultats obtenus avec cette définition plus générale, restent
valables méme dans le cas de la définition plus restreinte (avec la méme classe diffé-
rentielle sur D'intervalle entier). Dans le présent travail, nous garderons la définition
plus générale, et cela pour les raisons suivantes:

Exemple 1.4. Désignons par .# la classe des fonctions définies sur I'intervalle
{—1, +1) et de classe différentielle O (prise au sens restreint, c’est-a-dire la méme
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en tous les points de cet intervalle). Soit f,(x) e .#. Alors toute fonction f(x) =
= fi(x) + k|x|, ke E,, est évidemment de la classe 0 en tous les points x * 0,
tandis que cl f(0) peut étre supérieure a 0.%)

Mais si
(1.7) tim £2(0) + KA = £,(0)

h-0 h

existe, alors

lim
h-0

fi(h) + K'(h) — f,(0)
h

ne peut pas exister pour k’ + k. Prenons maintenant k, tel que la limite (1.7) n’existe
ni pour k = k; ni pour k = —k,. Alors

fa(x) = f1(x) + ky|x| e ,

fi(x) = —f1(x) + k1|x| e,
mais

Fa(x) = fox) + f3(x) = 2k|x| ¢ 4 ,

car cl f,(x,) = oo pour x, + 0. Sans hypothéses restrictives supplémentaires, on
n’aurait donc méme pas la relation cl (u + v) = min (clu, clv), car la classe diffé-
rentielle ¢l (u + v), prise au sens restreint, pourrait ne pas exister. Il en résulterait
donc des complications inutiles dans nos considérations ultérieures.

Dans notre travail, nous nous proposons de trouver la relation qui existe entre les
classes différentielles des éléments particuliers du repere de Frenet et les classes
différentielles des coefficients de Frenet, tout cela indépendamment de la dimension
de I’espace dans lequel la courbe donnée est plongée. Ensuite, nous envisagerons
aussi la question de savoir sous quelles conditions une matrice carrée du type n X n
peut étre le type différentiel d’une courbe réguliere C plongée dans I’espace E,, et
combien il existe de tels types pour n donné.

Le principal outil dont on s’est servi dans les articles [1] et [2], sont des considé-
rations élémentaires concernant la classe différentielle d’une somme, d’un produit,
etc, et qui ont été présentées en [ 7] sous forme de théorémes. Mais en [7], on a donné
de plus le théoreme suivant, que nous reproduisons ici a cause de son importance:

Théoréme 1.5. Le tenseur I soit une combinaison de produits extérieurs, c¢’est-

-a-dire

T =Ycin. i lenen-e],

3) Par cl f(x,) nous désignerons la classe différentielle de la fonction f(x) au point Xg-
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ouiy < i, <...<,lasommation étant étendue a toutes les combinaisons possibles
R . n N . .
dindices, [ll yena < )] et oul ¢, i = C;p,..:(t) sont des fonction scalaires du
r

paramétre t pour t € iy, 1,), et les vecteurs e; = ej(t),j = 1,.., n, forment pour
tout t € {t;, 1) un systéme orthonormal. Supposons ensuite que I'inégalité

mincle;, ; < min cle; %)
n 12jsn
(] =

soit verifiée. Alors on a aussi la relation
g =mincle;, ; .

(Ce théoreme est cité dans [7] comme théoréme 9’, sa démonstration étant tout
a fait analogue a celle du théoréme 9 de [7].) Ce théoréme joint a 'étude des dérivées
d’ordres supérieurs — tandis que E. Cech n’a utilisé que les dérivées premiéres des
expressions considérées — rend possible I’extension des résultats de Cech au cas d’un
espace euclidien de dimension arbitraire.®)

2. DETERMINATION DE LA CLASSE DIFFERENTIELLE
DES ELEMENTS PRINCIPAUX DU REPERE DE FRENET

Nous allons énoncer d’abord deux lemmes.

Lemme 2.1. Soit donné un systéeme d’équations différentielles du premier ordre

dx
2.1 — = Kye, ,
@) & Ko
de,; ;
T—Klez’ __Kl—lex—1+K|e|+1a ZSlgn—l,
t
Sifl = —Kn—len—ly
t

et soit
min (¢l Ko, ¢l Ky, ..., clK,_;) =r 2 0.

n
“) Le premier membre de cette inégalité représente la valeur minimum de toutes les ( )
r

valeurs de cleiy. i,oul=r=n—1,1= iy Snpourl =p=vr i <ip<..<i.

5) L’emploi des dérivées d’ordre supérieur présente I'avantage que voici: Si nous formons la
dérivée d’ordre suffisamment €levé (4 supposer qu’elle existe) de I’expression [e; e;, ... e; ] ou
[Xey, ... e;], elle contiendra tous les coefficients de Frenet. La classe différentielle de I’élément
donné du repére de Frenet est alors déterminée par la classe différentielle du coefficient de Frenet
qui a, avec un certain poids, la classe différentielle minimale. L’énoncé exact sera donné dans le
théoreme 2.3.
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Alors le systéme en question admet toujours une solution et pour toute solution de
(21)ona
cdXzr+1, clegzr+1, 12j<n.

Démonstration. L’énoncé concernant ’existence de la solution est une consé-
quence immédiate des théorémes bien connus de la théorie des équations différen-
tielles; ’énoncé concernant la classe différentielle des fonctions vectorielles cherchées
peut étre démontré facilement (par exemple par 'absurde).

Lemme 2.2. 1] existe une solution particuliére du systéme d’équations différen-
tielles (2.1) telle que les vecteurs ey, ..., e, forment un systéme orthonormal.
Autrement dit, étant donné le systéme d’équations différentielles (2.1) avec K; + 0,
clK;=20,j=0,...,n— 1, il existe toujours une courbe réguliére C telle que les
formules de Frenet correspondant a elle soient identiques au systéme (2.1).

Pour la démonstration dans le cas de n = 3, 1 = s voir p. ex. [8], théoréme
20.1. Cette démonstration-la peut facilement s’adapter au cas de parametre général
et de dimension quelconque.

Let but principal de ce paragraphe sera de démontrer le théoréme 2.3 que voici.

Théoréme 2.3. Etant donné les valeurs de cl K, cl1 Ky, ...,cl K,_, se rapportant
au systeme (2.1), nous avons
(2.2) X = min (cdK;+j)+1
0gjsn—1
(2.3) ClE; = min (IK;+|j—k[)+1
0<jsn—1

(voir la formule (1.2)).

"~ Pour pouvoir démontrer le théoréme 2.3, il nous faut encore énoncer quelques
lemmes. Nous reviendrons a la démonstration du théoréme 2.3 aprés avoir énoncé et
démontré le lemme 2.14. Le théoréme 2.3 représente un cas spécial du théoréme 3.2,
donné plus loin, mais pour faciliter la formulation et pour rendre plus claires les con-
nections, nous I’avons énoncé séparément.

Dans les lemmes 2.4—2.10 qui vont suivre on suppose provisoirement 1’existence
de toutes les dérivées qui y apparaissent. *

Lemme 2.4. Toutes les dérivées d’un produit extérieur de la forme
(2.4) [e e, ..cei], iy <ip<..<ig,

12k=sn-1,1Zi, £ n, qui existent, sont égales a des combinaisons linéaires
de la méme forme®), les coefficients scalaires dans ces combinaisons étant les
produits des coefficients de Frenet et des dérivées de ces coefficients.

6) Cela veut dire qu’il s’agit de produits du méme nombre de facteurs, mais avec des indices
différents.
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La démonstration est évidente si I'on se rend compte de la fagon dont on calcule
la dérivée d’un produit extérieur et qu’on se rappelle les formules de Frenet (1.]).7)

Lemme 2.5. Le coefficient K,, 1 < u =< n — 1, figure dans la dérivée premiére
de expression (2.4) si et seulement si la suite

(2.5) (i1s 02, .00 ig)
a) soit contient u sans contenir u + 1,
b) soit contient u + 1 sans contenir u.

Si le coefficient K, figure dans la dérivée premiére de Iexpression (2.4), il
y apparait comme le coefficient scalaire d’un, et d’un seul, des produits extérieurs
qui forment la combinaison linéaire représentant la dérivée de (2.4).

Démonstration. La premiére partic du lemme découle immédiatement des
régles sur les dérivées des produits extérieurs, compte tenu des formules de Frenet
et de I'asymétrie du produit extérieur. La deuxieéme partie découle des formules
de Frenet et du fait que les cas a) et b) s’excluent I'un Iautre.

Lemme 2.6. Si le vecteur e, ne figure pas, en tant que facteur dans le produit
extérieur (2.4), il figurera dans un des produits formant la dérivée de (2.4) si et
seulement si la suite (2.5)

a) soit contient v — 1,
b) soit contient v + 1.

La démonstration est évidente.

Lemme 2.7. Si le produit extérieur (2.4) contient le vecteur e, en tant qu’un de
ses facteurs, alors dans la combinaison linéaire qui représente la dérivée de
expression (2.4),

a) tous les produits extérieurs contiendront le vecteur e, en tant que facteur si
parmi les facteurs de (2.4) on trouve aussi e,_, et e, (soit seulement e, si v = 1
ou e,y si v =n)

b) Si le cas a) n’a pas lieu, alors dans un des produits qu’on rencontre dans la
combinaison linéaire formant la dérivée de I’expression (2.4) le vecteur e, sera
remplacé par le vecteur e,_, (si (2.4) ne contient pas e,_, en tant que facteur) ou
bien par le vecteur e, | (si (2.4) ne contient pas e, ,). °)

La démonstration est évidente.

7) Pour éviter tout malentendu, nous soulignons que, dans tout ce qui suit, nous prendrons
la dérivée de I’expression (2.4) toujours pour une somme de termes non-nuls — les termes dont
le coefficient scalaire est identiquement nul de méme que ceux ou le produit extérieur est identi-
quement nul seront tout simplement écartés de nos considérations.

8) Bien entendu si v — 1 =1, v+ 1 = n. Les cas de v = 1, v = n sont analogues. Nous ne
tenons pas compte du changement des coefficients scalaires.
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Lemme 2.8. Lorsque |[j — k| = m,1 £j <n — 1,1 <k £n — 1, alors lexpres-
sion K ; figure en tant que facteur d’un coefficient scalaire de la combinaison linéaire
dont on a parlé dans le lemme 2.4 pour la premiére fois dans la dérivée (n + 1)-éme

de I’expression
(2.6) [eres ... e] -

Les dérivées de K ; figureront dans les dérivées d’ordre m + 2 au moins.

Démonstration. a) Soit j — k = 0, donc j = k + m. En vertu de lemmes 2.5,
2.6 et 2.7 on démontre aisément par récurrence que la dérivée d’ordre (m + 1)
contiendra un terme de la forme

(2-7) KiKyiy - Kk+m[elel ek—lek+m+l]

le coefficient K; = K ,, ne pouvant pas figurer dans une dérivée d’ordre inférieur
a m + 1. Il en découle immédiatement ’énoncé concernant la dérivée de K.

b) Soit j — k < 0, donc j = k — m. D’une maniére analogue au cas a) on dé-
montre que la dérivée d’ordre (m + 1) contiendra un terme de la forme

(2.8) KiKi—y oo Ki—ml€1€2 « - € 1€—ms1 - Cr1]

le coefficient K; = K,._,, ne pouvant pas figurer dans une dérivée d’ordre inférieur,
d’ou "énoncé concernant la dérivée du coefficient K ;.

Remarque 2.9. 11 est évident que (2.7) ou (2.8) sont les seules termes de la dérivée
d’ordre (m + 1) de I’expression (2.6) dont le coefficient scalaire contienne K ; en tant
que facteur (méme si 'on considére non seulement K; mais encore ses dérivées).

Lemme 2.10. La notation étant la méme que dans le lemme 2.8, soit m > m + 1
et clK; = g. Alors la dérivée de I'ordre le plus élevé du coefficient K; qui figure
dans la dérivée m-éme de (2.6) est de I'ordre i — m — 1, et C’est

dﬁ—m—l
c1<——1<,.) —o—(m—m=—1).

dtﬁ—m— 1

Cette dérivée est contenue, en tant que facteur, dans I’expression

dﬁ_m_1K~
(29) KkKk+1 -..Kj-lFl—" [elez...ek_1€j+1]
pour j > k et dans
d'_ﬁ_m—-lK'

(2.10) KkKk—l"'Kj+1 "[elez...ej_lej+1...ek+l]

dtr’ri—m~ 1
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pour j < k.°) Lexpression (2.9) ou (2.10) est la seule qui contienne la dérivée
d’ordre (m — m — 1) du coefficient K .

La démonstration découle immédiatement du lemme 2.8 et de la Remarque 2.9.

Lemme 2.11. Si le minimum du second membre de (2.3) est atteint pour I'indice
u + 0et que cl K, = g, il existe la dérivée de I’ordre (m + 1 + ¢ — r)de expres-
sion (2.6) oum = |u — k|. *°)

Démonstration. Pour faciliter la lecture nous allons rappeler d’abord la signi-
fication des symboles: k est donné par ’expression (2.6); u, m, ¢ sont donnés par
I’énoncé méme, r est déterminé par le lemme 2.1, d’apreés lequel onacl [e;e;, ... ¢, | 2
2r+1lpourl £ks=n—-—11=Zi,<n, i <i,<...<i.Cestpourquoinous
pouvons, en vertu du lemme 2.4 former la dérivée de I'ordre I de Iexpression (2.6)
si la dérivée de I'ordre (I — 1) existe et que tous les coefficients de Frenet et leurs
dérivées qui y figurent admettent une dérivée.

En vertu du lemme 2.8 le coefficient K, apparaitra pour la premiere fois dans la
dérivée de 'ordre m + 1. Soit K, un autre coefficient qui peut étre — soit lui méme,
soit sa dérivée — le coefficient scalaire d’un des produits extérieurs qui apparaissent
dans la dérivée de I'ordre (m + 1) donnée. Soit cl K, = t et supposons que la dérivée
d’ordre maximum de I'expression K, qui figure dans cette dérivée de I'ordre (m + 1)
de (2.6) soit elle méme de I'ordre v.'') En vertu du lemme 2.10 nous trouvons facile-
ment que le coefficient K, apparait pour la premiére fois dans la dérivée de I’ordre
m + 1 — v de I’expression (2.6) et que 'on a

m+1—v—1=|v—k|.12)

On a donc

v=m—|v~k|

C1<d(;§u>=‘L’-—V=‘!’~—(n’l—~|l}——k|).

et en méme temps

Comme d’aprés nos hypotheses (voir la formule (2.3)) on a

K, + |v— k|2 K, + |u— k|,
C’est-a-dire
T+ |v — k

20+ u—kl=¢+m,

9) 11 est clair comment il faut modifi (2.9) pour les cas ou j = k.

10) On n’exclut nullement le cas ou la valeur minimum est atteinte pour plusieurs indices
a la fois.

11) Jusqu’a présent nous supposons toujours que toutes les dérivées en question existent.

12) La valeur de m + 1 — v remplace maintenant celle de m 4+ 1 du lemme 2.8.



on a

cl<dd§">=‘c -m+v—kl2e.

11 en découle que tous les coefficients de Frenet et leurs dérivées qui figurent dans la
dérivée (m + 1)-éme sont d’une classe différentielle au moins égale a celle de K,
c’est-a-dire ¢ au moins. (Il est aisé de voir que toutes les dérivées précédentes existent
de sorte que nous pouvons réellement former la dérivée de Pordre (m + 1).) Si
¢ = 1, la démonstration du lemme 2.11 est achevée.

Si ¢ > r il nous faudra considérer encore des dérivées d’ordres supérieurs. Suppo-
sons que la dérivée de l'ordre m + 1 + i existe avec 0 < i < ¢ — r. Il est évident
que tous les coefficients scalaires qui figurent dans cette dérivée-ci sont d’une classe
différentielle au moins égale & ¢ — i. (C’est évident tant qu’ils sont dus a la différen-
tiation des coefficients figurant déja dans la dérivée de ’ordre m + 1, mais les
coefficients de Frenet et leurs dérivées qui n’apparaissent que plus tard ne peuvent
étre, en vertu du lemme 2.10 d’une classe différentielle inférieure, car K, réalise le
minimum du second membre de la formule (2.3) et nous pourrions alors répéter le
raisonnement précédent.) Comme ¢ —i>r =0, il est possible de former une
nouvelle dérivée de (2.6), c’est-a-dire la dérivée de Pordre m + 1 + i + 1. Il en dé-
coule par récurrence 1’énoncé concernant ’existence de la dérivée de I’'ordre m +
+14+90—r

Lemme 2.12. Supposons que le minimum du second membre de la formule (2.3)
ne soit pas atteint pour u = 0 et soient u,, u,, ..., u,, ..., u, toutes les valeurs,
différant P'une de I’autre, pour lesquelles ce minimum est atteint. Soient m; et ¢;
les valeurs du lemme 2.11, correspondant a I'indice u;. Alors

(211) (my+ 14+ —r)=m+1+0—r)=...=(m+1+4¢ —r)=a")

Lemme 2.13. Soient uy, uy, ..., Up, ..., , les mémes que dans le lemme 2.12 et
supposons que nous ayons uy < k,...,u, < k, u,yy > k,...,u, > k.'*) Alors dans
la dérivée d’ordre a de I'expression (2.6) — cette dérivée existe en vertu du lemme
2.11 — sont de cl r les coefficients scalaires suivants figurant dans la combinaison
linéaire donnée (voir le lemme 2.4):

da—(k—ul)—lK da-—(k—up)—lK
uy up

(2.12) KKy ... Kyis e Ky Ky iy

>

dta—(k—ul)—l dta—(k—up)—l

dzz—(u,,+1—k)—1K dtz—(uq—k)—lK“

Up+ 1
yoos Koot K g1

Up+1—1 der—wpri-b-1

KKpsy... K

ug—1

13 Le symbole a est introduit & nouveau par la relation (2.11) pour la valeur commune des
expresions données. Le lemme est évident.
14y k étant donné par (2.6).
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Tous les autres coefficients scalaires qui y apparaissent sont de classes différen-
tielles supérieures.

Démonstration. a) Il découle des lemmes 2.8 et 2.10 que les coefficients donnés
figurent effectivement dans la dérivée de I’ordre a. Nous allons faire les calcules pour
le premier des coefficients (2.12).

da—(k—u;)—lK

cK, =g, Cl—dF:(,T_ul)—_I""=Qx”’[°‘_(k_“1)‘1]

=0, —-—m—1l—-—9o+r+k—-—u+1=k—-u —m +r=r,

car my = k — u, (voir le lemme 2.11). Les autres facteurs du coefficient donné sont
de classe différentielle > r 15), donc le coefficient donné, en tant que produit des
grandeurs données, est de la classe différentielle r exactement. Il en va de méme des
autres coefficients de (2.12).

Si le minimum de (2.3) était également atteint pour K, alors on trouverait parmi
les coefficients (2.12) aussi Pexpression

da—lKk
dta—l

(2.13)

et rien ne serait a changer a la démonstration.

b) Les autres coefficients dans la combinaison linéaire donnée sont de classes
différentielles supérieures pour les raisons suivantes.

Tant qu’ils contiennent, en tant que facteurs, des dérivées des coefficients de Frenet,
pour lesquels le minimum de (2.3) est atteint, ces dérivées sont d’ordres inférieurs
a ceux des coefficients (2.12) — cela résulte du lemme 2.10

Tant que d’autres coefficients de Frenet, ou leurs dérivées, figurent en tant que
facteurs dans les coefficients en question, alors la dérivée d’ordre maximum d’un tel
coefficient K, (v < k) qui y apparaisse est — toujours en vertu du lemme 2.10 —
contenue en tant que facteur dans I’expression

du—(k—v)'lKv
KiKi—1 -+ Kot o1

et 'on a

a—(k—v)—1
(dd—zﬁ_Kl”)zclKv—a-k(k—u)+l>r.
ta— v

(On aboutirait a la derniére inégalité au bout d’un calcul analogue & celui fait a la
démonstration du lemme 2.11.)

1 5) Si un des coefficients Ky, Ky _ ¢, ..., Ku, +1 6tait, en tant qu’une fonction scalaire du para-
meétre 7, de la classe différentielle r, le minimum dans 2.3 ne pourrait se réaliser pour I'indice u;.
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Lemme 2.14. Les expressions (2.12) — sous les mémes hypothéses que dans le
lemme 2.13 — sont, dans la combinaison linéaire du lemme 2.4, des coefficients
scalaires des produits extérieurs

(2.14) [eres .. um1€ubr e Chrrls oo [€1€2 - n € rCupst oo Chrt] s

[ere .- euor€uy,it1ls - [€1€2 . vl 1]
et (2.13) est éventuellement le coefficient du produit extérieur

(2.15) [erez ... e1esq]-
Les produits extérieurs (2.14), ou (2.14) et (2.15), sont linéairement indépendants.

Démonstration. Le premier énoncé découle immédiatement du lemme 2.10, le
second est évident.

A Taide des lemmes énoncés nous sommes maintenant & méme de démontrer enfin
notre théoréme 2.3:

a) Supposons que le minimum du second membre de (2.3) ne soit pas atteint
pour j = 0. Il résulte alors des lemmes 2.1, 2.13, 2.14 et du théoreme 1.5 que
Cl d’[elez e ek] =r,
: dr*

nous avons donc, en revenant a la notation antérieure

cdlee,...e]J=o+r=m+1+¢ —r+r=u—k+1+cKu,

u; étant un quelconque des indices pour lesquels le minimum de (2.3) est réalisé. En
ce qui concerne les dérivées du produit extérieur [Xe, ... ¢,] — voir (1.2) — il est
évident que nous obtenons ses dérivées d’ordres inférieurs (jusqu’a, et y compris, la
k-¢me) formellement en remplagant, dans les dérivées correspondantes de I’expression
[ey ... e], les produits [e;, ... e; ] par les produits [Xe;, ... e; | sans en changer les
coefficients; tandis que pour [ > k la dérivée d’ordre I du produit [Xe, ... ¢,] sera
une somme d’un plus grand nombre de termes que n’est la dérivée correspondante
de Pexpression [e, ... ¢,]."®) Le coefficient K, apparaitra en tant que facteur, pour
la premiere fois dans la dérivée de l’ordre k + 1, il en résulte que la dérivée d’ordre
maximum du coefficient K, qui figure dans la dérivée a-¢me du produit extérieur

16) En effet, on a p. ex. (dans E,, n = 4) les égalités

d[Xe,e5]

ar = Kylejezeq] — K [Xejes] + Ki[Xeyeyl,

d
_[e;%} = —K,lee3] + Kilepeq].
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[Xe, ... ¢] est elle méme de 'ordre « — k — 1. Or, on a

dz—k—lK
CIW=C1KO—O(+IC+1=C]KO—(WI1-I—l+Ql—r)+k-|—1=

=cKo+|k—0+1—-(m +1+cK,)+r>r,
car d’aprés nos hypoth&ses le minimum dans (2.3) n’est pas atteint pour j = 0,
(u, étant, suivant la notation adoptée, le premier indice pour lequel ce minimum soit
réalisé, m; = |k — u,]). Compte tenu des expressions de la forme [Xe;, ... e;] il

est impossible d’appliquer le théoréme 1.5, car il ne s’agit pas, dans ce cas-1a, d’un
systéme orthogonal de vecteurs, mais il est aisé de voir que

c]w >r, c][Xe1 ez r+a
ta
donc, d’aprés (1.2)

AdE; y=r+a= min (IK;+|j—k)+1.

0<jsn—1

b) Sile minimum du second membre de (2.3) est atteint pour j = 0, et pour d’autres
valeurs encore, nous avons

a—k—1
'cld Ko

dta—k—l -

or, d’une fagon analogue a ce qui précede

cdfe;...eg]=r+a, cl[Xe ...¢]

v

r+oa,

donc, encore en vertu de (1.2),

dE, y=r+a= min (K;+|j—k[)+1.
0<jsn—-1
¢) Le minimum de (2.3) soit atteint pour j = 0 seulement. Posons a = cl K, +
+ k + 1 — r. Par un procédé analogue a celui de la démonstration du lemme 2.13,
nous trouvons

o d[e; ... ¢]
de*

>r,

car pour aucun des coefficients de Frenet figurant dans cette dérivée le minimum de
(2.3) n’est atteint. De I'autre coté

d[Xe, ... e d*k1K
[_dlta__kl =KK,_;... K, _d;a_—k__li’ [ey - exsr] + ...
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ou

ldz—k~1K0

peErer =r, cK;2r+1 pour 1=
2k

IIA

k’

clle;...eeq] 21+ 1,
et la classe différentielle des termes non écrits ici est également > r + 1. Donc
d* Xe, ... e
’ cl —————[ ! "] =
de*

et enfin, une fois de plus en vertu de (1.2),

E y=cdKy+k+1—r+r= min (IK;+[j—k|)+1.

0sjsn-1

Cela achéve la démonstration de la formule (2.3). Pour démontrer (2.2), on procéde
d’une maniére tout a fait analogue.

Convention 2.15. Dans le texte qui suit, nous ne parlons que de la formule (2.3),
pour rendre Iaffaire plus simple. Au besoin, on procederait de méme avec la formule

(22).

Définition 2.16. Nous appellerons suite fondamentale de valeurs (cl Ko, ¢l K, ...
..., ¢l K,_;) toute suite de cette sorte ou la différence de deux termes voisins ne peut
étre que —1, 0 ou +1. La suite correspondante (K,, K, ..., K,_;) sera appelée suite
fondamentale de coefficients de Frenet.

Nous dirons ensuite que deux suites fondamentales, (Kg, K}, ..., K,-;) et
(K3, K3, ..., K?_,) appartiennent a la méme classe de suites fondamentales lorsque

clK} =clK? pour 0<i<n-—1.
Une classe de suites fondamentales sera désignée par le symbole
[Ko» Ky oos Kuoi ] s

Ja suite (Ko, Ky, ..., K,-) étant un représentant arbitraire de la classe en question.

Théoréme 2.17. Sicl X, cl Ey, ..., cl E, _,_, sont les classes différentielles du point,
de la tangente et des espaces osculateurs linéaires d’une courbe réguliére C dans
PUespace E,, alors il existe toujours une courbe réguliere C' telle que

(2.16) cdX =clX,..,clE] ,.,=clE; ,_y,

et les valeurs correspondantes cl Ky, cl K4, ..., cl K, _,, forment une suite fonda-
mentale, cette derniére étant déterminée d’une maniére univoque par la courbe C
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originale. Par contre, & chaque suite fondamentale {cl K;} est associée d’une fagon
univoque une suite (c1X,clE,, ..., cl E;_,_,)telle qu’il existe une courbe réguliére C
pour laquellecl X, ..., cl E{ ,_, sont les valeurs de la classe différentielle du point,
de la tangente et des espaces osculateurs, K, ..., K,_, étant les coefficients de
Frenet de cette courbe. Entre ces deux suites (c1K,, ...,clK,_,) et (c1X,clE,, ...
. CLEy_ 1), ainsi univoquement associées 'une a 'autre, a lieu la relation

(2.17) X =clKy+ 1, clE; ;=clK;+1 pour 1<j<n-—1.

Démonstration. La deuxieme partie du théoreme est évidente: en vertu du lemme
2.2 le systéme (2.1) a toujours une solution et comme pour la suite fondamentale de
valeurs cl K; on a la relation évidente

K, <clK;+|j—kl, 0sjs<n-1, 0sk=sn-—-1,

les formules (2.17) sont pour une telle suite une simple conséquence du théoréme 2.3.

Soit maintenant par contre (cl X, cl Ey, ..., cl E; ,_,) la classe différentielle d’une
courbe réguliére C. Soient cl E,_;, cl E,_;, deux termes voisins de la matrice (1.3).
Comme les valeurs

min (1K, + | —j|) et min (K, + |l = (j + 1)|)

0<lisn—1 oslisn—1

ne peuvent différer en valeur absolue que d’une unité au plus, il en découle (voir (2.3))
que la différence de deux termes voisins de la matrice (1.3) ne peut prendre qu’une
des valeurs —1, 0, + 1. Choisissons Ky, ..., K, _, de fagon a avoir

(218) cKig=clX —1,clKj=clE; ;—1 pour 1<j<n-—1.

Alors (cl Kg, ¢l Ky, ..., cl K, _,) est une suite fondamentale. La solution du systéme
(2.1) avec les coefficients ainsi choisis, c’est donc une courbe réguli¢re C' pour laquelle
on a, comme il est facile de le voir en vertu du théoréme 2.3,

X =clKy+1,clE] j=cK;+1, 12j=<n—1

et de (2.18) il découle alors (2.16).
Notre théoréme 2.17 est donc démontré.

Corollaire 2.18. La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une courbe
réguliére C telle que la matrice

(2.19) lag, ag, ..., an—s||
dont les éléments sont tous entiers et positifs, soit sa classe différentielle, est que

(2.20) a;—a;_y|£1 pour 1<i<n-—1.
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Démonstration. Nous avons montré déja, lors de la démonstration du théoréme
2.17, que la condition (2.20) est nécessaire. De I’autre cdté, nous pouvons considérer
la suite (ap — 1,...,a,-; — 1) comme une suite fondamentale de valeurs cl K,
0=<i=<n-—1,etlacourbe C qui y correspond aura pour sa classe différentielle
précisément la matrice (2.19)'7)'®).

Corollaire 2.19. Pour tout entier n =2 et pour r = min (clK,, ..., cl K,-1)
donné il existe précisément 3"~ ! classes différentielles différentes des courbes régu-
lieres plongées dans E,.

Définition 2.20.

a) Soit (ay, ..., a,-,) la classe différentielle d’une courbe réguliére. Nous dirons
que a; est une valeur propre, et nous écrirons a; = a;, lorsque

(2.21) a; < min (af—l;ai+1)

pour2 <i<n-—2oubiena; < a;sii=0,0ua;<a, ,sii=n— 1. Dansle

cas contraire nous dirons que la valeur a; est diminuée, ce que nous dénoterons par
a; # a; (mais le symbole de @; sera dépourvu de sens dans ce cas-1a).1?)

b) D’une fagon analogue, soit (cl Ko, ..., ¢l K,_,) une suite fondamentale. Tout
comme dans a), nous écrirons ¢l K; = cl K; pour dire que

clK; £ min(clK;_y, clKj4y)
pour 1 £ j < n — 2, avec les modifications évidentes pour j = QOouj = n — 1.
Théoréme 2.21. Si a; = a;, alors
(2.22) a;=clK; + 1.

Démonstration. Supposons que la relation (2.22) n’ait pas lieu. Il découle alors
du théoreme 2.3 I’existence d’un indice j tel que

a;=cdK;+|j—i+1<cK;+1.

17) La courbe C n’est pas, bien entendu, déterminée d’une maniére univoque, car si nous
connaissons cl Ky, ..., ¢l K, _, nous pouvons toujours encore choisir les grandeurs K, ..., K, _{
librement et, de plus, nous avons encore & choisir les constantes d’intégration en résolvant le
systeme (2.1).

18) Dans son travail [1] E. Cech ne parle que de la condition nécessaire; en réalité, il ne savait
pas encore que c’est une condition suffisante pour tout » = 2, comme on le voit p. ex. de [3],
p. 2 (152). .

19y par opposition & a; = a;, I'égalité a; = aj pour i % j signifiera toujours que les valeurs
numériques de a; et a; sont les mémes.
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Si j > i, nous avons (de nouveau en vertu du théoréme 2.3)
@y SCK;+|j—i— 1|+ 1=cK;+|j—i|l <a,
en contradiction avec (2.21). Le cas de j < i se résout de maniére analogue.??)

Théoréme 2.22. Si a; = a;, alors
(2.23) a; < a;+|j — i

pour tout j ¥ i.

Démonstration. Supposons que la relation (2.23) ne soit pas vérifiée. Nous
pouvons alors, sans restreindre la généralité de nos raisonnements, supposer I’exis-
tence d’un élément j > i pour lequel

a;=a;+j—i.
Compte tenu de la condition (2.20), on doit avoir également
a=aq,+k—-i, i+1=sk=sj—-1,

donc, en particulier,

a;,=a;;,1 +1.

Or, ceci est en contradiction avec (2.21).

Théoréme 2.23. Soit a; un élément arbitraire de la matrice (2.19) satisfaisant
a (2.20). Alors il existe toujours un élément a; qui vérifie

s a,-=aj+|j—il.

QY

(2.24) a; =

Démonstration. a) Si a; = a,, il n’y a rien 4 démontrer. b) Soit a; * a;. Alors,
en vertu de la condition (2.20) et de la définition 2.20, nous avons

a; =min (a;_q, a;4,) + 1.

Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer
a;=a;{ +1.

11 est alors évidemment possible de trouver un élément a;, j < i, tel que

%) Qjypm = Ajymey — 1 poUr 0 = m =i —j—1,

B) pour j + 0 on a toujours a; < a;_;.
20y Crest au contenu du théoréme 2.21 que se rapporte I’introduction des notions de valeurs
»propre* et ,,diminuée‘. La valeur propre est liée a cl K; par la relation (2.22), tandis que pour
a; + a; nous ne pouvons compter qu’avec I'inégalité a; = cl K + 1. Les valeurs propres ainsi
définies joueront un rdle important dans la suite.
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Cet élément a; satisfait évidemment aux exigeances du théoréme. De plus, il est
évident que pour les éléments

a 1

IIA

m

IIA

i—j—1

jtm>
on a la relation

Ql

aj-(*m:g= Jtm >

Remarque 2.24. 11 est évident qu’il peut exister deux éléments satisfaisant a (2.24),
mais jamais davantage.?!)

Remarque 2.25. L’¢élément a; du théoréme 2.23 peut ne pas é&tre la valeur propre
la plus proche de a; en ce sens qu’il peut exister un élément a, = a, pour lequel
li—s| <]i—jl.??

Py

Définition 2.26. Nous appellerons valeur propre correspondant a a; (associée
a a;) n’importe quel de deux éléments possibles a; satisfaisant aux relations (2.24).

Théoreme 2.27. Soit a; = a; la valeur propre associée a I'élément a;. Alors
a;=cK;+[j—il+1.

La démonstration découle immédiatement de la définition 2.26 et du théoréme
2.21.

Définition 2.28. Soient
(2.25) (Ko K1y -y Kney)

les coefficients de Frenet d’une courbe réguliere C et soit
(Ko, Kis .. Kpoy)
la suite fondamentale correspondant a une courbe réguliere C’ pour laquelle
cdX =clX,..,clE| ,_,=clE, .,

(voir le théoréme 2.17). Nous dirons alors qu’on a associé¢ au systeme de coefficients
(2.25) la classe de suites fondamentale

(2.26) [K('), 1o oees K,,'_l] .
21y gl s’agit p. ex. de la matrice HZ 123 ZH et que I'on cherche I’élément a; correspondant
4 a3 = 3 au sens du théoréme 2.23, on voit que les éléments a; = @, = 1 eta, = a, = 2 satisfont
les deux aux conditions imposées.
22y Considérons la matrice {]5 45432 1! , et cherchons I’élément a; correspondant, au sens
du théoréme 2.23, & I’élément «; = a3 = 4. Nous trouvons que c’estI'élémenta; = ag = dg = 1.
On a ensuite a; = a; = a; = 4, avec }i—~si= 2 < |i-jf‘= 3, mais a; a,+{s-ii.
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Théoréme 2.29. La suite (2.25) et la classe associée (2.26) des suites fondamentales
sont liées par la relation

(2.27) cK;= min (clK;+|j—i]).
0sjsn—1

La démonstration découle immédiatement du théoréme 2.3 et de la relation
(2.18).

Corollaire 2.30. I] résulte immédiatement de la formule (2.27) que l’on a toujours

(2.28) clK; £ clK;.

Théoréme 2.31. Soit (2.26) une classe de suites fondamentales. Toutes les suites
(2.25) pour lesquelles (2.26) est la classe associée de suites fondamentales sont
caractérisées par les relations

(2.29a) clK; =clK; pour clK!=clK},

(2.29b) clK; = clK; pour clKj # clK;

Jj?
Démonstration. Tout d’abord, il faut se rendre compte de la relation
cK) = clK,<a; = d]

ou a; = cl E]_;. L’équivalence en question résulte de (2.18).

a) Les conditions données par les relations (2.29) sont nécessaires.”*) En effet,
(2.29b) n’est qu’une autre forme de (2.28), et (2.29a) peut étre démontré comme suit:

En vertu de (2.23), pour tout i tel que cl K} = cl K} on aura d’aprés (2.3)
CE; ;<cE; j+|j—i£cK;+|j—i+1 pour j=#i
donc toujours d’aprés (2.3)
clE, ;=clK; +1,
donc, en vertu de (2.18),
clK; =clK;.

b) Les conditions données par les relations (2.29) sont suffisantes. Soit (2.19) la
matrice correspondant a (2.25); soit

[a, ai, ..., a,—|

la matrice correspondant au représentant, choisi arbitrairement, de la classe (2.26).
Nous supposons maintenant que la suite (2.25) et la classe (2.26) sont liées par les

23) Nous supposons maintenant satisfaites les relations cl E{ ;=clE{ ; pour 1 =i=
=n—1,cl X= cl X/, et nous voulons démontrer (2.29).
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relations (2.29) et nous voulons démontrer que

a;=a;, 02i<n-—-1.

b,) Soit a; = . En vertu de (2.3) et du théoréme 2.22 nous avons
aj=cKi+1<cKj+|j—i+1, j*i.
Comme d’aprés (2.29) K; =K, Kj £ K;, nous avons également
AdK;+1<cK;+|j—il+1, j*i,
donc d’apreés (2.3)
a;=clK;+1=clK;+ 1=a;.

b,) Soit a} # a;. 1l existe alors, en vertu du théoréme 2.23 un élément aj tel que

P’on ait
ay = aj, a'i=a3-—i;[j—i|.

D’aprés by) on a a; = aj, donc, en vertu de (2.20), on a
(2:30) a;Sa;+|j—i|l=a}+|j— i =aj.
D’autre part, il résulte de (2.29) que
(2.31) a; = min l(clK,- +i—i)+1= min 1(c11<;. + i —i]) + 1 =aj.

0gjgn- ozjgn-
En combinant (2.30) et (2.31) nous trouvons dans ce cas-ci également

a; = a;.

Cela achéve la démonstration du théoréme 2.31.

Remarque 2.32. La définition 2.28 et le théoreme 2.31 permettent de voir pour-
quoi les premiers membres des tableaux (3.8), (5.12), (5.12) et (5.12") du travail [1]
de E. Cech ont précisément la forme qu’ils ont.

3. DETERMINATION DE LA CLASSE DIFFERENTIELLE
DES ELEMENTS SECONDAIRES DU REPERE DE FRENET

En ce qui concerne les éléments secondaires du repére de Frenet, la situation est
analogue a celle du paragraphe 2, mais la formulation du théoréme correspondant
et sa démonstration sont un peu plus compliquées. Nous introduisons d’abord la

Définition 3.1. Nous appellerons indice inférieur remarquable u de I’espace E;,. .

iR

I1sksn-1,1=Zi,Ssnpourl Sp=k iy <ip<..<i, toutindice u tel
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que la suite
(3.1) (O’ i17 i27 ceey Ik)

contienne u sans contenir u + 1.%%)

Nous appellerons indice supérieur remarquable tout indice v tel que la suite (3.1)
continue v + 1 sans contenir v.

Les coefficients K, et K, correspondants seront appelés coefficients remar-

quables; I'ensemble des indices remarquables de l'espace E; sera noté par
I

Li2eeik
Pig. i
Ayant introduit ces notions, nous pouvons énoncer le

Théoréme 3.2

(3.2) clE = min (cIK;+ min [j —oaf) + 1.

0gjsn—-1 “Elil...ik

Pour pouvoir démonter notre théoréme 3.2, nous présenterons d’abord quelques
lemmes et nous adopterons deux conventions.

Convention 3.3. Chaque fois que nous énongons un théoreme pour un coefficient
K, 2 £ u £ n — 2etqu’un théoréme analogue est valable pouru = letu =n — 1
avec la modification évidente (due au fait qu’il y manque un ,,indice voisin®) nous
nous contenons d’énoncer et de démontrer le théoréme pour les indices ,,intérieurs
seulement, en laissant au lecteur le soin d’adapter lui-méme la démonstration aus cas
des indices ,,extrémes*.?*) La méme convention s’appliquera aux termes intérieurs

et extérieurs des suites

(i izyen i), ij<ijuy, k<n—1.

Convention 3.4. Pour éviter, dans le texte a suivre, I’'emploi d’indices composés,
nous convenons de noter par des lettres latines (différentes ou munies d’indices) les
indices ,,ordinaires*, les indices remarquables considérés seront notés par la lettre
grecque o (au besoin avec indice). Ainsi p. ex. dans le produit extérieur

[ei€i, - epege, .. ey ... ln ... 0]

gy 02y cves Py Gy Ty oavy Oyy ouvy Oay «.uy B SONE tous des entiers positifs; on a i; < i, <
<. <p<g<r<..<o<..<0;<..<i,k=n-—1,lesindices o, o,
sont remarquables et les indices p, g, r suivent immédiatement I'un l'autre dans
l’ordre naturel de I’ensemble des indices. ’

24) Le nombre 0 peut donc également étre un indice inférieur remarquable.
25) Ici, u est un entier arbitraire vérifiant les inégalités 1 = u = n — 1; ce n’est pas nécessaire-
ment un terme de la suite (3.1).

335



Lemme 3.5.

a) Si, en différentiant expression
(2.4) [5’:‘19;2 s €y

le coefficient K,, 1 < u < n — 1, apparait comme un nouveau facteur, alors dans
la dérivée deuxiéme de (2.4) apparait toujours K, (siu % 1) et K,y (siu + 1 #+
* n).

b) Si le coefficient K,_,, ou K, 1, ne figure pas, en tant qu’un des facteurs, déja
dans la dérivée premiére, il apparait, a la dérivée du deuxiéme ordre, comme le
coefficient de I'expression qu’on obtient en différentiant le terme de la dérivée
premiére de (2.4) qui contient le coefficient K, en tant qu’un facteur scalaire.

Démonstration. Pour que le coefficient K, apparaisse dans la dérivée de I’ex-
pression (2,4), cette derniére doit étre, en vertu du lemme 2.5, soit de la forme

3.3 1 € ... €,0,8,...¢ |, p=u—1, gzu+2
1 F q k

soit

(3.4) 2) e, .- eeupqe...6, ], rSu—1, s=u+2.

Considérons d’abord le cas 1). Nous avons encore plusieurs possibilités:

Si p=u—1, la dérivée de I'’éxpression (3.3) contient entre autres (sans tenir
compte des coefficients scalaires) I'expression

e, ... e—re,i1,... €]

dont le coefficient scalaire contient K, en tant que facteur; une nouvelle différentia-
tion donne ensuite le produit extérieur

[ei, .- eurre, ... 0],
dont le coefficient scalaire contient le facteur K

u—1°

Si p £ u — 2, la différentiation de I’expression (3.3) donne I’expression
Lei, ---euv6y...€,],

dont le coefficient scalaire contient K, _;; en continuant la différentiation nous obte-
nons entre autres

Lei, - epene, ... e,]

avec un coefficient ou figure K, _; de nouveau.

En ce qui concerne K, 1, nous avons ou bien ¢ = u + 2 et la différentiation de
(3.3) donne

[eh < €p€ueyt 1€y ... ei,‘] s h

v

u+3
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et le coefficient scalaire correspondant contient K, 15 une nouvelle différentiation
donne ensuite entre autres

[e, .- epeseusaen ... €]

avec un coefficient contenant K,,,; si par contre ¢ = u + 3, la dérivée premicre
de 'expression (3.3) contient

[ei, - epeuise, .- ]

et le coefficient scalaire correspondant contient K,,, une nouvelle différentiation donne

[e:, - epeui26, ... €]

avec un coefficient contenant K, ;.

Notre énoncé est donc démontré dans les cas a) et b). Le cas 2) peut se discuter
d’une maniére analogue.

Lemme 3.6. Supposons que le coefficient K,, 1 < u < n — 1, apparaisse pour la
premiére fois dans la dérivée m-éme de (2.4), m = 2. Alors, dans la dérivée de
Pordre m — 1, un des produits extérieurs dont elle est composée doit contenir
comme un nouveau coefficient soit K, _,, soit K, ; ce coefficient apparait comme
coefficient de I’expression dont la dérivée contient entre autres le terme dont le
coefficient scalaire contient K,,.

Démonstration. Tout, comme a la démonstration du lemme 3.5, on trouve
qu’un au moins des produits extérieurs dont se compose la dérivée (m — 1)-éme
considérée, doit étre soit de la forme (3.3), soit de la forme (3.4). Considérons p. ex.
I'expression (3.3). En tenant compte des formules de Frenet et des régles sur la diffé-
rentiation des produits extérieurs, nous trouvons ceci:

Le produit extérieur figurant dans la dérivée d’ordre m — 2, et d’ont la dérivée
donne entre autres I’expression (3.3) — nous allons noter ce produit extérieur par la
lettre o — différe de ’expression (3.3) seulement en ce que, au passage de I’expression
o 4 (3.3), un des indices croit ou décroit d’une unité. Or, si les deux indices u, g
figuraient déja dans =7, ou bien encore, si’expression o/ avait la forme [e;, ... e,e,e, . ..

.e,], avec h = u + 2, alors le coefficient K, apparaitrait déja dans la dérivée
d’ordre m — 1, ce qui est contradictoire a nos hypothéses. Pour la méme raison, il
n’est pas possible que I'expression o7 ait la forme [e;, ... e,¢,. 1€, ... €, ]. Les seuls
cas possibles sont donc ¢ = u + 2 et 'expression &7 a la forme

(3.5) [ei, .- epeuuriy...e5], h=u+3
oubien p < u — 1 et ’expression 7 a la forme
(3.6) [ei, .- epeu—re, ... €] -
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Or, la dérivée de (3.5) contient le coefficient K,+1, celle de (3.6) contient K, _,.
Il en va de méme de I'expression (3.4). Notre lemme 3.6 est donc démontré.

Convention 3.7. Soit «; le premier (dans I'ordre naturel) indice remarquable de
I’espace E;, ;. Sauf avis contraire, nous supposons d’abord o; = 0.

Convention 3.8. Nous appellerons écart de deux indices la valeur absolute de leur
différence. Par analogie, nous appellerons écart de deux coefficients I’écart de leurs
indices.

Lemme 3.9. Soient (acl, ..., o) tous les indices remarquables de I'espace E;,
(voir la définition 3.1), a; < ay < ... < a,. L’indice u soit situé entre les indices

remarquables aj, o, 1, Cest-d-dire «; < u < o, . Soit
(3.7) min (u — o, a0, —u) = B.

Alors le coefficient K, apparaitra pour la premiére fois dans la dérivée d’ordre
B + 1de lexpression (2.4).

Démonstration. Il résulte du lemme 2.5 et de la définition 3.1 que la dérivée
premiére de (2.4) fait apparaitre tous les coefficients remarquables, et ceux-ci seule-
ment, chacun une fois. Il résulte de nos lemmes 3.5 et 3.6 que la deuxieme dérivée
fait apparaitre précisément tous les coefficients dont les indices différent d’une unité
des indices des coefficients remarquables®®); le reste de la démonstration se fait par
récurrence, a I’aide de nos lemmes 3.5 et 3.6.

Lemme 3.10. Soient K;, K;,, ..., K; tous les coefficients distincts pour lesquels
le minimum du second membre de (3.2) est atteint, soient o, o; , ..., o; les indices
remarquables correspondants (qui peuvent déja étre égaux).>”)

Puis

(38) cl K, + |j, — ;| = ¢l Kj, + |j2 — aj,

=..=0dK; + ij— ol =7-
La démonstration est évidente.?®)

26y i le coefficient voisin d’un coefficient remarquable est lui-méme remarquable, il apparait
dés la premiere différentiation, mais cela ne restreint pas la validité de nos raisonnements.

27y Le minimum de (3.2) peut étre atteint pour différentes paires qui different par I'un des
éléments ou par les deux. L’indice j étant fixé, le minimum peut étre obtenu pour deux valeurs
différentes de «. Dans ce cas, nous prendrons pour o; I'un quelconque des deux indices remar-
quables considérés.

28) La relation (3.8) est en principe une généralisation de (2.11). Tout comme la relation (2.11)
a défini le symbole o (introduit au paragraphe 2 ou il ne désigne pas, par opposition au para-
graphe 3, un indice remarquable), la relation (3.8) définit la signification du symbole y — c’est
la valeur commune des expressions données.
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Lemme 3.11. Supposons vérifiées les hy pothéses du lemme 3.9 et soit
(3.9) B=u~—uq

Si o est un indice inférieur remarquable, alors un des termes dont est composée
la dérivée de I’'ordre B + 1 de I’expression (2.4) a la forme
(3.10) K, Ky i1 Kfei, ...eie, ipiils a1 €] =

=K, Kye1---Klei, oepenien,, vr--e]s iy S —1.

Si o; est un indice supérieur remarquable, alors la dérivée de Pordre B+ 1),
B étant défini par (3.9), renferme un terme de la forme

(3.11) (=1 'K, Ky iy - K ool ir ey, 0],
avec i, =Z u + 2.

Si
(3.12) B=odj—u

et que o,y soit un indice inférieur remarquable, alors la dérivée (ﬁ + 1)—éme
renferme un terme de la forme

(3.13) Ko Koyt K e oo €€usiluir o€y, 41 om0 ],

Tj+1

<u-1.

Si(3.12) a lieu et oj , est une indice supérieur remarquable, la dérivée (B + 1)-éme
renferme un terme de la forme

avec iy

(3.14) (=1*'K, . K

aj+r rajeg =1t

~Ke .. e ... 0]

Si la relation (3.9) est vérifiée et (3.12) ne I'est pas, alors (3.10), ou (3.11) respec-
tivement, sont les seules expressions dans la dérivée de I'ordre B + 1, dont le coeffi-
cient scalaire contienne le coefficient K, (en ce sens que les autres termes de la déri-
vée en question ne contiennent ni K, ni ses dérivées). Si (3.12) est vérifiée et (3.9) ne
Pest pas, alors K, apparait dans une, et dans une seule, des expressions (3.13), ou
(3.14) respectivement. Si (3.9) et (3.12) sont vérifiées les deux, alors les seules expres-
sions dans la dérivée de I'ordre B + 1, qui contiennent K, sont soit (3.10) et (3.14),
soit (3.11) et (3.13).

avec iy = oj g + 2.

Démonstration.

a) Nous prouvons la validité de la formule (3.10) comme suit: «; étant un indice
inférieur remarquable, la suite (3.1) contient «; sans contenir «; + 1 et le terme suivant
de la suite (3.1) est évidemment o;,; + 1 avec a;,, — o; = 1. 1l est évident que la
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premiére différentiation de I’expression (2.4) fait apparaitre un terme de la forme

K. lei, - e 10,41 €]

ol i, £ a; — 1. Le cas de f = 0 est donc résolu.
Soit maintenant § = 1; alors en vertu de (3.7) et (3.9) on a

B=u—o;Saj, —u

Gt B=uso —ut oy =0 - S o, —1

(3.15) aj+ B+ 15 a5,y

A Taide des formules de Frenet, nous pouvons déja démontrer facilement par ré-
currence que la dérivée d’ordre m + 1 de P’expression (2.4) contient un terme de la
forme

Ko Kyst oo Ko jaml €y oon €€ ime1€aysi+1 -0 €]

avecl = m =< f,c.q.f.d.

b) D’une maniére analogue nous démontrons la validité de (3.11). En vertu de nos
hypothéses, la suite (3.1) contient a; + 1 sans contenir a;; ensuite elle contient un m
arbitraire pour lequel

(3.16) o+ 1=m= oy,

;4 étant I'indice remarquable suivant. La premiére différentiation de ’expression
(2.4) fournit donc un terme de la forme

—K, [ei, ... e

i e iy

avec i, > o; + 2 si et seulement si a; + 1 = «;,,. Or, dans ce cas-1a, on doit avoir
B = 0 en vertu de (3.7), mais la relation (3.11) est déja démontrée pour ce cas. Si
B >0,o0nai,=a;+ 2 et nous démontrons par récurrence que la dérivée d’ordre
(m + 1) de I'expression (2.4), 1 < m < f, contient un terme de la forme

(1) K, Ky oo Kyl €y oon €0,€0,41 -0 €

a,-+rieih' tee eik] 4

ou iy, = a; + m + 2, car on a (3.15), c’est-a-dire
o+ m<o;+fSoy—1,

ce qui signifie que, d’aprés (3.16), I'indice o; + m + 2 < a;,, était un terme original
de la usite (3.1) et jusqu’a présent n’a pas pu étre remplacé par un autre a la suite des
différentiations effectuées. Pour m = f — 1 en particulier, nous obtenons ainsi un
terme de la forme

B
(=1 K, Kyyo1 - Ky jip-ile oo €aj€ayi1 oo CoyrpoiCayipss - €l »
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et enfin dans la dérivée d’ordre f nous trouvons un terme de la forme

p+1
(=1 K Koy Kayapler, oo e uyet o €ayip - €

(L 1\B+1
= (=1 K, Kypar - K[eg el hq om0

Cela achéve la démonstration de la relation (3.11).

¢) Pour démontrer (3.13) et (3.14) on procéde d’une maniére analogue.

d) Le reste de notre lemme se démontre comme suit: Le cas de f =0 a été
discuté déja au début de la démonstration du lemme 3.9. Soit donc = 1, c’est-a-dire
®jpq — o; = 2 et supposons que nous ayons

(3.17) B=u—o; <oj —u.

Supposons ensuite que m < f et que le coefficient K, ,,, apparait pour la premiére
fois, et une fois seulement, dans la dérivée de I’ordre m + 1 de I’expression (2.4) le
coefficient K, ,+ ; ne figurant pas encore dans cette dérivée de Pordre m + 1. Alors,
a la différentiation suivante, il apparaitra a partir de 'expression correspondante, un
et un seul terme contenant le coefficient K, 4,4 ; (voir nos lemmes 2.5 et 3.5). Autre-
ment, le coefficient K, 4, pourrait apparaitre seulement dans la dérivée d’un
terme dont le coefficient scalaire contient K, 4, (voir notre lemme 3.6). Mais il
résulte de (3.17) que I'on a
u < Hojuq + @),
donc
B=u—o; <Y1 — )

et comme m < f§,on a

m < Hojuq — ) =1 =Hojuy — o5 —2),
donc

A —0;—2>2m, oy — (a;+m+2)>m.

Nous voyons donc que Iécart de K, 4+ 2 des coefficients K, et K, ,,, est > m, son
écart des autres coefficients remarquables étant encore plus grand. En vertu de notre
lemme 3.9 K, 1 ,,+ 2 ne peut donc figurer dans la dérivée de 'ordre m + 1. Il en résulte
que K, 1,41 Napparaitra qu’une seule fois dans la dérivée de I'ordre m + 2. Par
récurrence, on en déduit que, dans le cas (3.17), il y a un et un seul terme dans la
dérivée de 'ordre 8 + 1 dont le coefficient scalaire contient K, = K,. Nous avons
déja démontré plus haut que ce terme a la forme (3.10) ou (3.11). D’une maniére
analogue, on peut démontrer aussi les autres énoncés analogues donnés a la fin du
lemme 3.11, si I’on tient encore compte du fait que de deux indices remarquables
voisins, I'un doit toujours étre supérieur et autre inférieur.

Lemme 3.12. Soit y donné par la formule (3.8). Soient

(1) (1) -(1 - (2 (2 -(2)
J 00, L5, évent. jPL 5, L



tous les indices de (3.8) auxquels peut®®), en (3.8), correspondre un indice remar-
quable supérieur ou inférieur, lié a eux par les relations

(1 . .
an) - & 20, 1=mz=pg, évent. anz; - &2 =20, 1=£m<p,.
Soient ensuite
(3) (3 3 4 (4) (4) H(4)
.](1 )’j(Z )""’]fyg ’ event. Ji 75 J2 :"'7.];4

tous les indices auxquels peut en (3.8) correspondre un indice remarquable supé-
rieur ou inférieur lié par les relations

o , -(4)
D _ oM <0, 1<m<ps, Cvent. j,

m

-0 =0, 1<m=p, >

Alors dans la dérivée de Pordre y — r + 1 de expression (2.4), les coefficients
scalaires qui ont la classe différentielle r sont précisément ceux qui sont d’une des
quatre formes suivantes

dgj’"(‘)—'ij(l)

dtlim "

(3.18) (—— ])j’"(”_“fm(”+IKajm(1>Kz~m(1)+1 cee ij(”—l

J

dem(Z) “'ij(z)

...K; ) -
(3'19) Kajm(z)K"jm‘”“ IOl e T
. RGOS K K Jm®
@ (3~ J PR ¢
(3.2()) (__ 1)%m m Kaj,,.m @ -1 1 FIORCEG
d%im® K
oy Ky ———Im
(3,21) K‘l_,'mmK“jm(‘) 1 Jm@®+1 d10m® "

ou toujours 1 <m < p, 1 Si S 4, et ou nous avons posé @; « = clK; «, pour
1 < i < 4. Tous les autres coefficients scalaires qui figurent dans la dérivée de
Pordre (y — r + 1) ont une classe différentielle supérieure.

Démonstration. Considérons I'expression (3.18). Comme pour le coefficient
K, le minimum du second membre de (3.2) est réalisé, on a évidemment

(1
cl Kaj w+k T % + k — LTMeY] 2 cl ij(l) +j$,.) - %,
donc

(1
LKy ok > clKj o pour 0 <k <O — o 0,

il en résulte que la classe différenticlle de I'expression (3.18) est

JmV
dtQjm(l) -r

d2im TR
ol —— = Qj,, 1 — (Qjm(n - ") =r.

2(9)) Voir la remarque 27), p. 338. 4 -

3

) Compte tenu de la remarque 27), p.338,onay p; = p.
i=1
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Or, il découle du lemme 3.11 que I'expression (3.18) apparaitra dans la dérivée de
Pordre (B + 1) + ¢,y — r. Mais

ﬂ + 1+ Q. — r_-:j:nl) — 0 + 1+ Clij(,) —r=y—r+ 1.

Il en est de méme des expression (3.19)—(3.21), et nous avons ainsi pris en considéra-
tion tous les coefficients pour lesquels le minimum de (3.2) est réalisé.

Il nous reste donc a démontrer que tous les autres coefficients ont une classe diffé-
rentielle supérieure. Il résulte du lemme 3.11 que (3.18)—(3.21) sont les seules expres-
sions qui contiennent les dérivées de ’ordre maximum figurant dans la dérivée de
Pordre y — r + 1 des coefficients pour lesquels le minimum du second membre
de (3.2) est réalisé. Soit ensuite K, un coefficient arbitraire pour lequel le minimum
de (3.2) ne soit pas réalisé, c’est-a-dire que cl K, + |¢ — a,| > 7 ol o, est le coefficient
remarquable le plus proche. Supposons que la dérivée de I’ordre maximum de K, qui
figure dans la dérivée d’ordre y — r + 1 de I'expression (2.4) soit de I'ordre y,.>')
Nous avons alors

e=y-—r+1—(e—o+1)<cdKk, —r,

d"K,

cl " =clK, -y, >clK,—clK, +r=r
dt'Ye

c.q.f.d.

Lemme 3.13. Les produits extérieurs correspondants, associés aux expressions
(3.18)—(3.21) ont respectivement une des formes

(3.22) [ei, - €a; ey i+t or Cintd - €] 5

(3.23) [ei, ... enejcsr -], <o, @—1,

(324) [e,-l e € € ... € |, ih g A (3 + 2,

(3.29) Lei, .- e, r1€, @042 --- € w1 €]y By S i — 1.

Toutes ces expressions différent 'une de I'autre.

Démonstration. La premiere partie de I’énoncé découle de notre lemme 3.11-
Pour démontrer la seconde partie, on procéde comme suit:

Les expressions de la forme (3.22) s’obtiennent & partir de I’expression [e;,e;, ... ¢,

lorsqu’on y diminue j{” — «; o) + 1 indices successifs d’une unité chacun; pour les

expressions de la forme (3.25) il faut faire accroitre o, ) — j% + 1 indices successifs

d’une unité chacun; pour les expressions (3.23) ou (3.24) il faut faire accroitre ou
abaisser un seul indice de j$’ — a; o + 1 ou de a;, & — ji + 1 unités. Il s’agit

3'1) Nous supposons ici implicitement que ’expression K, ou ses dérivées figurent dans cette
dérivée en question. Mais si elles n’y figurent pas, cela ne nous empéche nullement dans nos
raisonnements.
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donc de modifications différentes dans les différents groupes; les modifications dans
un méme groupe mais pour différentes valeurs de m sont, bien entendu, différentes
également.

Notre lemme 3.13 est ainsi démontré complétement.

A Taide des lemmes énoncés ci-dessus, on peut démontrer le théoreme 3.2; comme
cette démonstration serait analogue a celle du théoreme 2.3, nous ne le ferons pas ici
en détails.

Théoréme 3.14. Soit (Ko, Ky, ..., K,_{) une suite quelconque de coefficients de
Frenet. Alors les classes différentielles de tous les éléments du repére de Frenet sont
déterminées par la classe correspondante des suites fondamentales [Kg, K1, ...

.., Ky~ ] (voir la définition 2.8).

Démonstration. Soient K, j,, o; des valeurs arbitraires vérifiant (3.8). Nous
allons montrer que

a) clK; =clKj,

b) Pour tout indice u on a

c K, + Iu — oc] =y pourtout ael

(voir la définition 3.1).

Ad a). L’inégalité cl K, < cl K est impossible (voir (2.28)). Soit donc ¢l K, <
< cl K. Il existe alors un indice ¢ tel que

ipiz...ir

cKj, =clK, + [¢ — j|
(voir (2.27)). Mais alors ‘
AK, + |e —a;| LK, + |e — j| + |js — ;| =
= cl Kj, + [js — oy

<K, +|is =l =7,

y étant donné par la relation (3.8). Mais voila une contradiction, car =;_est un indice
remarquable, donc
=7.

K, + |¢ — «;,

Ad b). Supposons qu’il existe un indice u et un indice remarquable « tels que
cKj + |u—o <y.
Nous pouvons toujours écrire

oK =clK, + e —ul.
Nous avons alors
clK¢+ls—zx]§CIK8+|8—u|+|u—-c4l=

=cK,+u—-o <y,

ce qui est une nouvelle contradiction.

344



Corollaire 3.15. Les classes différentielles des éléments principaux du répeére
de Frenet déterminent les classes différentielles de tous les éléments du repére
de Frenet.

Démonstration. Les classes différentielles des éléments principaux du repére
de Frenet déterminent la classe correspondante des suites fondamentales de coeffi-
cients de Frenet (voir le théoréme 2.17) et cette classe détermine a son tour, d’aprés
le théoreme 3.14, la classe différentielle de tous les éléments du repere.

Remarque 3.16. Soit n un entier = 2 et soit min (clK;) =r = 0. Il existe
0sisn—1

alors toujours un élément du repére dont la classe différentielle est r + 1 quel que
soit le coefficient de Frenet pour lequel le minimum donné est réalisé. Si n est impaire,
c’est ’espace E,,. ,-; qui jouit de cette propriété, si n est pair, c’est 'espace E, 4 .
Cela découle immédiatement du théoréme 3.2. (Voir le tableau de la page 4(94) du
travail [2] et le tableau X & la fin du travail [7].) Pour les valeurs des classes différen-
tielles des autres éléments du repére, il y a dans ces tableux plusieurs possibilités. Les
valeurs maxima peuvent étre atteintes par cl X et cl E;, ,_,. La classe différentielle
de ces éléments prend toutes les valeursde r + 1 ar + n.

4. ETUDE DES VALEURS DE cl (ki/k,-), 0=i=n—1,0=j=n—1,i%},
PAR RAPPORT AU SYSTEME DE PARAMETRES ¢, 0 <i<n— 1.3%)

Dans le paragraphe qui suit, nous étudierons les conditions que doit remplir une
matrice carrée de type n x n pour qu’il existe une courbe C dans ’espace E,, ayant
cette matrice pour son type différentiel. Pour pouvoir obtenir des résultats dans cette
direction, nous devrons nous appuyer sur quelques théorémes concernant les valeurs
decl(kifk;), 0 i<n—1,0<j<n~—1,i%j rapportées au systtme de para-
metres 0, 0 < i < n — 1.

Convention 4.1. En tenant compte de la relation (1.4) ot K,(t) & 0 pour 0 £ u <
< n — 1, t étant un paramétre régulier de départ, nous pouvons considérer n’importe
quelle des grandeurs 0,, 0 < u < n — 1, comme une fonction de la grandeur o,
0 < v £ n — 1. Si, dans la suite, nous écrivons, pour étre plus court,

(4.1) o(0,) = f(a.),

cela signifiera que le premier membre de (4.1) est une fonction composée, pour
laquelle on a

olo0,)] = f(o.)
32) Voir la définition 1.2 et les formules (1.4) et (1.6).
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ou bien nous pourrons interpréter (4.1) aussi de la fagon suivante comme
o(a.) = flo,(o.)] -

Remarque 4.2. Les démonstrations des théorémes qui suivent sont faites sous
Phypothése 0 < cl(k;fk;) < o0, 0<=i<n—1,0=<j<n—1,i%j Le lecteur
peut voir aisément que ces théorémes restent valables méme si nous admettons
cl(k;[k;) = 0, ou cl(k;[k;) = co pour certaines, ou méme pour toutes les paires
d’indices.

Théoréme 4.3. On a

cl,j(k,-/kj) = cl, (kik;) . *3)

Démonstration. Posons

(4.2) a, ko

et prenons ¢; pour le paramétre de départ de la formule (1.4). Alors
d [k; d [k;\ do; d [k; d [k;\ k;

@3) L (_) -4 <_> o _ 4 (_> Koy = -4 (,) Ko o]
do; \k; do; \k;/ do; do; \k; do; \k;) k;

(voir (1.5)). Le second membre de (4.3), pris comme une fonction du paramétre o,
a la classe différentielle m — 1 ot m est donné par (4.2). Nous calculons les dérivées
suivantes comme les dérivées d’une fonction de fonction ce qui fait apparaitre chaque
fois le facteur k;/k; de classe différentielle m; cela nous conduit a la relation

(44) n=cl, <&> =m.

De l'autre c6té,

“3) A (k) _ 4 () do;_ d (k) k.
do; \k; do;\k;/ do; do; \k;/ k;

Mais d’aprés (4.4) on a
cl,, 4 (ks . K =n-1,
do; \k;/ k;

33) Par le symbole cly» 0 =i =n— 1, nous entendrons dans la suite toujours la classe
différentielle par rapport au paramétre g;.
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d’ou en vertu de (4.5) nous déduisons, comme tout a I'heure, que
(4.6) mz=n.

En comparant (4.4) avec (4.6) nous obtenons I'énoncé.

Théoréme 4.4. Soit cl,, (o)) = m, cl, (kik;) = my = m, ki[k; + 0. Si nous
posons ¢[o(c;)] = Y(a;), alors

cly, ¥la;) = m.

Démonstration. Nous avons

dy(o;) _ de(s) do; _ do(o;) ki

do; do; do; do; k;
d’ou il résulte (tout comme en 4.3) que
(4.7) n=cl, o) zm.

De lautre coté
d‘P(”i) d‘p(”j) ) &

do; do

=

j :
d’ou
m —12min(n — 1, my).

Or comme m — 1 < my, il faut que I’on ait

(4.8) m—-1z2n-1.

L’énoncé découle de (4.7) et (4.8).

Théoréme 4.5. Soit

. K
Cla,;—\—'——ClaJ&~m, ot =cl,—~=n*m
ks K ] k,
Alors
k; ; )
cl,,~ = cl,, ~ = min (m, n)
l‘k kk

k.
cl, —=u,
"k
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il résulte immédiatement du théoréme 4.4 que

k.

J

cl,, -
J kk

=u,
c.q.f. d., car le reste du théoreme est une conséquence du théoreme 4.3.

Théoréme 4.6. Soit

k; k; k; k;
c, —=cl, —~=cl, = =cl, -~ =m
k; k; ky k;
Alors
cl,j& = cl,,k& =m
k; k;

o,
|
|

2
N
S
=
Se—
I\
3

Posons
d [k d [k do; d [k k;
W)= 5 (1) = () o = o (2) et
do; \k; do; \k;/ do; do;\k;/ k;

Nous avons évidemment

n=cl,pld)=m-—1.

Dans le casoun = m — 1 ou n = m nous obtenons tout de suite a partir du théo-
réme 4.4 Pinégalité

(4.9) cl, Y(o;) =2 m—1.

Il est aisé de voir que la relation (4.9) subsite méme si n = m + 1. Or (4.9) est équi-
valente a la relation
cl,, (ﬁ) =m,
kj
c.q.f.d.

Les théorémes 4.5 et 4.6 pris ensemble sont évidemment équivalents au théoréme
4.7 suivant.

Théoréme 4.7. Soit
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Alors

k. .
cl,, =~ =cl £ > min (m, n).

Voici les raisons pour lesquelles nous avons énoncé les théorémes 4.3, 4.5, 4.6 et 4.7
Dans la suite, nous étudierons le type différentiel d’une courbe réguliere C (voir la
définition 1.3), en nous intéressant aux valeurs des classes différentielles des expres-
sions k,-/kj, 0sis=n—-1,0=j=<n—1,i=j,parrapport a un systeme de para-
métres o,, 0 < u < n — 1. La classe différentielle des expressions k;/k; dépend,
bien entendu, du choix des paramétres, mais la situation est plus simple qu’elle ne
parait au premier coup d’oeil. Le coefficient k;/k; ou k;/k; devient important (voir
(1.5)) seulement si nous considérons les classes différentielles par rapport au para-
metre g; ou o;. Or, d’aprés notre théoréme 4.3, nous avons

Cela nous permet d’énoncer la

Définition 4.8. Nous appellerons paramétre associé au coefficient k;[k; 'un et
lautre des paramétres g, 6;.%%)

Convention 4.9. En écrivant cl lci/kj, nous entendrons dans la suite toujours la classe
différentielle par rapport aux paramétres associés; nous ne signalerons donc plus
explicitement de quel paramétre il s’agit.,

Théoréme 4.10. Si nous interprétons I'écriture cl ki/kj au sens de la définition 4.8
et de la convention 4.9, les théorémes 2 et 3 du travail [7] sont toujours vrais.

La démonstration découle de nos théoremes 4.5 et 4.6.

Comme nous ne nous intéresserons pas, dans la suite, a la classe différentielle du
quotient k;/k; par rapport & un autre parametre que les deux parametres associés,
nous voyons que le théoréme 4.10 nous donne un outil effectif, pour obtenir d’autres
résultats.

Théoréme 4.11. Soit r = min (cl ko, ¢l ky, ..., cl k,—1)*®) out ko = 1, et soit S =
={0,1,...,n — 1}. La relation
k; .
(4.10) cdd=>r4+a, a=1, entier
k; ‘
34) Cette correspondance n’est univoque en aucun sens, mais la définition donnée convient
a nos buts.

35) Par cl k; nous entendons ici la classe différentielle par rapport au paramétre s, ce qui est
d’aprés la définition 4.8 un des deux paramétres associés au coefficient k;/ky = k;.

349



considérée comme une relation existant entre les indices correspondants i et j, est
une relation d’équivalence qui engendre une partition de I’ensemble S.

Démonstration. La réflexivité et la symétrie de la relation (4.10) sont évidentes;
la transitivité découle immédiatement de la convention 4.9 et du théoréeme 4.7.

Définition 4.12. Les composantes de 1’ensemble .#, correspondant a la relation
(4.]0), seront appelées composantes d’ordre o.

Théoréme 4.13. Soit #* une quelconque des composantes d’ordre o de ’ensemble S,
et soient i, j, € F*. Alors la relation

(4.11) cl <%‘-)gr+a+/3, B =1 entier, i,j,ef*
Ja

est de nouveau une relation d’équivalence qui engendre une partition de I’ensemble
#°. Les composantes d’ordre  qui se produisent a cette partition sont également
partitions d’ordre o. + B de ensemble #.>%)

Démonstration. La premiére partie du théoréme est évidente. Pour démontrer
la deuxiéme partie, désignons par (f"‘)” une quelconque des composantes d’ordre
de I’ensemble #°. 1l est évident que

(4.12) (7Y < g

ou F**# est une des composantes d’ordre « + B de ’ensemble .#. Ensuite on aura,
en vertu de la définition de (#7),

(4.13) - (FY < oo
en combinant (4.12) et (4.13) on en obtient
(4.14) JHB A g% (ja)ﬁ + 0 .37)
Or
cl&gr+a+ﬂ=>clﬁgr+a,
k, . k,
ou u,vef ={0,1,...,n — 1} et c’est pourquoi tous les éléments de Iensemble

#**F se trouvent dans la méme composante d’ordre o.. En vertu de (4.14) nous avons
donc

jﬂ‘f’ﬂ g jl .

36) Comme cl (k;/k;) = oo, il existe des composantes non vides des ordres arbitrairement
élevés.

37) Voici ce que nous voulons dire par la: (£)**# est une composante d’ordre @ + f, qui a une
intersection non vide avec une certaine composante #* d’ordre @, tout a fait déterminée. Autre-
ment, la relation en question serait triviale.
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Donc, #**# contient les éléments de I'ensemble #* pour lesquels (4.11) est valable,
c’est-a-dire

(4.15) I < (7Y

est vrai. A partir de (4.12) et (4.15) on déduit déja #**# = (%), donc la deuxieme
partie de notre théoréme 4.13.

Définition 4.14. Soit .#* une des composantes d’ordre o de I’ensemble #. Nous
appellerons partition d’ordre 8 de I’ensemble #* le systéme des ensembles contenant
d’une part ’ensemble #7, et d’autre part toutes ses composantes de cet ensemble qui
sont d’ordres 1, 2, ..., .*%)*%) Une partition d’ordre § de I'ensemble .# sera définie
d’une maniére analogue*°).

Définition 4.15. Nous dirons qu’une partition d’ordre @ d’une composante .#*
(ou de 'ensemble .#) est une parition compléte de la composante .#* (de 'ensemble %),
lorsque chaque composante d’ordre w contient un point et un seul.

Remarque 4.16. Nous montrerons plus tard que, pour nos buts du moins, il est
possible de se limiter 4 envisager seulement les cas ou cl k;/k; < oo pour 0 < i £
<n-—-1,0=<j=<n-—1,i+j. Dans ces cas, il existe toujours un entier positif »
tel que la partition d’ordre @ de I’ensemble # soit une partition complete de I’en-
semble #. Nous parlerons alors de partition compléte finie de I’ensemble #. Mais en
général il faut admettre la possibilité de @ = 00.*)

Définition 4.17. Soit # une partition d’ordre f d’une composante #* (ou de I'en-
semble #). Nous dirons alors qu’une partition %#; d’ordre § + y, y = 1, est un
prolongement de la partition £, lorsque toute composante d’ordre d, < f, qui fait

38) 11 faut comprendre cette définition ainsi: une quelconque des composantes du systeme
donné n’est pas déterminée seulement par ses éléments, mais aussi par une indication de I’ordre
duquel il s’agit. Il peut arriver alors que certaines des composantes différent seulement par cette
indication de I'ordre mais non pas par leurs éléments. Ainsi p. ex. f2 = {0, 1, 3} signifie qu’il
s’agit d’une composante d’ordre 2, dont les éléments sont les nombres 0, 1, 3. Mais en méme
temps nous dirons p. ex., au sens de notre théoréme 4.13, qu’une composante d’ordre f par
rapport a ’ensemble #* est identique & une composante d’ordre o -+ S de I’ensemble .#; ici il n’y
a pas de malentendu a craindre. En parlant de 'ensemble .#2 nous comprendrons par cela, dans
notre cas p. ex., ’ensemble ayant pour ses éléments les nombres 0, 1, 3, — cette fois-ci sans tenir
compte de I’ordre de la composante correspondante. C’est dans ce sens aussi qu’il faut comprendre
toutes les formules du théoréme 4.13 bien qu’on y ait parlé de composantes.

39) L’ensemble # sera appelé aussi composante d’ordre 0. '

4O) Pour faciliter I’expression, nous parlerons parfois aussi d’une partition de I'’ensemble . en
composantes d’ordres 1, 2, ..., B.

41) Si une partition d’ordre w, @ entier positif, est compléte, il en sera évidemment de méme
de toute partition d’ordre w; > w. D’habitude, nous comprenons par I’expression partition
compléte une partition compléte avec  minimal.
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partie de Z fait également partie de #;. Dans ce cas-1a, nous parlons du prolonge-
ment de la partition £ d’ordre f en partition #; d’ordre f§ + y. D’une maniere
analogue, nous définissons le prolongement d’une partition # d’ordre f en partition
compléte Z d’ordre w.

Définition 4.18. Soit #* une composante de I'ensemble £, faisant partie d’une
partition # d’ordre « de I’ensemble £ et soit £, une partition de I’ensemble S en
composantes d’ordre 1 (par rapport a la composante #% donc en composantes
d’ordre o + 1 par rapport & I'ensemble .#). Nous dirons alors que la partition 2,
d’ordre « + 1 de I’ensemble # est une extension de la partition %, lorsque

a) toute composante d’ordre < « de I'ensemble # qui fait partie de Z fait également
partie de #,,

b) toute composante d’ordre 1 de la composante #* donnée qui fait partie de %,
fait également partie de #,.

Dans ce cas-ci, nous parlerons de I’extension de la partition £, en partition £,.
D’une maniére analogue, nous définissons ’extension d’une partition %, de la compo-
sante #* en une partition compléte £, de 'ensemble #, ou encore 'extension d’une
partition compléte 2, de la composante .#* en une partition complete %, de 'en-
semble £,

Définition 4.19. Soit %, une partition d’ordre o de I'ensemble .# et soient (%7),,
(253);, ..., (#;);, des partitions d’ordre 1 de toutes les g composantes distinctes
d’ordre o de I’ensemble .#. Nous dirons alors qu’une partition %, d’ordre o + 1
de P’ensemble # est une composition des partitions (#5);, ..., (%3);, lorsque

a) toute composante d’ordre < « de ’ensemble # qui fait partie de 2, fait égale-
ment partie de %, 41, .

b) toute composante d’ordre o + 1 de I’ensemble .# qui fait partie de %, fait
(en tant que composante d’ordre 1) partie d’une des partitions (%5);, 1 < i < ¢,
et réciproquement.

D’une maniére analogue nous définissons la composition de partitions (@"{)1,
1 £ i £ q, dans le cas ol nous partons d’une composante .## d’ordre f au lieu de
P’ensemble £. '

Définition 4.20. a) Soit donnée une partition compléte # de 'ensemble .# et soit S*
une composante fixée d’ordre o, faisant partie de Z. Considérons maintenant le sys-
teéme des composantes d’ordres o + f, f = 0, qui font partie de la partition £ et qui,
en tant qu'ensembles de points (c’est-a-dire sans tenir compte de 'ordre de la compo-
sante en question; voir la remarque®®) p. 351) sont sous-ensembles de ’ensembje #*.
Le systeme de composantes correspondantes forme évidemment une partition compléte
R, de lensemble #*. Dans ce cas-1a, nous dirons que la partition # implique la
partition Z;.
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=< o0, et soit %, le systtme de toutes les composantes d’ordres < f, 0 < 8 < w.
Alors, comme dans le cas a), nous dirons que la partition £ implique la partition %,.

b) Supposons qu’une partition compléte Z de I’ensemble £ soit de 'ordre w, o <

Théoréme 4.21. Soit X, une partition d’ordre o de 'ensemble F. Alors pour les
paires d’indices i, j qui ne vérifient pas la relation (4.10) la partition R, donnée
détermine exactement la valeur de

(4.16) c (%) :

J

Si Ry.p, B 2 1, est un prolongement arbitraire de la partition ,, ce prolongement
laisse la valeur (4.16) sans changement.

Si deux éléments iy, j, vérifient la relation (4.10) pour la partition R,, ils la
vérifient pour R, , également.

Démonstration. Dans le cas ot la relation (4.10) n’est pas vérifiée, les indices i, j
n’appartiennent pas a la méme composante d’ordre «, déterminée par la partition £,.
11 existe alors évidemment un nombre y < « tel que i et j sont éléments d’'un méme
ensemble .7, mais qu’il n’existe aucune composante d’ordre y 4+ 1 qui contienne les
deux éléments i, j. Mais alors, on a manifestement cl (k;/k;) = 7, la méme relation
étant valable pour toute partition #,,,, f = 1, prolongement de #,.

Le fait que, dans le cas contraire, I'inégalité (4.10) reste valable, découle immédia-
tement du fait que toute composante d’ordre «, qui fait partie de la partition %,
fait d’apres la définition 4.17 partie de £, , aussi.

Théoréme 4.22. Une partition compléte de I'ensemble S détermine la valeur
de 4.16 pour n’importe quelle paire d’éléments i, j.

Si i # j, la démonstration suit le méme cours que pour le théoréme 4.21, si
i = j, on a évidemment cl (k;/k;) = oo.

Théoréme 4.23. Soit n la dimension de lespace, soit ¥ = {0,1,...,n — 1}.
On peut toujours choisir un systéme de coefficients k;,, 1 Si<n—1, kg =1,
de telle maniére qu’il corresponde a une partition finie compléte de I’ensemble #,
choisie arbitrairement.

Démonstration. Les coefficients peuvent étre choisis p. ex. de la fagon suivante:
Soit S5, o = 0, la composante d’ordre o qui contient I’élément k, = 1. Dans tous
les cas ou c’est possible, choisissons dans chaque compbsante J5 un élément qui
n’appartient pas a #§"'.*?) Désignons par i, cet élément et choisissons le coeffi-

42 . . - .
) Ce n’est pas possible dans le cas ol tous les éléments de la composante & § sont également
€léments de FE+1,
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cient k;_ de fagon a avoir

ki =f)e<h 1) pour s5e0,50) )
Clsfa(s) =r+a ’

o, = .[ki, ds.

Il s’ensuit alors du théoréme 4.3 (i ~ i,, j ~ 0, kg = 1, 6, = 5) que I'on a aussi
cl,iak,z =71+ o

Soit maintenant « un nombre fixe tel qu’on puisse trouver un élément i,. Dans
toutes les composantes d’ordre 1 de ’ensemble £ qui ne contiennent pas i,, et
a P’exception de la composante .#3**, choisissons un représentant de chacune d’elles.
L’¢élément i, soit le représentant de la composante qui le contient. Posons i, = i,,.

Le systéme de représentants donné soit

et puis posons

(4.17) [ N S

Posons

ki (00,) = ki (0,,) +u—1, 2Susm
Oi, = fk;a ds.

cly, (ki [ki,)=r+a pour u=v,

Alors on a évidemment

Cl“ial(kiau/ko) = Cl“ialkiﬂu =r 4+ a,
et d’apres le théoreme 4.4 on a aussi

Cl"i,uk"mu =r4+a.

Le reste de la démonstration sera fait par récurrence. Supposons que nous ayons
déja déterminé les représentants de toutes les composantes d’ordre f = 1 de la
composante 5 (& I'exception de celles qui font partie de la partition d’ordre arbitraire
de I'ensemble £5*") et que nous ayons fixé les coefficients d’une telle fagon qu’ils
soient en accord avec la partition compléte donnée de I’ensemble £, et que nous
ayons introduit les paramétres correspondants. Soit ()’ une composante arbitraire
43) L’intervalle {0, s, est le domaine od la courbe C est définie. :
44) Nous laissons toujours de cdté la composante J%*+1; son représentant (choisi éventuelle-
ment déja antérieurement) ne fait pas partie du systéme (4.17).
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— a I'exception citée prés — mais fixe, d’ordre f de la composante £ et notons i,
son représentant. Choisissons les représentants des composantes d’ordre 1 de la
composante (£5)’. Supposons que ce soient les €léments iy = iyp,s iapys .o lupy
Choisissons ensuite une fonction f,4(c; ,) telle que I'on ait

lap
cl,, Bf,,,,(a,-w) =r+a+p,
nous pouvons demander de plus que I’on ait p. ex.

faﬂ(aiap) € <0’ 1> s

et posons

IIA

kiuﬁ, = kiaﬂ, 'f“”(aiuﬁl) +z—-1, 2<z<h.

On a alors évidemment

cl k =r+ a,

o i
igp, ‘@Bz

cl,. (kiaﬁz/kiaﬁu) =r+a+p pour z=+v,

Tiap,
et d’apres le théoréme 4.4 on a aussi

cl,, k; =r+a.

Nous traitons de la méme maniére les autres composantes d’ordre  de la compo-
sante f£5. Comme la partition compléte donnée de ’ensemble # est, d’aprés nos
hypothéses, finie, nous arrivons forcément apreés un nombre de pas fini aux compo-
santes qui ne contiennent qu’un seul point chacune; il en résulte que tout point de
I’ensemble .£#§ qui n’appartient pas a .£5" !, deviendra nécessairement représentant
d’une composante d’un ordre suffisamment élevé. Si nous appliquons le procédé en
question a toutes les composantes originales £ qui satisfont a la condition qu’il est
possible d’y trouver un élément i, n’appartenant pas a 5", nous aboutirons a un
systéme de coefficients qui, en vertu de notre théoreme 4.5 et de la convention 4.9
vérifient I’énoncé du théoréme 4.23.

Pour terminer ce paragraphe, nous adoptons encore la

Convention 4.24. Soit (f“)" une composante d’ordre ff de la composante £”.
Alors, sauf avis contraire, nous en parlerons comme d’une composante d’ordre
o + B, c’est-a-dire que I'ordre de toute composante sera, dans ce qui suit, toujours
rapporté a I'’ensemble de base .£. '

(Continuation)
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