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UNTERMANNIGFALTIGKEITEN VON HOMOGENEN RÄUMEN*) 

LEO BOCEK, Praha 

(Eingegangen am 8. Mai 1968) 

Unter einer differenzierbaren Abbildung werden wir immer eine С°°-differenzier
bare Abbildung verstehen. 

Definition. Eine differenzierbare Funktion / auf einer differenzierbaren Mannig
faltigkeit M heisst k-horizontal im Punkte q e M, wenn in lokalen Koordinaten alle 
partiellen Ableitungen der Funktion / bis zur /c-ten Ordnung einschliesslich im 
Punkte q verschwinden. 

Definition. Ein lineares Funktional, das auf der Menge aller diflferenzierbaren 
Funktionen auf M definiert ist, nennen wir einen k-Jet im Punkte qe M, wenn er 
allen /c-horizontalen Funktionen im Punkte q die Null zuordnet. Den Vektorraum 
aller /c-Jets der Mannigfaltigkeit M im Punkte q bezeichnen wir Т^(М), das Faser
bündel aller /c-Jets der Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir Т\М). 

Jede differenzierbare Abbildung (p von M in die differenzierbare Mannigfaltigkeit N 
induziert in naheliegender Weise eine Abbildung von Т\М) nach T\N), die wir (p^ 
bezeichnen. (Statt cp^ bzw. Т^(М) werden wir auch die gewöhnUche Bezeichnung cp' 
bzw. T(M) benutzen.) 

1. Es sei G eine Liesche Gruppe, Ш ihr Tangentialraum im Einheitselement e; 
Л, Б e ©. Das Liesche Produkt der HnksinVarianten Vektorfelder, deren Werte in e 
gerade Ä und В sind, bezeichnen wir \_Ä, Б] G (6. Es sei weiter U eine zusammenhän
gende differenzierbare Mannigfaltigkeit und со eine differenzierbare 1-Form auf U 
mit Werten in (Б. Wir definieren auf U x G eine Distribution A wie folgt: Für jeden 
Punkt (u, g)eU x G gehören zu A in diesem Punkt genau alle Vektoren der Gestalt 
(A, g cu(Ä)), wo Ae Tj(U) und g o)(A) ist der Vektor, der aus dem Vektor œ(A) durch 
Links-Translation mittels des Elementes g entsteht. Man kann leicht das folgende 
Lemma beweisen. 

*) Diese Arbeit wurde durch die Alexander von Humboldt-Stiftung gefördert. 



Lemma 1. Die Distribution A ist genau dann involutiv, wenn 

dœ{X,Y)= - i [ co (Z) ,o ; ( r ) ] . 

Aus der Einführung der Distribution A folgt unmittelbar 

Lemma 2. Wenn die Distribution A involutiv ist, dann gibt es für jeden Punkt 
{u,g)eU X G eine einzige maximale zusammenhängende Integralmannigfaltig-
keit F, die diesen Punkt enthält und die bei der natürlichen Projektion n^ : U x G -^ 
-^ и eine Überlagerungsmannigfaltigkeit der Mannigfaltigkeit U ist. Für jeden 
ihrer Tangentialvektoren Z G T^ü,g){^) ^^^^ '^'2^ "̂  ^ о)(ж[2), wo П2 die Projektion 
и X G -> G bezeichnet. Jede Integralmannigfaltigkeit der Distribution A ist dann 
von der Gestalt ggV, wo wir die Aktion von G auf U x G durch д^{и, g) = {и, g^ g) 
definiert haben. 

2. Es sei H eine abgeschlossene Untergruppe der Gruppe G und M = GJH. Wir 
setzen voraus, dass G auf M effektiv operiert, d. h. f) дНд~^ = {e}. Es gibt eine 

geG 

natürliche Abbildung von Т{Т\М)) in T̂ "*" ^ (М). Bezeichnen wir diese Abbildung mit Q^, 
so ist Q^'A für А E T{T\M)) durch (^^Л)/ = AF definiert, wo F{Y) = Yf für jede 
differenzierbare Funkt ion/ auf M und Ye Т\М). 

Ist В ein Feld von /c-Jets auf der Mannigfaltigkeit M und A Tangentialvektor 
von M, ist B'{A) e Т{Т\М)). Statt Q^ В'{Л) werden wir kurz AB schreiben. Wir 
bezeichnen noch mit oc die natürliche Projektion G -^ M = GJH und p = oc(e). 

Die Aktion von G auf M induziert erstens eine Aktion von G auf T^(M) für jedes к 
und diese dann eine bilineare Abbildung 

03 X TXM) -> T(T\M)) i Tl;''\M), 

die wir mit ß^ bezeichnen. Weil ^^ + ^/(5 x Тр{М) = ß^ ist, können wir kurz ß 
schreiben. 

00 

Definition. Wir sagen, dass ein Unterraum Ж c: U Тр(М) die Eigenschaft i^ 
k=i 

besitzt, wenn aus den Bedingungen ß{y, x) = 0 für alle xe W und a'(y) = 0 folgt, 
dass 7 = 0 ist. 

Jedes Element he H gibt eine Abbildung h : Tp{M) -> T^{M). 

Lemma 3. What die Eigenschaft i^ genau dann, wenn der Raum hWdiese Eigen
schaft besitzt, wo h E H ist. 

Beweis. Der Definition von ß zufolge ist für jedes v E Tp(^M), y e Ш und differenzier
bare Funktion/ auf M, ß{y, v)f = y\yf{gx)\, wo der Ausdruck in eckigen Klammern 
als Funktion von g zu verstehen ist, also ist ß{y, hv) = /i^(ad {h~^) y, v), woraus die 
Gültigkeit des Lemmas folgt. 



3. Es sei jetzt ç eine differenzierbare Abbildung von U nach M. Ist В ein Feld 
von /c-Jets auf U und А e Tj^U), so ist (p^^\AB) = А (р\В). Zu jedem ueU gibt es 
ein g(u)EG so, dass 6f~ (̂w)<p(w) = p ist und lokal kann man die Abbildung g 
differenzierbar wählen. Sind g, gi zwei solche differenzierbare Abbildungen, so ist 
gi{u) = g{u) h{u), wo h eine lokale differenzierbare Abbildung von U nach Я ist. 
Mittels der Abbildung g, bzw. g^, bekommen wir für jedes к eine Abbildung g~^ о 
о (p^ = ф^ : T\U) -^ 7;'(M), bzw. il/\ = h-\u) о фК Die Abbildungen ф^ besitzen 
die folgenden Eigenschaften g ф^А) = а'{д'{А)), A[g фЩ] = g il/^^^{AB). Be
zeichnen wir mit CO die Abbildung A ^ g~^{u) g'{A), so können wir diese Bedingun
gen in folgender Form schreiben 

(1) а'(ш(Л)) = ФЧА) , ß{oj{A), фЩ) = ilf'^'iAB) - А ф\В) . 

Wählen wir statt g die Abbildung g^ und schreiben wir CO^ÇA) = gi^{u) д^{А), so ist 
cOi{A) = ad (/t"^) co(v4) + h~^(u) h\A) und für co^ sind auch die Gleichungen (1) 
erfüllt, wenn wir statt ф^ die Abbildungen ф\ verwenden. 

4. Es seien zwei lineare Abbildungen ф^фх : Tj(l/) -^ T'̂ (M) gegeben. Wir sagen, 
dass diese Abbildungen äquivalent sind, wenn es ein /z G Я so gibt, dass ф^ — Ьф ist. 
Die Äquivalenzkiasse, die durch das Element ф bestimmt ist, bezeichnen wir {ф}. 

Satz 1. Es sei für jedes и eU und ein festes к ein Element {ф^} gegeben, wo ф^ : 
: Tjf'^^(l/) -> Tp^^{M) lineare Abbildungen sind mit den Eigenschaften 

a) lokal ist es möglich, die Repräsentanten ф^^ differenzierbar zu wählen', 

b) für jedes Feld В von k-Jets auf U und А e T^fU) gibt es genau ein Element 
œ[A) E (5, so dass die Gleichungen (l) erfüllt sind (die Eindeutigkeit ist genau 
dann erfüllt, wenn ф^(т1^(и)) für jedes и die Eigenschaft i^ besitzt); 

c) für in dieser Weise entstandene Form œ gilt dco = — i[a>, of\. 
Dann gibt es eine Überlagerungsmannigfaltigkeit V der Mannigfaltigkeit U mit 
der Projektion n und eine Abbildung (p :V-^ M, so dass für jedes В G TJ ' '^^(F) , 
V eV gilt 

(2) {0->'=-^} = {^,„о7г^ + ' } , wo g-'<p{v) = p. 

Sind (p, (p zwei solche Abbildungen, dann gibt es ein g e G so, dass cp = gcp. 

Beweis. Erwähnen wir zuerst, dass die Erfüllung der Voraussetzungen nicht 
von der Wahl der Repräsentanten ф^^ abhängt. Wenn wir lokal andere Repräsen
tanten 1̂ ,, = h~^{u)ф^^ wählen, bekommen wir statt œ die Form o)i, a>i{A) = 
= ad {h~^) CÛ{A) + /î"^(w) h'(Ä). Weiter benutzen wir für Umgebungen, auf denen 
wir die Repräsentanten ф^ differenzierbar wählen können, dass Lemma 2. Auf dem 
Durschnitt zweier solcher Umgebungen bleibt eine Unbestimmtheit, die durch die 



Unein^eutigkeit bei der Wahl der Form со gegeben ist, die aber bei der Projektion а 
wegfällt. Die Erfüllung der Gleichungen (2) folgt aus (1) und daraus, dass man jeden 
(l + 1)-Jçt als Linearkombination von Gliedern der Gestalt AB schreiben kann, 
wo Ä ein Tangentialvektor und В ein Feld von I-Jets ist. 

Aus dem vorhergehenden Satz folgt unmittelbar 

Satz 2. Wenn (p^, (p2 :U -^ M zwei differenzierbare Untermannigfaltigkeiten 
des homogenen Raumes GJH sind, die in Deformation (k + lyter Ordnung sind, 
d. h. für jedes UQEU gibt es ein go^G so, dass go(p\'^^|T^^^^(M) = (р\'^^1т1^^^(М), 
und wenn für jedes и eU g(p\(Tl^(U)) die Eigenschaft i^ besitzt (g ist so gewählt, 
dass g (pi{u) = p ist), dann sind (pi und (p2 äquivalent. 
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