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Czechoslovak Mathematical Journal, 21 (96) 1971, Praha 

VARIETES RIEMANNIENNES FEUILLETEES 

Izu VAISMAN, Jassy 

(Reçu le 22 septembre 1969) 

Les variétés feuilletées ont été étudiées par divers auteurs, notamment par EHRES-

MANN, REEB, HAEFLIGER, REINHART, HERMANN, PALAIS etc., surtout au point de vue 
topologique. Des considérations de géométrie différentielle sur ces variétés se trouvent 
chez REINHART, HERMANN, DEHEUVELS, MOLINO, etc. Ici, nous nous proposons 
d'étudier du point de vue de la géométrie différentielle les variétés feuilletées douées 
encore d'une métrique riemannienne. Une part des résultats que nous exposons ont 
été annoncés dans [13]. 

1. VARIÉTÉS RIEMANNIENNES PRESQUE-FEUILLETÉES 

1.1. Soit F"'̂ '̂  une variété différentiable, paracompacte à и + m dimensions. La 
différentiabilité sera toujours comprise dans le sens C* et celle-ci sera la classe de 
toutes les fonctions et champs envisagés. 

On définit sur V'^^ une structure riemannienne presque feuilletée, en se donnant 
une métrique riemannienne positivement définie g et une distribution m-dimensio-
nelle régulière ^ . y + ^ douée de cette structure sera nommée variété riemannienne 
presque feuilletée de codimension n (v.r.p.f.) et alors on a, dans chaque point 
MeF""^'" un sous-espace vectoriel m-dimensionnel D̂ ^ de l'espace tangent Тм"̂ "", 
celui-ci dépendant différentiablement du point M. Rappelons que la géométrie locale 
d'une pareille distribution a été étudiée par R. MIRON et D. PAPUC [6]. 

Sur la v.r.p.f. 1/"+̂ ", on a encore la distribution ^•^, définie par les «-plans Dj^ 
orthogonaux à D^; elle sera nommée la distribution complémentaire de ^ et on a 

(1-1) TM = DM@Di,, 

donc V"^"" possède une structure presque-produit canonique ^ [7]. 
On dira aussi que ̂  est la distribution structurelle et "̂̂  la distribution transver

sale de la v.r.p.f. 
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Donnons maintenant l'expression locale de la structure considérée. Nous conve-
nous de noter i,j, . . . = 1, . . . , n + m; a, b,... = 1, ..., n; u,i\ ,,. = n + 1, ... 
..., n + m. 

La structure de v.r.p.f. peut être considérée définie par un recouvrement ouvert 
^ = {U^} de F"+'" et par la défiinition, dans chaque U„, de deux systèmes de formes 
de Pfaff 

(1.2) 0)1,0)1, 

linéairement indépendantes et tels que, dans U^ n Up, on ait 

(1.3) o); = plo)l, o); = qla):, 

où (PI) et (^") sont des matrices orthogonales. 

Ces formes sont telles que, dans U„, ^ soit définie par les équations 

(1.4) œ: = 0, 

Q)^ par les équations 

(1.5) 0)1 = ^ 

et g ait l'expression 

(1.6) dŝ  = Yi<' + I K ) ' • 
a и 

Nous considérerons aussi les bases locales duales aux cobases (1.2) 

(Ь7) v:,v: 
et alors Dj^ est engendré par les vecteurs V^ et D^ par V^; les formules de passage 
de U^ à Uß résultent immédiatement de (1.3). 

La considération des bases (1.7) montre que si l'on note 

(1.8) i ) (F"+-)= и Dj^, D\V"^-)= и ^M, 

on obtient deux fibres vectoriels, de base P'^'", qui seront nommés respectivement le 
fibre structurel et \Q fibre transversal de la v.r.p.f. et dont la somme de Whitney est 
le fibre tangent de la variété. Dorénavant, nous renoncerons à Findice a et aussi 
à l'indice de dimension de la variété. 

Les formes (1.2) peuvent servir à exprimer localement les formes dififérentielles 
de F, qui se présenteront naturellement comme sommes de formes du type (p, q) 
{0 й P й n,0 ^ q й m): 

(1 .9 ) (p = (Pa,...a,tn...u,0^''' л . . . л 0)"^ Л ш"̂  Л . . . Л о / % 
plql 
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où (pai..Mpui..Mq sont antisymétriques en a^ .. . â , et ŵ  . . . ŵ  séparément. Le type de 
la forme (1.9) est invariant en vue des formules de transformation (1.3). 

Ainsi, par exemple, on a des formules de la forme suivante 

(1.10) dœ'' = Utcco' A œ' + A > ' л ш" + ^Я .̂со" л со', 

dco" = UabO^"" А OJ^ + À^œ' A со' + Щ^СО' A CD^ , 

où les я sont des fonctions sur U^. 

De (1.10) il suit que la distribution ^ est intégrable si et seulement si 

(1.11) с = 0 

et S"̂  est intégrable si et seulement si 

(1.12) Xl, = Q. 

1.2 On sait [2] que si E est un fibre vectoriel sur F, une connexion de E est un 
opérateur 

D : F{É) -> FiT"" ® E) , 

où T* est le fibre cotangent de F et Г est le foncteur qui associe à chaque fibre vectoriel 
l'espace de ses sections globales, opérateur satisfaisant aux conditions 

D{y, + y,) = D{y,) + В{у2), D{fy) = df®y+fDy, 

où y, 7i, y2 e F{E) et / est une fonction différentîable sur F. 
Si maintenant F est un sous-fibré vectoriel de E et si la restriction D|r(F) prend des 

valeurs dans F{T'^ ® F), il est clair que la connexion D induit une connexion du 
fibre F. Classiquement, ceci revient au fait que le transport par parallélisme par 
rapport à D conserve l'ensemble des fibres de F, 

Localement, la connexion s'exprime par les équations classiques de connexion 
d'Elie Cartan [1]. 

Une première connexion canoniquement associée à la v.r.p.f. F est la connexion 
de Levi-Civita de la métrique g; elle sera nommée la première connexion de F. 
Localement elle est donnée par les équations [1] 

(1.13) z)K = s x + « x , DK = CÔ:V^ + (Ô:V„ , 

où les Ш sont des formes de Pfaff pour lesquelles on a 

(1.14) cô', + coî = 0, ш1' + CÔ: = 0 , œ: + Ô};; = 0 . 

Il est classique de trouver l'expression des formes œ à l'aide des coefficients X de 
(1.10) et en tenant compte des équations de structure 

(1.15) da>^ = a)^ A œi. 
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Si l'on note 

(1.16) m) = 7 > ^ 

et si l'on emploie (1.14), (1.15) et (l.lO), on trouve 

(1.17) y), = i ( 4 + kl - 4 ) ' ( 4 = -4-) • 

Des équations (1.13) il suit que cette connexion induit une connexion du fibre 
transversal de V si et seulemenet si 

(1.18) w: = o, 

c'est-à-dire 

(1.19) x:, + xi-ki = o, AL + A:„-AL = O. 

Elle induit une connexion du fibre structurel si et seulement si 

(1.20) (^1 = 0, 

ou 

(1-21) Kb + Ka ~ Ku ^ ^ ^ Kv + Ka ~ Km — ^ • 

La seconde relation (1.14) montre que ces conditions sont simultanément vérifiées. 
Si l'on change le rôle des indices a et b, et respectivement и et v, dans (1.19) on a 

* Ka + Ku ~ ^ма = Ö 5 Ku + Kv ~ Ka = ^ 

et la somme de ces relations et celles de (1.19) donne 

donc, d'après ( l .U) et (1.12), il résulte le 

Théorème 1.1. Si la première connexion de la v.r.p.f. Vinduit une connexion dans 
le fibre structurel (transversal), alors elle induit aussi une connexion dans le fibre 
transversal (structurel) et les distribution Q) et ^^ sont intégrables. 

1.3. Nous introduirons maintenant une seconde connexion sur la v.r.p.f. V. 
Supposons qu'elle a les équations 

(1.22) DV^ = cD% + œX,, . 

DV, = œy, + œZV^ , 

où 

(i.23) œ] = r > * . 
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Pour déterminer cette connexion, nous imposerons trois conditions. La première 
est que la connexion (1.22) induise des connexions dans les fibres D(y) et D^(V), 
ce qui revient à 

(1.24) ay: = œl = 0. | 

La seconde condition est que ces connexions induites soient compatibles, pour les 
courbes tangentes à ^ , respectivement à ^ ^ , avec les métriques induites naturellement 
par g dans D{V) et D\V), ou, ce qui est la même chose, que le transport par parallé
lisme le long des courbes tangentes à S et à ^ ^ , respectivement, conserve la longueur 
des vecteurs de ^ ou ^-^ respectivement. 

Ceci revient à 

(1.25) col + œl = 0 (modulo a>") , со;; + со;; = 0 (modulo cô ) . 

Pour imposer la troisième condition, considérons la torsion de notre connexion 

ß ' = dco' — œ-' A со), 

qui se réduit, en vertu de (1.24), à 

(1.26) ß^ = dco^ - cô  л co^, ß" = dco" - со" л co^ 

Dans une intersection U^ n Up les (Q'', ß") ont les mêmes formules de transforma
tion que les (со"", œ^') [1] et, comme ces formules sont (1.3), il suit que le type des 
formes Q" et le type des formes iQ" sont invariants. 

La troisième condition annoncée ci-dessus est que les formes ß" soient du type 
(0, 2) et ß" du type (2, 0). Ceci donne 

(1-27) ffj^ — r^,fj = Àfj^ , i f,„ = ÀfJ^, , 

(1 .28 ) i y^ — i ^y = Яу^ , r^fj = Лŷ , . 

De cette troisième condition il suit 

ß« = 0 (mod .0)''), ß" = О (mod . œ'') , 

donc, d'après (1.26) 

(1.29) dco" = cô  л со? (mod . (о""), dco" = со" л со;; (mod . со«) . 

Des équations (1.25) et (1.29) on obtient évidemment 

(1.30) Пс = 7 ^ , n^ = yL. 

relations qui sont compatibles avec (1.27), (1.28) et qui achèvent la détermination de 
la connexion désirée. 

En résumant, on a le 
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Théorème 1.2. Sur la v.r.p.f. V, il y a une connexion unique vérifiant les conditions: 
a) elle induit dans les fibres D(V) et D-^(y) des connexions qui sont euclidiennes le 
long des courbes tangentes à ^, ou, respectivement, B^, b) les premières n formes 
de torsion de cette connexion ont le type (0, 2) et les dernières m ont le type (2, 0). 
Les coefficients de cette connexions sont 

(1.31) ric = yl^, Г"^, = y"^,, r^„ = Я^„, Г"̂ , = Я" ,̂, Г ,̂- = О , Г"^ = О . 

La connexion donnée par le théorème 1.2 sera nommée la seconde connexion de la 

v.r.p.f. 

Les formes de torsion de la seconde connexion de F sont 

(1.32) ß« = -iA^.co" A œ\ Q" = -W>" A a>^, 

d'où il suit le 

Théorème 1.3. La seconde connexion d'une v.r.p.f. est sans torsion si et seulement 
si Q) et Q)^ sont intégrables. 

Considérons maintenant les formes 

(1.33) œ'j — c5j = r}'j = a'jf^a/ . 

Compte tenu des expressions de a> et œ, il résulte, après des calculs 

(1.34) r,: = -y:,œ» + yla,", ni = 7^,0," - у^^ю". 

Donc, r\^j = 0 si et seulement si 

lib = 7^. = 0 

et, en ôonsidérant encore les conditions (1.14), on trouve le 

Théorème 1.4. La seconde connexion d'une v.r.p.f. coïncide avec la première si et 
seulement si cette dernière induit des connexions dans les fibres transversal et 
structurel de la variété. 

Du théorème 1.1, on sait qu'il suffit que la première connexion induise une conne
xion dans un de ces deux fibres et que dans ce cas les distributions ^ et ^"^ sont 
intégrables. 

La seconde connexion d'une v.r.p.f. a encore d'autres propriétés intéressantes. 
Ainsi, une courbe autoparallèle de celle-ci est tangente dans tous ses points à l'une 
des distributions ^ , ^"^ si et seulement si elle l'est dans un de ses points. Les formes 
de courbure de la connexion sont 

(1.35) Ql = dwl ~œlA œl, Q^ = dœ', - < A œl, 01 = 01 = 0. 

51 



Ces formes donnent le tenseur de courbure qui peut être employé exactement comme 
dans la géométrie riemannienne pour définir une courbure sectionnelle de la seconde 
espèce. Comme dans le cas riemannien, celle-ci a la valeur constante к si et seulement 
si [1] 

QJ. = kœ' A 0)^, 

d'où, compte tenu de (1.35), on trouve /c = 0, etc. 
Une remarque importante est que le type des formes reste invariant aux transfor

mations des cobases de la forme (1.3), même si les matrices p et ^ ne sont pas ortho
gonales. Il suit que les coefficients de la seconde connexion peuvent être calculés 
analoguement dans les cobases, qui s'obtiennent par ces transformations plus 
générales. 

2. VARIÉTÉS RIEMANNIENNES FEUILLETÉES 

2.1. En gardant les notations du paragraphe précédent, nous dirons, par définition, 
que la v.r.p.f. V est une variété riemannienne feuilletée (v.r.f.) si la distribution 
structurelle ^ est intégrable. Alors, les variétés intégrales maximales de ^ sont les 
feuilles de la v.r.f. Une v.r.f. est caractérisée analytiquement par la condition (1.11). 

Déterminons maintenant les divers éléments considérés dans le § 1, pour une v.r.f. 
Tout d'abord, il est clair de la définition précédente (voir par exemple [8]), qu'il 

y a sur F un atlas j ^ = {{U^, h^\h^ :U^ -> Я"'^'"}, tel que pour chaque l/^, si l'on 
note par (x^, x") les coordonnées locales correspondantes, le système de Pfaff ш" soit 
équivalent au système dx"* et le système со" soit équivalent à un système de la forme 
Ö" = dx" + f^ dx''. Alors, la distribution ^ est définie par les équations 

(2.1) dx" = 0 

et la distribution complémentaire ^ ^ par les équations 

(2.2) Ö" = dx" + ^^^dx" = 0 . 

Evidemment, dans une intersection U^ n Up, le système dx^ doit être équivalent 
à dx^,/d'où on obtient pour les fonctions de transformation de l'atlas j / les conditions 
fondamentales 

qui expriment le fait que, dans R"^"", les fonctions x^ sont constantes sur les compo

santes connexes de l'intersection du domaine hJ^U^ n U^ avec les plans x^ = 

= const. 

Pour les formes Ö", on obtient les formules de transformation 

Я Y" / Я У " ЯУ"* Я Г " 

" dxl \dxl ß" Öxl .'dxl 
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d'où, comme les systèmes 9^ et 9ß doivent être équivalents, il résulte 

ß dxl dx^i a 5x^ dx] 

la dernière formule étant la loi de transformation de f^^ (dans la déduction de celle-ci 
on emploie (2.3)). 

On voit que les formes (dx"*, 6") définissent des cobases de la variété F, qui sont 
adaptées à la structure presque-produit ^ du § 1 (dans le sens que les distributions ^ 
et ^ ^ sont définies par (2.1) et (2.2)) et, dans tout ce qui suit il sera plus convenable 
d'employer ces cobases au lieu de celles qui ont été employées dans le § 1. Remarquons 
qu'alors les conditions d'intégrabilité de la distribution transversale ^^ sont 

(2.6) -^ С - — tl - tl -^ С + tl-^ tï = 0 , 

Il est important de signaler que, en vue de la remarque finale du § 1, le type des 
formes différentielles de V est déterminé par leurs expressions dans ces nouvelles 
cobases. 

On peut vérifier aisément, par un calcul direct, que les bases duales des cobases 
précédentes sont 

(2.7) X, = — -tl — , ^u = — , 
^ ^ dx' dx^ dx^ 

donc QJ est engendré par les Z„ et Q)^ par les X^^et il suit encore que les fonctions de 
passage du fibre structurel sont (5x^/5x^) et celles du fibre transversal sont (ox^/ox^). 

Les cobases considérées ci-dessus ne sont pas, en général, orthonormées. Si nous 
partons de l'expression de la métrique ^̂  de F à l'aide de l'atlas j / 

(2.8) ds^ - ô'^.-dx^'dx^ 

nous trouvons, avec (2.2) 

ds^ = {g„, - 2g^Jl + g^fjt) dx" àx\+ 2{g,, - ^„„0 dx^Ö" + д,,е"в" 

et, en tenant compte de Forthogonalité de ^ e t ^ ^ , il résulte . 

On voit alors que la métrique induite dans le fibre structurel est guvO'^e^, donc guv est 
une matrice non-dégénérée et nous pouvons introduire la matrice g^^ — inverse 
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yav • 

<i6 duv "~ de telle manière qu'on ait 

(2.9) С = ГОа 

Finalement, nous obtenons l'expression de la métrique g dans les cobases (dx", в") 

(2.10) ds^ = h^f, dx^ dx^ + К.в'^в', 

où 

(2.11) Kb = dab - g'^'daudbv > Kv = Quv • 

Donc, la matrice du tenseur métrique, rapporté à nos cobases, est 

(-^) (M) 
et sa matrice inverse a la forme 

(2.13) 
fh'^ 0 

Il est encore important de remarquer que les deux termes du second membre de 
(2.10) donnent respectivement la métrique induite dans le fibre transversal et dans le 
fibre structurel. 

2.2. La première connexion de la v.r.f. V étant la connexion de Levi-Civita de la 
métrique g, on peut la calculer, de la manière usuelle, à l'aide des coefficients gij 
de (2.8), dans les cobases (dx'', dx") et puis, avec (2.2), on obtiendre cette connexion 
dans les cokses (dx'', 9"). 

Quant à la seconde connexion de V, pour la trouver dans les cobases (dx'̂ , Ö"), nous 
noterons les formes de connexion par co{ et 

(2.14) coi = rldx^ + rie" 

et imposerons les trois conditions du § 1.3. 

La condition que cette connexion induise des connexions dans D(y) et D^(y) est, 
comme au § L3: 

(2.15) cô  = 00̂  = 0 . 

Les conditions que ces connexions induites soeint euclidiennes (au sens du théorème 
1.2) sont, somme dans le cas d'un espace de Riemann [1, 2], 

(2.16) dKb - KKb - <Kc = 0 (mod 0") , 

d/i„̂ , - w^h^^ - ^"^Kw = Ö (mod dx") . 
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Les formes de torsion de la connexion sont, compte tenu de (2.15), 

(2.17) ß" = -i{ri - Пь) dx" A dx' - ri dx" л в", 

Й" = X,C dx" A dx" + {ri - XJ";) dx" A в" -
-i{ri-n.)e'' Ав\ 

donc Q"^ a le type (0, 2) (et il est nul alors) si et seulement si 

(2.18) ri = ri, ri^O 

et Q" a le type (2,0) si et seulement si 

dx 

Donc, pour achever la détermination de la seconde connexion de F, it faut encore 
calculer Г^^ et Г"̂ ,. Ler syдlétrie dans les indices inférieurs et les conditions (2.16) 
montrent que le calcul de ces coefficients est le même que le calcul des symboles de 
Christoffel. Il suit ainsi 

(2.20) ri = wXxXä + ХьКа - хАс). 

En résumant, nous avons trouvé que les formes de la seconde connexion d'une 
v.r.f. sont 

(2.21) ml = ridx\ w: = r:j'' + ~t:dx\ co: = œ: = 0, 
dx 

où ri et Г"^ sont donnés par (2.20), 
Les formes de la même connexion dans les cobases naturelles (dx"*, dx") de l'atlas ^ 

sont données par (2.21) et (2.2), en employant la loi de transformation des formes de 
connexion 

(2.22) c5* = cü^ сЬ: = со:, 0^ = 0, й^ = df̂  + <X - f^o*. 

Si Ton pose 
à>i=nidx\ 

il résulte 

(2.23) ni = ri, ni = o, ni = ^t: + t:n^=^ni, 
dx 

ôx" " "ôx" 
W — t" -I- t^ f" -I- Г" ft"^ — r^ t" 
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Les formes de torsion de la connexion envisagée sont, selon les formules (2.17), 
(2.18) et (2.19) 

(2.24) ß" = 0 , ß" = Xjl dx" A dx^ , 

d'où les composantes du tenseur de torsion dans les cobases (dx", Ö") 

(2.25) T^j = 0, Tj; = -^{xji - x,f^, r;„ = о, г„г = о. 
Les formes de courbure de la seconde connexion seront calculées par les formules 

usuelles (dans la notation de [3]) 

Qj. = dcoj - œ^i A œi= -iRJi^hCo^ л œ^ . 

En employant les formules (2.21), on trouve les composantes du tenseur de courbure 
dans les cobases (dx'', 0") et les bases (X^, Z„) 

(2.26) Rl^,^ = 0 , Rl^^ = X,,ri^, Rlij = 0 , R^^j = 0 , 

^bcd — ^d^ bc ~ ^c^ bd ~^ ^ bd^ ed " ^ bd^ ec ' 

uws -^ s^ uw ^ w* us ^ ^ uw^ ts us tw 9 

jyv __ Y Y t" 4- F^ Y t^ Y V^ 4- r^ Y /̂ '̂ T^ Y f^ 

^uab — ^uwi^b^a ~ ^Jb) + ^b^Ja "~ ^a^Jb + ^Ja * ^wh ~" ^ u C • ^wh • 

D'ici on peut déduire aisément les composantes du tenseur de Ricci, mais nous 
nous contentons de faire la remarque importante, qu'on peut démontrer exactement 
comme pour un espace de Riemann, que les composantes i?„^ sont symétriques dans 
les indices w et v. Mais, en général, les R^ ne sont pas symétriques. Par exemple, on 
peut voir que les R^i, sont symétriques dans le cas où ^^ est intégrable et dans le cas 
où det {h^^ ne dépend pas des variables x" ce qui aura lieu en particulier pour les 
espaces de Reinhart qui seront considérés plus tard. 

Des considérations de ce paragraphe, il s'ensuit le fait remarquable que les coef
ficients r"^ (et partiellement les Г1^ ont un comportement analogue à celui des sym
boles de Christofïel d'un espace de Riemann. Ceci s'explique par le fait que pour x"" = 
= const, h^ß^e^" est la métrique riemannienne locale, d'une feuille. Ce comportement 
des coefficients Г peut être remarqué aussi dans d'autres questions. Par exemple, 
on voit qu' à une transformation conforme de la métrique (2.8) les fonctions f^ 
restent invariantes selon (2.9), donc les formes Ö" restent invariantes et, parmi les 
coefficients de la seconde connexion, les seuls qui changent sont Г^^ et Г"^, leurs 
formules de transformation étant les mêmes que dans le cas d'une transformation 
conforme d'un espace de Riemann. 

2.3. Soit de nouveau la v.r.f. F, douée de l'atlas j ^ / du § 2.1. Les formules fondamen
tales (2.3) vérifiées par cet atlas nous conduisent à définir de nouveaux éléments 
importants sur F. 
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Ainsi, une fonction différentiable (p définie sur un ouvert de F sera appelée feuilletée 
si 

( . . . ) ^ . 0 , 

ces conditions étant invariantes à cause de (2.3). Nous pouvons alors considérer le 
faisceau Ф des germes des fonctions feuilletées sur F qui est un sous-faisceau du fais
ceau J^ des germes des fonctions différentiables sur F. Remarquons que les formules 
(2.27) montrent que chaque point du domaine de définition de ф a un voisinage dans 
lequel cp a l'expression (p{x"), donc les germes de Ф peuvent se représenter dans cette 
manière et les fonctions feuilletées sont des fonctions constantes sur les feuilles de F. 
Le faisceau Ф n'est pas, en général, fin et c'est pourquoi il joue un rôle important pour 
la variété F. 

Les considérations de ci-dessus ne dépendent pas de la métrique de F; elles sont 
donc valables pour le cas où F est simplement une variété feuilletée, c'est-à-dire une 
variété qui possède un atlas ja/ vérifiant les conditions (2.3). De plus, elles admettent 
une généralisation immédiate. 

En effet, soit F̂ "*"̂  une autre variété feuilletée, de codimension p, et soient (v'', y"") 
(a = 1, ..., p; СГ = p + 1, ..., p + ^) les coordonnées locales de l'atlas s^ de F Une 
application différentiable cp :V -^ F sera dite feuilletée si l'expression locale de cette 
appHcation vérifie les conditions 

p.28) i:=o, 

conditions qui sont invariantes aux changements des cartes locales des atlas ^ de F 
et de F, à cause de (2.3). 

Ainsi, par exemple, si nous considérons le fibre tangent de la v.r.f. F, T(V), alors 
à l'atlas ^ de F correspond sur T(V) un atlas tel qu'aux coordonnées locales (x"", x") 
de F correspondent les coordonnées locales (x"", x", С (̂ "), où ^"^ et ^" sont les coordon
nées des vecteurs tangents par rapport aux bases (X^, Z„). Les changements de coor
données de cet atlas seront (comme suite de (2.3) et (2.4)) 

dx"" ôx" 
(2.29) Xß = Xß(x^, x j , Xß = Xß(x^, x^) , Cß = ——- ç^ , iß ~ ~Т~7 ^ot ? 

дх^ cx^ 
d'où il suit qu'en considérant les (x", ̂ ^^ comme premières 2n coordonnées et les 
(x", (̂ ") comme dernières 2m coordonnées, on a sur T{y) une structure feuilletée, 
dont la distribution structurelle est définie par 

dx^ = 0 , d r = 0 . 

De plus, si l'on considère sur T ( F ) , par exemple, la métrique riemannienne de Sasaki 
[10], on voit que T{y) est une v.r.f. de codimension 2n. 
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Alors il est naturel d'appeler champ de vecteurs feuilleté sur Fun champ de vecteurs 
tangents à Fqui est défini comme une application feuilletée de F à T(F), c'est-à-dire une 
section feuilletée de T(y). Bien entendu, on peut considérer le faisceau E des germes 
des champs de vecteurs feuilletés. On sait qu'un champ de vecteurs défini par les 
coordonnées locales (̂ '*, C) est feuilleté si et seulemenet si 

(2.30) ^ = 0 . 

Analoguement, il y a une structure feuilletée sur le fibre transversal D^(V), définie 
par l'atlas ayant pour premières coordonnées locales les variables (x"", ̂ '') et pour 
dernières les variables x" (ĉ '' sont les coordonnées dans les fibres de D^(V); par rapport 
aux bases X j , ce qui transforme D^(y) dans une v.r.f. de codimension 2n (avec une 
métrique quelconque). Donc, on peut parler de sections feuilletées dans le fibre 
D'^(F), sections qui sont caractérisées aussi par (2.30) et qui définissent un faisceau Л 
de germes. 

Pour faire une remarque intéressante, notons encore par M le faisceau des germes 
des sections diff"érentiables du fibre structurel D(y). Alors, on obtient aisément une 
suite exacte de faisceaux sur F 

(2.31) O-^MUE-^A-^O, 

où les homomorphismes / et p sont définis par 

(2.32) i(r) = (0, C), K^^ Г) = ( '̂) 

et, de la suite exacte de cohomologie correspondante, compte tenu du fait que M 
est un faisceau fin sur la variété paracompacte F, on obtient pour les groupes de 
cohomologie la relation 

(2.33) H%K S) = Ш{К Л), (q^l), 

La définition des champs de vecteurs feuilletés peut être transposée à d'autres 
objets géométriques aussi. Ainsi, pour les formes différentielles du type [p, 0), on 
voit que la condition que les composantes locales de celles-ci soient des fonctions 
feuilletées est invariante et nous dirons que les formes qui la satisfont sont des formes 
différentielles feuilletées de degré p. Ce sont justement les formes de type basique, 
dont la cohomologie a été étudiée par Reinahrt [9]. 

Puis, une condition analogue peut être imposée à la métrique de la v.r.f. En effet, 
il est simple de voir que les conditions 

(2.34) ^ = 0 

sont invariantes à des changements de coordonnées par rapport aux cobases (dx", 
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в^*). Les v.r.f., dont la métrique satisfait à (2.34) (on pourrait dire qu'elle est feuilletée), 
forment une classe très importante de v.r.f. Cette classe a été étudiée par Reinhart [8] 
et c'est pourquoi nous appelons une pareille v.r.f. espace de Reinhart, 

Remarquons que, pour un espace de Reinhart, on peut remplacer dans la première 
des formules (2.20) les X^ par djdx'' et qu'on a aussi 

(135) A r : . = 0. 

d'où, avec (2.26), 

(2.36) Rl„ = 0 . 

Il est à remarquer aussi que, dans ce cas, la première des relations (2.17) est vérifiée 
pour n'importe quelle courbe de la variété F. 

3. FORMES DIFFERENTIELLES ET COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS 
DANS LE FAISCEAU Ф D'UNE V.R.F. 

3.1. Dans tout ce qui suit, nous gardons les notations du § 2. Pour tous les tenseurs, 
les composantes seront considérées par rapport aux bases (X^, X„) et aux cobases 
(dл'^ 0"). 

Dans le § 2.3, nous avons défini le faisceau Ф de germes de fonctions feuilletées sur 
la variété feuilletée F, qui n'est pas, en général, fin et qui donne donc lieu à une 
théorie de cohomologie non triviale sur F. Il est clair que celle-ci est importante dans 
l'étude de la variété F et nous voulons calculer les groupes H^(F, Ф). D'une façon 
plus générale, notons par Ф^ le faisceau des germes des formes différentielles feuille
tées de degré p et proposons-nous de calculer les groupes de cohomologie H^(F, Ф^). 
A ce but, nous trouverons une résolution fine du faisceau Ф ,̂ à l'aide des formes 
différentielles de la variété F; dans le cas p = 0, notre résolution est isomorphe à celle 
donnée pour le faisceau Ф par SPENCER [ U ] . 

Considérons une forme différentielle du type (JE?, q) 

(3.1) cp - --^(p«,..«,„,..„,dx"^ л . . . л dx«- л Ö"̂  л . . . л Г^ 

et calculons sa différentielle extérieure dcp. On trouve alors 

(3.2) d(p = dç -\- d'(p + d"(p , 

où 

[q - 1)! pi {p + 2)! 

л в'' A . . . A I V n - l 
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*'•"* ' • ' ' ï r i i i F T Ô i * ' • • • • ' • • (^'''•••••'" • 

1 

( , - 1)! " -

л ö"̂  л ... л Ö"% 

ai..Mpwvi...vg-i ^ ^ ^b j ^ ^ Л . . . Л UX 

(3.5) d > ^ ^^' . <?-u"\. ^^^^^^^^^^^^^^^^ dx '̂ Л ... Л dx"- л 

л ... л Û"q + 1 

Dans ces formules, les г;;; sont les symboles de Kronecker et on peut trouver les 
règles de calcul avec ceux-ci, par exemple, dans [5]. 

On voit que la forme dcp a le type [p + 2, q — 1), d'cp a le type (p + 1, q) et é''(p 
a le type (p, q + 1), donc les opérateurs d, d', d'' ont respectivement le type (2, —1), 
(1, 0) et (0, 1), c'est-à-dire, si l'on note par Л^^ l'espace des formes du type (p, q) 
sur F, ces opérateurs sont des homomorphismes 

En considérant la relation 

d̂  =: (a + d' + d'O' - 0 

et en annulant les termes des différents types qui y interviennent, on obtient 

(3.6) d'^ = 0 , d^ = 0, d'^ + d"ô + dd' = 0 , d'd '̂ + d"d' = 0 , 

d'à + öd/ = 0 . 

Par la même méthode, en considérant d{(p л ф), on trouve 

(3.7) d\cp Ail/) = d''(p Аф -\-{-lY'^''(p A d"il/ 

et des règles analogues pour ö et d'. 

Il est important de reniarquer, comme suite de la formule (3.5) qu'une forme (p est 
feuilletée si et seulement si elle a le type (p, 0) (p = 0, ..., n) et vérifie la condition 

(3.8) " d"9 = O: 

Une autre propriété importaiite de l'opérateur d'' est qu'il vérifie un lemme de 
Poincaré, c'est-à-dire qu'on a le 

Théorème 3.1. Soit cp une forme du type (p, q) [q > l) définie sur un voisinage de^-la 
variété V et soit d"(p = 0. Alors, il y a sur le voisinage précédent, une forme a du 
type (p, q — 1) et telle que cp = d"a. ' - ̂  
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La démonstration sera faite par induction après l'indice к qui est défini par la con
dition que la forme cp, qui est représentée par (3.1), ne contienne pas dx^^^, ..., dx". 

Pour /c = 0, on a 

d'où il suit 
d"(p = dcp (modulo dx^, ..., dx") 

et. si d"(p = 0, nous avons avec le lemme de Poincare dans l'espace des variables 
x", x^ étant considérés comme des paramètres 

(p = doc (modulo d x \ ..., dx") , 

où a est une certaine forme du type (0, q — 1). 
Il résulte alors que cp est de la forme 

(̂  = da + Xî ^ л dx^ 
a 

et si l'on tient compte que cp est du type (0, q) cette expression se réduit à 

(p = d"a , 

ce qu'affirme notre théorème. 

Supposons maintenant que l'affirmation du théorème est vraie pour les indices 
к < h et soit cp une forme du type (p, q), qui ne contient pas dx "̂̂  ,̂ ..., dx". Alors on a 

(p = dx^' л Я + / ( , 

où я et // sont des formes qui ne contiennent pas dx^, dx^'^\ ..., dx". Il suit 

d > = - d x ' ' л d"À + d > , 

donc d"(p = 0 impHque 

d > = 0 , d"A = 0 . 

Selon l'hypothèse inductive, on trouve alors qu'il y a (sur le voisinage envisagé) une 
forme a du type (p, q — l)et une forme т du type (p — 1, ^ — 1), telles que 

;i = d V , 1 = d"T . 

Ceci donne enfin 
(p = d^-dx'^-'^ л T + (j), 

ce qui achève la démonstration du théorème 3.1. 

Maintenant, la solution du problème que nous avons posé au début de ce para-
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graphe est immédiate. En effet, notons par j / ^ ^ le faisceau des germes des formes 
différentielles du type (p, q) sur V et considérons la suite de faisceaux 

(3.9) 0 -> Ф^ Л j / ^ ' ^ ^ j ^ ^ ' ^ -^ ... ^ j / ^ ' ^ -> 0 , 

où /' est l'injection canonique et d" sont les homomorphismes définis par l'opérateur d'' 
de ci-dessus. Cette suite est exacte à cause de la caractérisation (3.8) des formes feuille
tées, de la propriété d"^ = 0 et du théorème 3.1. Ensuite, les faisceaux j / ^ ^ sont fins, 
donc (3.9) est une résolution fine du faisceau Ф^ et si nous notons par Z '̂̂  l'espace 
des formes différentielles, définies globalement sur V et d''-fermées il suit le 

Théorème 3.2. H^V, Ф^) = Z^^/dM^'^-^ 

C'est justement le résultat désiré. En particulier, nous avons 

(3.10) W{V, Ф) = Z^^/dM^'^"^ . 

Mentionnons encore le suivant 

Corollaire. H\V, Ф^) = 0, pour q > m. 

3.2. Nous continuous l'étude de la cohomologie de V à valeurs dans Ф^ par les 
méthodes de la théorie des formes harmoniques (voir par exemple [3] et [5]). A ce 
but, nous supposons dorénavant que V est une v.r.f. compacte et orientée, l'orienta
tion étant telle que la forme dx^ л . . . л dx" л в"^^ л . . . л 0""^^ soit positive. 
Nous supposons connue la théorie classique des formes harmoniques, telle comme 
elle est exposée, par exemple, dans [5] et [3] et nous employons les notations de ces 
deux livres. 

Notons 

(3.11) h, = d e t ( / / J , /Z2 = d e t ( / î j . 

Alors, l'élément de volume de V est 

(3.12) dV= V(/îi/î2)dx^ л . . . л dx" л ö"""̂  л .. . л 0"+"* 

et les composantes de cette forme extérieure du type (n, m) seront notées par rj . 

Maintenant, en considérant la forme (p donnée par (3.1) et en appliquant l'opéra
teur *, à l'aide de la formule qu'on trouve dans [5], il résulte 

(3.13) *ф = ^-—^ й̂ '̂ ^̂  . . . /?^ '̂'Й"^"^ . . . 1?^'^. 
(n — p)l (m — q)l p\ q\ 

• ^bl...bpCi...Cn-pVl...VqWi...Wm~q^ai..MpUl...Uq ' 

.dx'' A . . . л dx""-^ л r ^ л .. . л 0^'"-^. 
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On a aussi 

(3.14) * - i = (^_iyp+^n+m-p-q) ^ ^ 

De (3.13), on voit que l'opérateur * transforme une forme du type [p, q) dans une 
forme du type (n — p, m — q). 

On sait que, dans la théorie des formes harmoniques, on introduit le produit scalaire 
de deux formes quelconques cp Qt ф par 

(3.15) ((^, (/̂ ) = (p A ^ф . 

Si(p Qtф sont deux formes du type (p, q), il résulte de (3.13) 

(3 .16) {cp, ф) = -Л.-[ Фа, . . .а , . . . .и,^^^ ••'^^" ""^ c i F , 
plqljv 

où dFest celui de (3.12) et on a employé relèvement usuel des indices pour un espace 
de Riemann. 

Considérons maintenant l'opérateur ô, qui est donné par 

(3.17) ô = (-1)^+^ * - M * = g + (5' + ^" , 

où 

(3.18) д = ( - l ) ^ - ' ' ^ * - ! ^ * , Ö' = ( - 1 ) ^ + ^ * - ^ ' * , 

ô" = ( - l ) ^ + ^ * - i d ' ' * 

sont des opérateurs ayant respectivement le type ( — 2, 1), (—1, 0), (0, —1). 

Un calcul tout à fait analogue à celui de la théorie classique (voir [5]), qui tient 
compte de la formule de Stokes, donne 

(3.19) {а"<р,ф)=^{ср,о"ф), (а'ср,ф) = {(р,о'ф), 

c'est-à-dire que les opérateurs (d". S") et (d', ô') sont adjoints par rapport au produit 
scalaire (3.15). Comme d et ö sont aussi adjoints il suit encore que ^ et 3 le sont 
aussi. 

Nous pouvons alors définir Г opérateur de Laplace de l'opérateur d", qui est 
fondamental chez nous 

(3.20) A'' = d"ô'' + ô"d" 

et il s'ensuit que cet opérateur est du type (0, 0) et qu'il est autoadjoint. 

Considérons maintenant la seconde connexion de la v.r.f. V (§ 2.2) et convenons 

63 



de noter par une barre la dérivée covariante par rapport à celle-ci. Alors, il suit de 
(2.21) et (3.5) 

(3.21) d> = - ^7^^' . cx:.<^«b..a.....v^. 
p\q\{q + 1)! 

.dx^^ л . . . л dx""^ A 0"̂  л . . . л 0"'^' , 
ce qui est une expression invariante de l'opérateur d''. 

Supposons encore, pour simplicité, que V est un espace de Reinhart. Alors, on 
a d'abord 

(3.22) h"'i. = 0 

et puis 

4l...n + m/v ~ . „ Z^ ^ iv4l...,i-l.h,i+l,...,n + m ~ 
dx"^ i = i 

ux M = M + i ox dx ux 

d'où, compte tenu de ce que pour un espace de Reinhart dh^jôx'' = 0, il suit 

(3.23) riu..n^mlo-0. 

On a aussi la relation, valable en général, й" /̂̂  = 0. 
Les formules établies ci-dessus permettent d'appliquer le calcul classique de [5], 

qui donne l'opérateur <5, et d'obtenir l'expression invariante de l'opérateur ô'' 

(3.24) ô"(p = -^^—^ /i">,, , ,,, , ,„. 
{n - p)l pi [q - 1)! 

.dx"^ л ... л dx^^ л ö"̂  л ... л Q'^-' , 

Il est à remarquer que, dans le cas d'une v.r.f. quelconque, la formule de è" 
a encore d'autres termes, mais ceux-ci ne contiennent pas les dérivées des (p. 

Maintenant, nous appliquerons les formules (3.20), (3.21) et (3.24) pour trouver 
l'expression de l'opérateur A". Nous trouvons d'abord pour les composantes de la 
form A"cp 

n — p 

' / X, / .4, ^Ui,..Uq '^ yrai...apvvi...vq- i/wu 4'ai...apVVi...Vq-i/uwj 

[n - p)! {q - 1)! 
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et puis, en tenant compte des formules de commutation des dérivés covariantes [3] 
et des formules (2.25), (2.26) 

(3.25) (^».,. . . . ,„,. . . . , = - 7 — ^ ^ /î"V....a,.b..../.« + 
{n - p)l 

1 ^ 1 *? ^ 

/ \7 ^ ^Uh^ai...apUi...t...Ug + ZZ TT ZJ 2^ ^ UsUh^ai...apUi..M...v...iiq • 
(n — p)l /1=1 2[n — p)\ s = l h = l 

Bien entendu, cette formule est valable pour les espaces de Reinhart. Dans le cas 
général, il y a encore d'aures termes dans le second membre de (3.25), mais ces termes 
ne contiennent pas les secondes dérivées des fonctions cp. 

Dans la théorie classique des formes harmoniques, l'opérateur de Laplace est 
strictement elliptique, d'où il résulte quelques résultats très forts. Dans notre théorie, 
on voit de (3.25) que A'' n'est pas strictement elliptique et il y a des exemples, dus 
à Reinhart [7], qui montrent que les résultats mentionnés ci-dessus ne sont plus 
valables en général. Pourtant, on peut obtenir des résultats moins forts mais assez 
importants. 

Une forme différentielle cp sur V sera nommée Ф-harmonique si elle vérifie la 
condition 

(3.26) A'cp = 0 . 

Comme pour les formes harmoniques [5], on voit que, Fêtant compacte, l'équation 
(3.26) est équivalente au système 

(3.27) d > = ô"(p = 0 . 

Il est clair que les formes Ф-harmoniques du type (p, q) forment un espace linéaire 
réel et celui-ci sera noté par Ж^'^^У). Évidemment, si ç est une forme harmonique au 
sens classique (dcp = ô(p = 0) et si elle est du type (p, q), elle vérifie aussi (3.27) et est 
donc Ф-harmonique. Il s'en ensuit que, si l'on note par H^^(F) l'espace des formes 
harmoniques du type (p, q) sur F, celui-ci est un sous-espace de Ж^^{у). 

De (3.27) il suit qu'une forme Ф-harmonique du type (p, q) est d"-fermée, donc, 
selon le théorème 3.2, elle définit une classe de cohomologie de H^(F, Ф^). Démon
trons que si dans une classe de H^(F, Ф )̂ il y a une forme Ф-harmonique, elle est 
unique. En effet, si (p Qt xj/ sont deux formes Ф-harmoniques telles que 

(p — ф = d"A , 

alors d"l est aussi Ф-harmonique et nous avons 

(d'7, d''X) = (A, ô'' d"X) = 0 , 

d'où d"À = 0 et ф = i/r. 
Il suit évidemment que Ж^^ est isomorphe à un sous-espace de H^(y, Ф )̂ et nous 

avons démontré le 
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Théorème 3.3. Pour une v.r.f. compacte etorientéeV, M'^^{y)est, à un isomorphisme 
près, un sous-espace de H'^(V, Ф^) et Я^^(К) est un sous-espace de Ж^'^{у). 

Ce théorème est valable sans la condition que F soit un espace de Reinhart, car les 
considérations qui interviennent dans sa démonstration le sont également. 

Nous dirons qu'une v.r.f. compact et orientée Fest cohomologiquement régulière 
si, pour tout p et q, elle vérifie la condition H^{V, Ф^) = Jf^^V). 

3.3. Nous allons déduire maintenant quelques conséquences du théorème (3.3). 
Commençons par le résultat simple suivant 

Théorème 3.4. Pour toute v.r.f. compacte et orientée F, on a 

dim m{V, Ф) ^ 1 . 

En effet, considérons la forme du type (0, m) 

(3.28) r = ^{h2)e"^' л ... л QJi + m 

qui est (on le voit aisément) globalement définie sur F. Elle est d"-fermée et, avec 
(3.13), on trouve 

*T = {~\y"'^{Ji,)dx^ л . . . л dx". 

Faisons maintenant une transformation conforme de la métrique g de F, telle que 
pour la nouvelle métrique on ait h^ = 1. Une pareille transformation est toujours 
possible et nous pouvons considérer l'harmonicité par rapport à cette nouvelle mé
trique. 

Alors, il suit 
d" * T = 0 , 

donc S"T = 0, ce qui montre que т est une forme Ф-harmonique non-nulle et, compte 
tenu du théorème 3.3, le résultat annoncé en résulte. (Dans [13], ce résultat a été 
donné seulement pour le cas particulier d'un espace de Reinhart; dans ce cas la trans
formation conforme de ci-dessus n'est plus nécessaire.) 

On peut aussi obtenir des résultats correspondants au théorème classique de 
Bochner-Lichnerowicz et ceux-ci seront démontrés dans la manière de [3]. Ainsi nous 
avons le 

Théorème 3.5. Soit V une v.r.f. compacte et orientée et supposons que Je tenseur 
de Ricci QIJ de la première connexion de V vérifie les conditions: a) g^u = 0, 
b) Qab^^^ ̂ ^^ une forme positivement définie. Alors on a 

dim H\V, Ф)'^ b\ .̂  

où b^ est le premier nombre de Bettl de la variété V. 
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Compte tenu du théorème (3.3), il est évident que, pour démontrer cette affirmation, 
il suffit de montrer que, dans nos hypothèses, toute forme harmonique du premier 
degré est nécessairement une forme du type (0, 1). 

Soit 

(3.29) (p = cp, dx" + cpß" 

une forme de Pfafï. Acp, où A est l'opérateur classique de Laplace, peut être calculé 
à l'aide de la formule connue (voir par exemple [3]); c'est la somme d'une forme du 
type (l, 0) et d'une forme du type (0, I) et, en notant par le symbole,,;" la dérivée 
covariante par rapport à la première connexion de F, la partie du type (1,0) de Acp 
a les composantes (on tiendra aussi compte de l'hypothèse a)) 

(3.30) {Acpl = -rf'cp,.^ab - fi">c;«. + Q>a • 

Si cp est une forme harmonique, (Acp)^ = 0, et nous pouvons écrire la relation 

(3.31) f {Acp),cp'dV= 0 , 

ou, d'après (3.30) 

(3.32) f e,,<^VdF- f /?Vc;..ç''^dl/- Г /?>,.„„ç,^dF=0. 
Jv Jv jv 

Considérons maintenant la fonction Я = cp^cp"". Nous avons 

{ô dÀ, 1) = (dA, d 1) = 0 , 

c'est-à-dire 

l 
D'ici, en explicitant les dérivées qui interviennent, on peut calculer la somme des 
deux dernier termes de (3.32) et on trouve 

(3.33) f Q,,cp'cp' dV 4- (/?Vc;a<^% + / t > c ; . ^ % ) d K = 0 . 

L'hypothèse b) de notre théorème montre que les deux termes de (3.33) sont non-
négatifs, donc 

Qab^PV = 0 

et, en appHquant de nouveau l'hypothèse b), cp^ = 0 c.q.f.d. 

D'une manière analogue on peut obtenir le 
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Théorème 3.6. Soit V un espace de Reinhart, compact et orienté et soit Rij le 
tenseur de Ricci de la seconde connexion de К Si la forme R^^^^"^^ est positivement 
définie, il n'y a pas sur V de formes Ф-harmoniques du type (0, 1) non nulles. 

En effet, avec la formule (3.25), on a pour une forme cp du type (0, 1) 

(3.34) (zl>, ^) = -^ f (--1?>„/,,ф" + Kcp.cp^) éV. 

Considérons d'autre par la fonction X = Ф ф̂". On a alors 

{b" à"X, 1) = (d"A, d'I) = 0 , 

d'où 

l If'^Xi^, dF = 0 , 

En explicitant ici les dérivées covariantes, on obtient la suivante forme transformée 
de (3.34) 

(3.35) {Гер, ср)==Ц (If'cPui.ç'',. + Rut9>') àV, 
n\}y 

Si (p est Ф-liarmonique, A"(p = 0 et (3.55) donne le résultat désiré par le même 
raisonnemenet qu'à la fin de la démonstration du théorème 3.5. 

La formule (3.35) montre encore que, pour un espace de Reinhart quelconque, si 
^ut¥*9^ ^ Ö, la forme cp est Ф-harmonique si et seulement si (p^^j^ = 0 et Ri^^cp^^q)^ = 0. 

Si aux hypothèses du théorème 3.6 nous ajoutons l'hypothèse que F soit cohomolo-
giquement régulière, il résulte H^{V, Ф) = 0. 

Pour obtenir encore un résultat, rappelons qu'au § 2.3 nous avons considéré les 
faisceaux S et Л et que nous avons démontré la formule (2.33). Un germe du fais
ceau Л, c'est-à-dire un germe de section feuilletée du fibre D^(y) est représenté 
à l'aide des quantités ^"^ du § 2.3 et nous pouvons lui associer le germe de forme 
différentielle du type (l, 0) défini par les composantes h^b^^. Dans le cas d'un espace 
de Reinhart, ce dernier appartient évidemment au faisceau Ф^ et il est clair que nous 
obtenons ainsi un isomorphisme des faisceaux Л et Ф ,̂ donc 

(3.36) H%V, E) = H%V, Л) = №(F, Ф )̂ (q^l) 

et ces groupes peuvent se calculer à l'aide du théorème 3.2, 
On sait, d'après KODAIRA et SPENCER [4], que le groupe H^{V,E) a une importance 

spéciale, car il contient les déformations infinitésimales de la structure feuilletée de F; 
cette structure est donc rigide (n'a pas de déformations) si H^(F, S) = 0. 

Alors, la formule (3.36) et les méthodes considérées auparavant nous permettent 
d'établir le 



Théorème 3.7. Soit V un espace de Reinhart, compact, orienté et cohomologique-
ment régulier et soit Rij le tenseur de Ricci de la seconde connexion de V. Alors, 
si la forme R^v^^C est positivemenet définie, la structure feuilletée de Vest rigide. 

En effet, selon les hypothèses et les considérations de ci-dessus, il suffit de montrer 
qu'on a Ж^\У) = 0. 

Soit 
a = a^u dx"* л 0" 

une forme du type (l . l) sur F. En procédant exactement comme pour le théorème 
3.6, on obtient 

(3.37) {A% a) = — 1 - f (Ä"Xu/X"/w + i^uAVO dF , 
{n - 1)1 jy 

d'où suit l'affirmation du théorème. 
Pour le cas d'une structure feuilletée générale, on donne [4] une résolution du 

faisceau S à l'aide des formes-jet. Mais il est à remarquer qu'on peut obtenir un ré
sultat plus simple, en cherchant une résolution pour le faisceau A. 

En effet, considérons les formes différentielles sur F à valeurs dans le fibre trans
versal D\V). La notion de type est valable pour ces formes aussi et une forme du 
type (p, q) a les composantes locales 

(3.38) r = ~ i\.^.b,u,,..u,àx'^ л . . . л dx'^ A 0"̂  л . . . л 0"^. 
plql 

Il est aisé de voir que les formes d''^" sont alors les composantes d'une autre forme 
à valeurs dans D\V), car on a, compte tenu de (2.18) et (3.21), 

_H0! 
plql{q + l)l 

dx^^ A . . . Л dx^^ A 9"' A .. 

{^•Щ <i'T - , _, _̂ , ,^, 4?.::uliiCbi..,bpVi...vjv 

Donc, d" définit un opérateur qui sera noté aussi par d'\ sur les formes à valeurs 
dans D^(y) et, évidemment, le théorème 3.1 reste valable. 

Alors, si nous notons par é'^^ le faisceau des germes de formes du type (p, q) et 
à valeurs dans D\V) nous trouvons que 

(3.40) 0 -> Л ^ ^^^ ^ (f̂ ^ ^ .. . ^ (f̂ '« -> 0 , 

oil i est l'injection naturelle, est une résolution fine de A, 
Nous avons donc le 

Théorème 3.8. H\V, S) = H%V, A) = F°^/d' '£° '^"\ où E^^ est Vespace des formes 
à valeurs dans D^{y) et du type {p, q) et F^^ le sous-espace du précédent formé par 
les formes d"-fermées. 
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Donc, dans l'étude de déformations des structures feuilletées on peut utiliser la 
résolution (3.40) au lieu de celle de [4]; mais cette dernière a l'avantage de s'appliquer 
dans le cas d'une structure multifeuilletée quelconque. 

4. CHAMPS FEUILLETÉS DE VECTEURS DE KILLING 

4.1. Il est bien connu que les méthodes du § 3.3 sont aussi appliquables à l'étude 
de l'existence des champs de vecteurs de Killing dans un espace de Riemann [3], 
Dans le cas d'une v.r.f. il est naturel d'envisager, par ces méthodes, le problème de 
l'existence des transformations infinitésimales conservant, en même temps, la struc
ture feuilletée et la métrique et c'est justemement ce que nous allons faire ici. Nous 
employons les mêmes notations qu'aux paragraphes précédents; rappelons aussi que 
toutes les composantes des tenseurs sont prises par rapport aux bases (X^, Z„). 

Soit Ç un champ de vecteurs, définissant une transformation infinitésimale de la 
v.r.f. V. Cette transformation conserve la structure feuilletée de V si et seulement is 

(4.1) L^X., = a:x,, 

OÙ L^ est la dérivée de Lie par rapport au champ ^ et al sont des fonctions régulières 
définies dans les voisinages des points où l'on considère la relation (4.1). 

En vue d'expliciter (4.1), considérons d'abord les formules qu'on établit par des 
calculs directs 

(4.2) [Z„, X J = 0 , [X„, X„] = - ^ ex,, [Z„, Z J = r:,X„ , 
ox 

où tl sont donnés par la formule (2.9) et 

(Rappelons que т̂ ,̂ = 0 est la condition d'intégrabilité de la distribution transver

sale ^^,) 

Puis, notons 

(4.4) ^ = ^^X, + CX,. 

Alors, la condition (4.1), qui est justemenet 

(4.5) [^,X„] = < Z , , 

donne 

(4.6) ^ = 0 . 
^ ^ dx" 
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Donc, selon la formule (2.30), la transformation infinitésimale ^ conserve la struc
ture feuilletée de F si et seulement si le champ ^ est feuilleté. 

Il est important de remarquer que, compte tenu de (2.18), la condition (4.6) est 
équivalente à 

(4.7) Г/„ = 0 , 

OÙ la barre désigne la dérivée covariante par rapport à la seconde connexion de V. 
Il est aussi à remarquer que les champs de vecteurs appartenant à la distribution 

structurelle ^{^ = 0) définissent des transformations infinitésimales qui conservent 
la structure feuilletée. 

Quant à la métrique, elle est conservée par ä, si et seulement si ce dernier est un 
champ de KiUing, c'est-à-dire 

(4.8) L.g = 0 . 

On sait bien (voir par exemple [3]), qu'à l'aide de la première connexion de F, la 
condition (4.8) revient à 

(4.9) .^,, + ^ , , = 0 . 

Pour expliciter la condition (4.8), à l'aide de la seconde connexion de F, nous 
partons de la formule (voir par exemple [12]) 

(4.10) ( V ) (Z, Y) := ^g{X, Y) - д{ЦХ, Y) - g{X, L^Y) 

et, en tenant compte de (4.2), on arrive après des calculs aux conditions 

y^^Qjab — ^a/b + ^b/a + f^ab/u^ — ^ , 

(4.11) {L^\^ = ( V ) , „ = й,,^^/„ + й„„Г/„ - й„.С^'- = О , 

\^^d)uv — ^u/v + С/м + ^ми/сЬ = о . 

Remarquons que, par suite de la formule (4.7), la seconde condition (4.11) re
vient à 

(4.12) Г / а - С Г = 0 , 

d'où, on trouve par un calcul simple 

(4.13) i^,x^-] = b:x,, 

avec certaines fonctions b. Ceci exprime le fait, géométriquement évident, que la 
transformation ^ conserve aussi la distribution transversale ^"^. 

Donc, les transformations infinitésimales qui conservent en même temps la structure 
feuilletée et la métrique d'une v.r.f. sont celles définies par des champs feuilletés de 
vecteurs de Killing; ces derniers sont caractérisés par (4.6) et (4.9) ou par (4.7) et 
(4.11). 
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4.2. Dorénavant, la variété V sera de nouveau supposée une v.f.r. compacte et 
orientée. Alors, selon un résultat classique [3], si la courbure de Ricci de la première 
connexion de V définit une forme quadratique négativement définie, il n'y a pas sur V 
de champs de vecteurs de Killing, donc il n'y a pas de champs feuilletés de Killing 
non plus. On voit ainsi que, pour obtenir des résultats plus spécifiques, il faut employer 
la seconde connexion de la variété. 

Occupons-nous d'abord des champs de vecteurs ^, qui appartiennent à la distribu
tion structurelle ^ ; ils sont feuilletés, comme nous l'avons déjà remarqué. Nous 
avons i^ — 0, et la dernière des conditions (4.11) revient à 

(4.14) <̂ „/„ + ê„/„ = 0 . 

Supposons, de plus, que V est un espace de Reinhart. Alors on a pour la forme 

ni 

donc, si (4.14) est vérifiée, 

(4.15) 0''^ = 0 . 

Mais alors, par suite de la définition de l'opérateur A'\ ^ vérifie nécessairement 
la condition 

(4.16) (zl '^ <̂) - ( d ' г d^O = 0 . 

Avec (4.14), on trouve 

(4.17) d " ^ = -^u/.ö"A в\ 

ce qui donne 

(4.18) (d '^d ' ' ^ ) = 2 f / ? - f „ / X / , d F . 

Quant au produit {Л"^, ^) il est donné par la formule (3.35) si l'on y remplace cp 
par (̂ . 

En introduisant les résultats dans (4.16), nous obtenons 

(4.19) • l£«.,„MK-(2-l) «-{ . , .? / ,<« ' -0 . 

Alors, en remarquant que la seconde partie du premier membre de la formule 
(4.19) est non-positive, il suit, comme au § 3.3, le 

Théorème 4.1. Soit V un espace de Reinhart compact et orienté et R^ le tenseur 
de Ricci de la seconde connexion de V. Alors, si la forme Ruv^^^^ ^^^ négativement 
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définie, il n'y a pas sur Vde champs de vecteurs de Killing appartenant à la distri
bution structurelle Q), 

Théorème 4.2. Soit Vun espace de Reinhart compact et orienté et soit ^ un champ 
de vecteurs de Killing, appartenant à Q), Alors, si Rt,vCC S 0? on a Ruvi"ç^ = 0 
et f% = 0. 

Remarquons d'ailleurs que nous avons démontré des résultats plus forts que les 
énoncés des théorèmes 4.1 et 4.2, car nous avons employé seulement la dernière des 
conditions (4.11); en effet les théorèmes 4.1 et 4.2 restent valables si l'on remplace la 
condition que le champ ^ soit un champ de Killing par la condition que la transforma
tion infinitésimale ä, conserve la métrique du fibre structurel D(y). 

Pour obtenir un résultat sur les champs feuilletés de KiUing généraux, introduisons 
aussi les tenseurs 

^ij = R Inj > ^ij ~ h^^iih jj . 

Nous démontrerons alors le 

Théorème 4.3. Soit V un espace de Reinhart compact et orienté, qui vérifie les 
conditions: a) B„̂  = 0, b) la forme Ruvi^'i" est négativement définie, c) la forme 
^аъ^"^ est positivement définie. Alors, il n'y a pas sur V de champs feuilletés de 
vecteurs de KiUing, non nuls. 

Soient ((̂ ""j ^") les composantes du champ feuilleté de Killing ^. Avec la dernière 
des conditions (4.11), on trouve alors pour la forme С = ^ß"* 

(4.20) Ô'X = ~ h"%,.i^' 
2ni 

et puis, en vue de (4.7) et de la relation évidente /Î^^^ = 0 

(4.21) d''̂ 4 = ~ h^^'K.a^^. 
2nl 

Il suit alors 

(4.22) {Ô"C, S'C) = (C, а'УХ) = - ^ f h^'^hu^j^tir àV. 
2nljy 

Mais, en employant de nouveau h^v/t = 0 et en tenant compte des formules classi
ques de commutation et des formules (2.25), nous trouvons 

''uv/ct '^uv/ct '^uv/tc ^^ ^vutc ' ^uvtc » 

donc 

^" Kv/ct — 2^tc 
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et (4.22) devient 

(4.23) ( n , n ) = -̂ - f ^ „ a ^ r d F . 

De l'hypothèse a) il suit alors ((5'X, S'X) = 0, c'est-à-dire Ô'X = 0. 
Alors, c'est maintenant la forme С qui vérifie la condition (4.16) 

{A'X, 0 - (d4', d'X) = 0 . 

Ici, le premier terme est donné, de nouveau, par (3.35) et pour le second on trouve, 
en employant de nouveau (4.11) 

(d"C, d"C) = 2 f й'"^4,/„Г/„ dF + i 
J V 2 , 

C^bè^'àV. 

Il suit que le champ ^ vérifie nécessairement la condition 

(4.24) -- f K , , r r dV-fl- i \ f /?-^„/^Г/. dF - ~ f Q.f^^ dF = 0 , 

d'où on obtient, de la manière déjà connue, la conclusion du théorème. 
Il y a aussi un analogue du théorème 4.2. 

Théorème 4.4. Soit V un espace de Reinhart compact et orienté et qui vérifie la 
condition B^^a = 0. Soit encore ^ un champ feuilleté de vecteurs de Killing sur V. 
Alors, les conditions 

impliquent les relations 

Enfin, remarquons, pour terminer, une conséquence simple des conditions (4.7) et 
(4.11). Si ä, est un champ feuilleté de Killing d'une v.r.f. F quelconque (sans conditions 
de compacité), appartenant à la distribution transversale ^'^ et si parmi les équations 

/i„„/,r = o, ^ „ f = 0, 

il y en a и linéairement indépendantes, alors ^ = 0. 
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