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Czechoslovak Mathematical Journal, 21 (96) 1971, Praha 

VERALLGEMEINERTE GEWÖHNLICHE 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ; 

SYSTEME MIT IMPULSEN AUF FLÄCHEN II 

STEFAN SCHWABIK, Praha 

(Eingelangt am 4. Dezember 1969) 

Diese Arbeit ist eine Fortsetzung der Untersuchungen über verallgemeinerte 
Dififerentialgleichungen in [6], wo Systeme beschrieben wurden, für welche auf 
gewissen Flächen einwirkende Impulse vorgegeben sind. Da wollen wir die Frage 
der stetigen Abhängigkeit von einem Parameter für derartige Systeme behandeln. 

1. EIN HILFSSATZ 

Bevor wie die eigentlichen Untersuchungen dieser Arbeit durchführen, wenden wir 
uns zu der stetigen Abhängigkeit von einem Parameter für verallgemeinerte Differen
tialgleichungen einfacherer Struktur. 

Sei G с E„+i eine offene Menge. Sei h : E^ -> E^ eine beschränkte, nichtfallende, 
von links stetige Funktion in Е^. Für eine Funktion F(x, r) : G --> £„ bezeichne man 
A^F(x, T) = F(X, T + Ö-) - F(x, T) und AJ;F(Z, i) = F{z + j , f) - F{Z, t). Die Funk
tion F{X, t) : G -^ E„ gehört zu der Klasse J^(G, /i), wenn 

(1.1) ||A;^~'^F(X, fi)l| й \h{t2) - h{t^)\ für alle (x, r̂ ) e G , i - 1, 2 

(1.2) \\Ar''àiF(z, Щ й \\у\\ . \h(t2) - h{t,)\ für alle 

(z,ti\{z + y,t,)eG, 1 = 1,2 
gilt (vgl. [2], [5]). 

II. II bedeutete die übliche Norm in E„, 

Wir untersuchen verallgemeinerte Differentialgleichungen der Form 

(U) , ^ = DFix,t), 

wobei F{x, t) e ß^(G, h) ist. Gleichungen dieser Art wurden in [2] und [5] unter
sucht. Unter einer Lösung von (1,3) in einem Intervall (T^, Т2У verstehen wir soeine 
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Funktion X(T) : < T I , Г2> -^ £„, für welche (х(т), т) e G für т e <r i , Т2У ist und die 
Gleichung X((J2) = x((7i) + Jjj i)F(x(T), r) für (Ji, 0-2 e <Ti, Гг) gilt, wobei das 
Integral in der letzten Gleichung als das Kurzweilsche Integral (vgl. [ l ] ) aufzufassen 
ist. 

Satz 1,1. Sei 0 < e ^ 1, — o o < T i < T 2 < +00. Es seien /1^, h : E^-^ E^ beschränk
te, nichtfallende von links stetige Funktionen in E^ und sei F{x, t) e J^(G, h), 
F^{x, t) E J^(G, h^), wobei G с: E„ + i eine offene Menge ist. Setzen wir voraus, dass 

(i.4) | | Ä f [ F ( x , 0 - F ^ ( x , 0 ] i | < 

für alle {x, t), (x, r + «9) e G, t, t + S e <Т^, Tj}, 0 < ,9 ^ 1 gilt. Sei х(т) eine 
Lösung der Gleichung (l,3) im Intervall (T^, Т2У, ^{Ti) = x und sei х^(т) eine 
Lösung der Gleichung 

(1>5) — = DF°(x, t) 
dt ' 

im Intervall (Ti, T2}, x°{Ti) = x°. 
Dann gilt für jedes ae <Г], Гг) die Ungleichung 

(1.6) \х{а)-х\<у)\\^С,\\х-х'\\ + Сгф.. 

wobei Ci ^ 1 eine Konstante ist, welche nur von der Differenz hiT^) ~~ ^(^i) 
abhängt und C2 ^ 0 ist eine Konstante, welche von den Differenzen h(T2) — h(Ti), 
h%T2) - h%T,) und T2 - T, abhängt. 

Beweis. Sei а e {T^, Т2У. Der Definition einer Lösung zufolge ist 

(1,7) \\x{a) - X°{<T)1| g Iji - хЦ + 

+ 

r2)[F(x(T),0-nAT),0] 
J Ti 

D[Fix{r),t)-F(x%r),t)] 

r i ) [ F ( x O ( x ) , 0 - f V W , 0 ] 
J Ti Nach (1,2) gilt \\AY"%F{x{z), t,) - F{X°{T), t,)]} й |х(т) - х%т)\\ \h{t,) - h{t,)\ 

und nach dem Lemma 2,1 in [5] gilt so 

Г D[F(X{TI t) - F{X%T), t)i й Г 1|х(т) - х%т)\\ d/t(T) . 

Ferner ist offenbar F(x, t) - F^{x, t) e #'(G, h + h^) und nachdem х^(т) eine Lösung 
der Gleichung (1,5) ist, gilt nach dem Lemma 2,4 in [5] die Ungleichung ||X^(T2) -
- X^(TI)|| ^ 1^^(T2) - ^î^(ti)| für alle т^, Т2 e {Т^, Т2>. Es existiert also das Integral 
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JJ, D[f (х''(т), () - F<'(X°(T), г)] (vgl. [5], Satz auf S. 405). Bezeichnen wir nun 

N = N(2 7(б), Г„ Тг, й'') = {f е <Т„ Т^); h%t + ) - h^) ^2^е}. 

Die Anzahl der in der Menge N liegenden Punkte kann offenbar von oben mit der 
Zahl {h%T2) - /ï°(Ti))/(2 ^s) abgeschätzt werden. Sei weiter A = A{2 ^ e , T^, T2 h^) 
die Menge aller Teilungen {OCQ, TJ, ocj, ..., т ,̂ a j des Intervalles {Т^, Тз) mit den 
folgenden Eigenschaften: 

a) Ti = Äo ^ Ti ^ ai ^ ... ^ a,_i = T, ^ a, = Г2, 
b) ao < «1 < ... < â , 
c) wenn Tj Ф N, dann sei h^{ocj) — /i^(aj-_i) < 2 ^̂ /e und wenn TJ e N ist, dann sei 

h%Tj) - ^^(a,._i) < 2 7г , /?^(a,.) - /I^(T,- + ) <2^e und a,- > т,-. 

Für diese Eigenschaften vgl. [2] bzw. [5]. Wählen wir eine Teilung {ao, т^, a^, ... 
..., T5, a j G v4(2 ^/e, Tj, T2, h^), sodass für diese zusätzlich noch cCj — OLJ^^ ^ 1 
gilt. Es ist offensichtlich, dass man eine Teilung mit diesen Eigenschaften derartig 
wählen kann, dass die Ungleichung 

(1,8) s < {h%T,) - й°(гО)/(2 Ve) + (Г, - r , ) + 1 

für die Anzahl der Teilungspunkte bestimmende Zahl s gelten wird. 

Zu gegebenem a e (T^, Т2У gibt es einen Index s^ -^ s derartig, dass a e (a^^. 1, ст^^} 
sein wird, wobei â  Punkte der oben gewählten Teilung sind. Wenn dabei а < т̂ ^ ist, 
lege man т̂ ^ = â ^ = er, wenn т^^ = а ist, lege man â ^ = т̂ ^ und wähle man 
beliebig т̂ ^ G (а^^.^, а), wenn schliesslich т̂ ^ < а ist, lege man т̂ ^ = т̂ ,̂ â ^ = а. 
Wir haben so eine Teilung {<XQ, T^, a^, ..., a^^-i, т^ ,̂ a ^ G У1(2 ^/(S), T^, a, /i^) des 
Intervalles <Ti, cj) konstruiert, wobei offenbar s^ ^ s ist. Nach dem Satz von S. 405 
in [5] gilt so 

(1.9) t)-F%x%r),t)] < E 1|A,-|| + 

+ 2 [1г(а) - b{T,) + 2{h%cr) - h%T,))] ф , 

wobei Ä, = F(X°(TO, «0 - F°(XO(TO, «,) - [F{X%T^, a ,_0 - F°(X°(T,) , « , _ I ) ] = 

= Ar-"'--[F(xO(T,.),a,_i) - F V ( ^ 0 . « . - I ) ] wenn т,фМ und 

A, = А : - - № Ч Т < + ) , T,) - f V(^.+), t.-)] + 
+ AV--'lF{x%r,), a,_i) - F°(X°(TO, a,_.)] , 

wenn T^GiV. Nach (1,4) ist offenbar ||A |̂| < 2e für jedes i = 1, . . . , s ^ und nach 
(1,9), (1,8) und s^ S s ist 

L: DlF(x%r), t) - F°(X°(T), 0 ] < 2e[{h^(T,) - h'(T,))\ 2 V ( 8 ) +T,-T, + 1] + 

+ 2[h{T,) - h{T,) + 2(h%T,) - h%T,))-\ V(e) ^ с V(e) 
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wobei с = 2{Тг - Т,) + 2 + ЪЩТ^) - Ь\Т,)) + 2(h{T^) - h{T,)) ist. Daher ist 
nach (1,7) 

\\x{a) - xO(cr)| ^ ||x - x«|| + с V(e) + Г |х(т) - х°(т)|| а/г(т) , 

woher nach dem Lemma 2,3 von [5] die Ungleichung 

\\x{a) - x\a)\\ й (||x - x l̂l + с ^/s) exp {h{a) - h{T,)) 

für jedes а E 0\. ^2> ^o\gt Wenn wir da Cj = exp {h{T2) - h{T^)) und C2 = cCi 
legen, bekommen wir die Ungleichung (1,6). 

Bemerkung 1,1. Der eben bewiesene Satz ist eine Aussage über die stetige Abhän
gigkeit von einem Parameter für verallgemeinerte Differentialgleichungen, deren 
rechte Seiten zu Klassen der Form #"(0, h) gehören. Der Satz 1,1 ist allgemeiner als 
der Satz 3,1 von [5], der über dieselbe Frage handelt. Die Ungleichung (1,6) wird 
nur für kleine Werte von e > 0 benützt, sodass die Voraussetzung г ^ 1 nicht ein
schränkend für unsere Untersuchungen ist. Übrigens ist es möglich für ein beliebiges 
s > 0 eine Ungleichung der Form (1,6) herzuleiten, wobei deren rechte Seite dann 
noch ein Zusatzglied der Form C3 . s enthalten möchte. (Unsere Voraussetzung ist 
also nur wegen der Einfachheit der Abschätzung in (1,6) gemacht worden.) Ferner 
bemerken wir noch, dass wenn speziell h(t) = Kt, h^(t) = K^t sein wird, dann ist 
C\ = e'^^^^-^^^ C2 = [2 + (2 + 5K^ + 2K)(T2 - Ti)] Ci und die Konstanten-
Ci, C2 vom Satz 1,1 hängen in diesem Fall nur von der Länge T2 — T^ des unter
suchten Intervalles (Г^, Т2У ab. 

Folgerung 1,1. Sei h, h^ gegeben. Wenn die Voraussetzungen des Satzes 1,1 erfüllt 
sind, dann gibt es zu jedem rj > 0 ein ô > 0, sodass für \\x — x°[| < ^, 0 < г < ^ 
die Ungleichung 

(1,10) \\X{G) - x\cr)\ < f] 

für alle G e <Ti, Т2У gelten wird. 

Der Beweis kommt unmittelbar von (1,6). 

Bemerkung 1,2. Von der Folgerung 1,1 kann man unmittelbar (so wie im Satz 3,2 
von [5]) einen Satz vom Bogoljubov-Krylovschen Typ für die untersuchten Gleichun
gen herleiten. 

2. DIE KLASSE J^{G, K, {(p^, Ф }̂) 

Sei M c E„ eine offene Menge und G = M x (—00, 00) c: E„+^. Für jede ganze 
Zahl к sei eine Funktion (pu{^) : M -^ E^ gegeben, sodass 

(2,1) \(p,(x) - (PM\ ^ L\\x ~ y\\ 
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für X, y e M gilt, wobei L ^ О eine Konstante ist. Weiter gelte 

(2.2) cp,^,(x)~(p,{x)^ô>0 

für alle X E M und alle ganze /c, wobei ô eine feste Konstante ist. Sei weiter ebenfalls 
für alle ganze к eine Vektorfunktion ФЙ(Х) : M -> £„ SO gegeben, dass 

(2.3) 1|Ф.(Х) - ФЩ й Щ(\\х - у||) 

für alle X, у E M, к ganz gilt, wobei co^(r) ^ 0 für r ^ 0 definiert ist, €0/,(0) = 0, 
co,^ ist im Punkte r = 0 von rechts stetig (cô  ist der Stetigkeitsmodul für die Funk
tion Ф/с). Sei weiter 0 < Л < 1, Л ist eine Konstante. Wir setzen voraus, dass 

(2.4) | | Ф , ( х ) | | < а Д 
JLà 

gilt, wobei 0 ^ а^< Л eine Konstante ist und L, bzw. ô sind die Konstanten von (2,1), 
bzw. (2,2). 

Definieren wir noch die Mengen 

(2.5) Gfc = {(x, t)EG; XEM, (pk-i{x) < t < (pk{x)} , 

Pk = {{^> t)EG; XEM, t = (Pk{x)} 

und setzen voraus, dass 

(2.6) {x + Ф,(х), (p,(x)) EG,^,UP, 

für alle X E M und ganze к ist. 
Sei nun s(x, t) : G -^ El folgendermassen definiert: s(x, t) = k, wenn x e M , 

cPk{x) < t ^ ф̂ t̂ -l(•>c) ist. Wählen wir für jedes x E M beliebig eine ganze Zahl l^ und 
definieren 

(2.7) f ( x , 0 = ' l Ф;(х), 
iV2 Ni 

wobei wir XI "̂  — Z l^g^ii^ wenn für die ganze Zahlen N^,N2 die Ungleichung 
i = Ni i = N2 

N^ > N2 gilt. 

Sein nun К eine positive Konstante und legen wir h{t) = Kt für tEE^. Bezeichnen 
wir die Funktionenklasse #"(0, h) für diese Funktion mit ^{G,K) (vgl. Absatz l.). 
Für F(x, t) E #"(0, K) gilt also 

(2.8) | | A r ^ ^ % r i ) | | uK\t2-t,\ 

für alle (x, f̂ ) e G, / = 1, 2 und 

(2.9) | | Ä ; - " A J F ( Z , f,)|! й K\\y\\ \t, - t,\ 

für alle (z, ii), (z + y, t) e G, г = 1, 2. 
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Für gegebenes К und für ein System (ф^, Ф }̂ der oben beschriebenen Abbildungen 
definieren wir die Klasse ^(G, K, {ф^, Фк}) von Funktionen F(x, t) : G -> E„ folgen
derweise: 

Die Funktion F(x, t) : G -^ £„ gehört zu der Klasse #"(0, K, {(p^, Ф^}), wenn die 
Funktion F(X, t) = F{x, t) - F(x, t) zu der Klasse #"(0, K) gehört, wobei F(X, t) die 
Funktion von (2,7) ist, d. h. es ist 

(2.10) .r(G, X, {ф„ Ф,}) = {F(x, t):G^ E„ F(x, r) = F{x, t) + F(X, r) , 

wobei F(x, r) von (2,7) und F(x, ^ G # ' ( G , K ) ist} . 

Die Funktionenklasse #'(G, X, {(p/̂ , Ф }̂) fällt mit der in [6] definierten Funktionen
klasse # ' * ( G , /Î, {(Pfc, Ф }̂) (und also nach dem Ergebnis von [6] auch mit der Klasse 
#'(G, /î, {çk, Ф/с}) von [6]) für h{t) = Kt zusammen (vgl. (4,14) in [6]). 

Für unsere weitere Untersuchungen wird noch vorausgesetzt, dass die Ungleichung 

(2.11) 0 ^ K L < 1 

gelten wird, wobei L die Konstante von (2,1) und К die Konstante von der Definition 
der Funktionenklasse J^(G, K, {(pj,, Ф }̂) ist. Diese Voraussetzung sicher insbesondere, 
dass die Voraussetzung (V 2) von [6] erfüllt ist (vgl. den Absatz 1 in [6], wo wir 
dieses gezeigt haben). 

Die obigen Voraussetzungen sichern, dass alle, in [6] verlangten, Bedingungen für 
die Funktionenklasse #'(G, K, {(p^, Ф }̂) erfüllt werden. Man kann also die Ergebnisse 
von [6] für die Untersuchungen in dieser Arbeit verwenden. Es werden besonders die 
Ergebnisse vom Absatz 4 in [6] angewandt. Die stärkeren Voraussetzungen, welche 
wir da machten sichern weitere Eigenschaften der Lösungen von verallgemeinerten 
Differentialgleichungen, deren rechte Seite zu der Klasse .^{G, K, {(p^, Ф }̂) gehört 
und ermöglichen so eine tiefere Analyse der Lösungen. 

3. LÖSUNGEN DER GLEICHUNG dx/dr = DF(x, t) 

Eine Lösung der Gleichung 

(ЗД) ^ = DF{x, t) 
dx 

wird üblicherweise mit Hilfe des Kurzweiischen Integrales definiert (vgl. Definition 
2,1,1 in [1]). Den Voraussetzungen vom Absatz 2 nach gilt für die Lösungen von 
(3,1) mit F{x, t) E #'(G, X, {cp^, Ф }̂) der lokale Existenzsatz (vgl. Satz 4,2 in [6]) und 
der Eindeutigkeitssatz für zunehmende Werte der unabhängigen Variablen (vgl. 
Satz 4,3 in [6]). Die lokale Existenz und Eindeutigkeit gelten in dieser Form auch 
für verallgemeinerte Differentialgleichungen, deren rechte Seite zu der Klasse J^(G, K) 
gehört (vgl. [2], [5]). 
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Lemma 3,1. Sei F(x, t) : G -^ E„, sodass für die Gleichung (3,1) die lokale Existenz 
und Eindeutigkeit für zunehmende Werte der unabhängigen Variablen für alle 
Anfangswerte (x, t) e G gesichert ist. Sei (x, t) e G und sei T das Supremum aller 
derartigen Zahlen t, für welche in <?, t} eine Lösung X(T) der Gleichung (3,1) so 
existiert, dass x(f) = x ist. Dann existiert im Intervall <?, Т) eine Lösung х(т, x, t) 
der Gleichung (3,1),/wr welche x(?, x,t) = x ist. 

In [6] wurde dieses Lemma für einen Spezialfall bewiesen (vgl. Lemma 3,4 in [6]); 
der Beweis von [6] kann ohne einer Änderung für unseren Fall benützt werden. 

Definition 3,1. Wenn die Voraussetzungen vom Lemma 3,1 erfüllt sind, dann 
nennen wir die im Lemma 3,1 bestimmte Lösung х(т, x, t) mit dem Definitionsinter-
vall <?, T ) eine Maximallösung der Gleichung (3,1), welche durch den Punkt 
(x, t) e G bestimmt ist. 

Bemerkung 3,1. Wir benützen da die passendere Benennung Maximallösung anstatt 
der in [6] eingeführten und benützten „Globallösung". 

Lemma 3,2. Sei F(x, t) e J^(G, K) und y{x) = y('i, x, t) sei die durch den Punkt 
(x, f) e G bestimmte Maximallösung der Gleichung 

(3.2) ™ = DF{x, t) 
dr 

mit dem Definitionsintervall <?, T). Wenn ^̂  < T, /c = 1, 2, ..., lim tj^ = T, ist, dann 
k-^ 00 

hat die Punktfolge {{y(tj^), ^̂ с)}Г=1 ^̂  ^ keinen Häufungspunkt. 

Bemerkung 3,2. Wenn у(т) : {a^, а2} -> E„ eine Lösung der Gleichung (3,2) ist, 
wo F(X, t) 6 ^(G, K), dann gilt für alle TJ, T2 e <(JI, CFJ} die Ungleichung 

(3.3) Ыг2)-У(ч)\\ йК\т2~-т,\ 

(vgl. (2,10) im Lemma 2,4 von [5]). 

Beweis vom Lemma 3,2. Setzen wir voraus, dass die Folge {(yU^), t,^)} in G einen 
Häufungspunkt doch besitzt. Dann gibt es eine Teilfolge (diese bezeichnen wir wieder 
nur mit {{y{tk), tj^)}), sodass lim y{tk) = x e £„ ist und dabei ist (x, T) G G. Da G 

к - * <X) 

eine offene Menge ist, gibt es Zahlen а > 0 und er > 0, sodass 

i?i = {(x, t) e E„^,; \\x - x|| ^ la, \t - Т\^ lu] a G 

ist. Wenn man die Zahlen a oder a verkleinert, kann man immer erreichen, dass 
a = KG gelten wird. Da lim y{t^ = ^ und lim t^ = Tist, gibt es eine ganze Zahl k^ 
sodass ^-^^ 

R2 = {(x, t); \\x - y{tj\\ < a, \t - r,J <G} cz R, cz G 
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und \\y{tko) — 3cII < a, T < tj,^ + a gilt. Nach dem lokalen Existenzsatz für die 
Lösungen der Gleichung (3,2) (vgl. [2]) hat die Zahl er > 0, welche oben bestimmt ist, 
die Eigenschaft, dass im Intervall (Г^ ,̂ Г̂^ + а} eine Lösung J)(T) der Gleichung (3,2) 
so existiert, dass y{tk^ = y{tk^ gilt. Legen wir nun Z(T) = у{т) für т e <ï, tj^y, z{x) = 
= J)(T) für T e <Г̂ о, f̂co + ^)* I^i^ Funktion Z(T) ist offenbar eine Lösung der Gleichung 
(3,2) in <ï, t^^ + ö-> für welche z(?) = x ist. Nachdem aber T < t^^ + G ist, bekommen 
wir einen Widerspruch damit, dass у{т:) eine Maximallösung der Gleichung (3,2) ist. 

Lemma 3,3. Sei F{x, t) G #"(0, К), (x, ?) e G und sei у(т) = у{т, x, t) die Maximal-
lösung der Gleichung (3,2) in <?, T) definiert. Dann gibt es zu jedem e > 0 e/n 
T' < T, sodass für те{Т\ Т) entweder д((у(т), т), dG) < s oder т > l/e Ö'̂ ^̂ -
Q bedeutet da die euklidische Metrik in £„+i und dG ist die Gränze der Menge G 
inE„^^. 

Beweis. Setzen wir voraus, dass die Behauptung nicht gilt, d. h. es existiert ein 
во > 0, sodass man das zugehörige T' nicht finden kann. Wählen wir also eine Folge 
1̂ < h < •••? liïï̂  f̂c = Tund sei т̂  e (tj^, T) soeine Zahl, dass für jedes natürliche к 

к-* 00 

die Beziehungen д{(у{т,,), т^), ôG) ^ во ^^^ ^k й l/^o zugleich gelten. Da nach (3,3) 
die Ungleichung ||J^(T) — x|| ^ К\т — ?| gilt, ist 

1У(Т,)\\ й К(тк - î) + ||x|| ^ К . i + K\t\ + ||x|| . 

Die Punktfolge {{у{^к)^'^k)} ist in £„+i offenbar beschränkt und hat also 
einen Häufungspunkt. Nach den angeführten Bedingungen liegt dieser Häufungs
punkt nicht in dG und so muss also dieser in G liegen. Offenbar ist auch lim т,, — T 
und wir bekommen einen Widerspruch mit dem Lemma 3,2. "̂̂ "̂  

Bemerkung 3,3. Nach dem Lemma 3,3 ist das Definitionsintervall <r, T) einer 
Maximallösung J(T, X, t) der Gleichung (3,2) entweder der Form (J, + oo) oder ist 
T < + cxD und in diesem Falle ist dann {у(Т - jc, I), T) ф G. 

Lemma 3,4. Sei (x, t) e G; у(т, x, I) sei die Maximallösung der Gleichung (3,2) 
in <?, T) definiert. Sei l soeine ganze Zahl, dass (x, t) e Pi-i u Gi ist. Dann gilt 

(3,4) (у(т, X, 1), г)ф \J [G, u PJ 
/ C = — 00 

für alle T e (?, T) [für P/,, Ĝ  siehe (2,5)). 

Beweis. Sei т e (j, T). Dann ist, wenn man kurz у{т) = у(т, x, t) schreibt, 

(pi-i{y{T)) - T = (Pi-i(y{T)) - (pi-i{x) + (Pi-i{x) - r + r - T ^ 

S Ц\у{т:) - Ц + (Pi~iix) - ï + 1 - T S 

S LK{r - ?) - (T - r) + (p,_i(x) -t={LK- 1) (T - î) + (p,-i(x) - 1 ^ 0 . 
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Dabei benützten wir (2,1), (3,3) und (2,11). In dieser letzten Ungleichung gilt das 
Gleichheitszeichen nur in dem Fall, wenn т = ?, (pi-i{x) = ï d. h. wenn (x, T) e P^_i 
ist. Sonst ist die Ungleichung scharf und für т e (ï, Т) gilt also (Pi-i{y{'c)) < т. Nach 
(2,2) und nach der Definition der Mengen P^ und Ĝ  von (2,5) gilt also offenbar (3,4). 

Lemma 3,5. Sei y(x, x, 1) die Maximallösung der Gleichung (3,2), welche vom 
Punkt (x, t)e G ausgeht im Intervall <?, T) bestimmt. Sei l soeine ganze Zahl, 
dass (x, Ï) e P/_i u Ĝ  sit. Dann ist entweder 

a) (у(т, X, t), T) 6 Gl für alle т е (?, Т) oder 
b) es existiert ein ti e <ï, Т), sodass (у(т, x, ï), т) G Gifür т e (?, ^̂ ) м/îrf 

(Я^|' -̂ ^ О' h) е Pi îs^. 

Der Beweis folgt sofort daher, dass nach (3,3) у{т, x, t) in <ï, Т) stetig ist und (3,4) 
gilt. 

Lemma 3,6. Sei у(т, x, t) die vom Punkte (x, î) e G ausgehende Maximallösung 
der Gleichung (3,2) mft dem Definitionsintervall <î, Т). Sei / soeine ganze Zahl, 
dass (x, Î) ePi^i u Gj /sf. Dann, wenn der Fall a) vom Lemma 3,5 vorkommt, ist 
notwendig T < +oo. 

Beweis. Setzen wir voraus, dass Г = +oo wäre und schreiben kurz y(x) = 
= у{т, X, t). Nach a) vom Lemma 3,5 und nach (2,5) ist <P/(J(T)) > т für alle т e 
G <?, Г). Nach (2,1) und (3,3) ist (ähnlich wie im Beweis vom Lemma 3,4) 

0 < (Pi{y{x)) - T = q)i{y{x)) - (pi[x) + cpi{x) - t + t - x S 

S (LK - 1) (T - Ï) + (PIX) - t. 

Da aber (pi{x) — I < +oo und nach (2,11) auch {LK — 1) < 0 ist, widerspricht 
dieses der Voraussetzung, dass der Fall a) vom Lemma 3,5 entstehen soll. 

Die Prozedur ^ . Sei {yj_^,tj_^EPj_^ u Gj. Sei J (T, yy_i, fy_i) die Maximal
lösung der Gleichung (3,2), welche von dem Punkt ( j j - i , O-i) ausgeht, mit dem 
Definitionsintervall <^j-i, 7}_i). Nach dem Lemma 3,4 gilt 

(3.5) (J(T, yj_„ tj,,), T) Ф ' U [G, U P J 
k= — CO 

für T G (^;-i, T}_i). Nach dem Lemma 3,5 ist entweder 

(3.6) a) (V(T, JJ._ 1, f;_ i), T) G G .̂ für alle т G (f^-1, T,-_ j) 

oder 

(3,6) b) es existiert tj e {tj-i, Tj^ i), sodass {y{x. У]-и tj-1)> т^) ^ ^y 
für Te{tj.„ tj) und (};(̂ ,., } ;̂_i, tj.,), tj) e Pj ist. 
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Wenn (3,6) a) vorkommt, beende man die Prozedur. Wenn (3,6) b) entsteht, definiere 
man 

(3J) V,- = y{tj, yj-u O-i) + ^ i W O ' yj-i^ O-i)) • 

Nach (2,5) ist (Pj{y{tj, j j _ i , ^y-i)) = tj und der Voraussetzung (2,6) zufolge gilt 

(3.8) iyj,tj)ePjuGj^,. 

Für den Punkt (y^, tj) kann man die Prozedur fortsetzen und (so wie für {yj-i, O-i)) 
die Maximallösung J(T, yj, tj) der Gleichung (3,2) mit dem Definitionsintervall 
<rj, Tj) bestimmen. Für у{т, yj, tj) kann man dann wieder entscheiden ob der Fall 
a) oder b) vom Lemma 3,5 entsteht. 

Bemerkung 3,4. Die oben beschriebene Prozedur ^ ermöghcht so zu jedem 
{yj-i, O-i) ^ ^j-i ^ ^j ^^^^ Folge von Maximallösungen у(т, j ^ , tj^) der Gleichung 
(3.2) zu definieren, wobei man deren Definitionsintervalle mit <? ,̂ T )̂ bezeichnet. 
Diese Folge hat eine endliche Anzahl von Gliedern, wenn in irgendeinem Schritt der 
Prozedur ^ der Fall (3,6) a) entsteht. In diesem Falle wird das Definitionsintervall 
der letzten Maximallösung der Folge nach dem Lemma 3,6 endlich sein. Wenn in 
keinem Schritt der Prozedur 0 der Fall (3,6) a) vorkommt, dann liefert die Prozedur 
^ eine unendliche Folge von Maximallösungen der Gleichung (3,2). 

Lemma 3,7. Sei ( j j_ i , ^y_i) e P^._i. Lege man y^_i = Pj-i + Фj-l{yj-l)^ Sei 
у(т, yj_^, tj_i) die vom Punkt (y^-i, ^j-i) ausgehende Maximallösung der Glei
chung (3,2) mit dem Definitionsintervall Oj-i, ^7-1)' sodass für diese der Fall 
(3,6) b) der Prozedur 0^ vorkommt. Dann gilt 

(3.9) ö(l-a,){l+LK)-' utj-tj_,u 

й {AÔ + <р,(у;_,) - (pj_,{yj^,)){l - LK)-' . 

Dabei ist Ô die Konstante von (2,2), L die Konstante von (2,1), cCj und А die Konstan
ten von (2,4), К ist die Konstante, welche die Funktionenklasse #'(G, X), zu der 
P{x, t) gehört, bestimmt und tj ist in (3,6) b) bestimmt. 

Beweis. Nach den Voraussetzungen ist tj = (Pj{y{tj, Jy- i , O-i))- Nach (2,1) und 
(3.3) also ist 

\tj - (Pj(yj-i)\ ^ L\\y{tj, yj_„ «,_,) - yj-4 й LK\tj - O-il . 

Daher ergibt sich 

0 - 0-1 = 0 - (Pjiyj-i) + (Pj{yj-i) - tj й 
й LK{tj - tj_,) + (pj(yj-,) - tj_^ 
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und ebenfalls auch 

-LK(tj - tj.,) + фJ-l) - tj_, й tj - 0_, 

d. h. es gelten die Ungleichungen 

(ЗДО) iVjiyj-,) - tj- 0 (1 + LK)-\ S tj - tj. 1 й 

u{9j{yj-t}-tj-,){\-LK)-'. 

Ferner — nachdem tj^^ = (pj_i{yj_i) ist — gilt nach (2,1), (2,2), (2,4) und der 
Ungleichung 0 ^ а < Л < 1 die Ungleichung 

<PÂyj-Ô - 0-1 = (Pj(yj-i + ФJ-l(yJ-i))- 9j(yj-i) + (pjiPj-i) - (Pj-i{yj-i) ^ 

^ ^ - Ь | | Ф , ( ^ ,)\\^Ô-L.°^.= ô(l - a,) > ô{i - A) 

und soeben auch die Ungleichung 

9j{yj-i) - tj-, S ь||Ф,._1(у;_0|| + ^j(yj-i) ~ "Pj-iiyj-i) < 

< AS + (pj{yj_,) - (pj_,(yj_,). 

Diese Ungleichungen liefern dann zusammen mit (3,10) die Ungleichungen (3,9). 

Definition 3,2. Sei (x, 1) E G und l soeine ganze Zahl, dass (x, t) e Pf_i u Gi ist. 
Sei F(x, t) E ̂ {G, K, {cp,,, Ф^}). Legen wir . 

У1., =x + F(x,t + ) ~ F(x,t), ti_,=t. 

Für к ^ l — 1 und den Punkt (у/_1, ?/_i) e P^_l u G/ {vgl. (2,6)) bestimmen wir die 
Folge von Maximallösungen у{т;, yj^, tj^) der Gleichung (3,2) mittels der Prozedur 0. 
Definieren wir für т ^ ? = r^_i die Funktion Z{T) folgenderweise: 

1) z(ï) = X, 

2) Z(T) = J(T, yj, tj) für T E {tj, tj+^y und jede ganze Zahl j ^ l ~ 1, wenn für 
kein j ^ l -- 1 der Fall (3,6) a) von der Prozedur 0^ vorkommt, 

3) Z(T) = y{x, yj, tj)für T E {tj, tj+^y und jede ganze Zahl j , l - l ^ j ^ к — l, 
wenn für soein j der Fall (3,6) а) in der Prozedur 0 nicht ensteht und Z(T) = 
= у{т, jfe, tk) für T E {t,,, Tfe), wenn für j = к + 1 (3,6) а) gilt. 

Bemerkung 3,5. Wenn man (t, T) das Definitionsintervall der Funktion Z(T) von 
der Definition (3,2) bezeichnet, dann ist 

00 

<?,T) = {?}u и {tptj^^y, 
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wenn Z(T) durch 1) und 2) in der Definition 3,2 bestimmt ist. Nach (3,9) vom Lemma 
3,7 ist offenbar tj^^ — tj > c, wobei с = ô{l — A) (1 + LK)~^ > О eine, von j nicht 
abhängende, Zahl ist. Daher also ist offenbar <ï, Т) = <?, + oo) für diesen Fall. 
Wenn Z(T) durch 1) und 3) von der Definition 3,2 bestimmt ist, dann ist 

а T) = {?} u и {tp tj^,} u {t„ T,) = <r, T) 

und nach dem Lemma 3,6 ist T = Г;, < + oo. 

Lemma 3,8. Sei Z(T) die in der Definition 3,2 bestimmte Funktion mit dem Defi-
nitionsintervall (t, T). Sei t -^ a^ < (T2 < T, dann gilt 

(3,11) rz)f(z(T),o= I ФКО))= Z b{tj+)-z(tj)-], 
Jai (z(tj),tj)ePj (z(tj),tj)sPj 

fj6<(Ti,(T2) fj6<<Ti,CT2) 

wobei F(X, t) : G -^ E„ in (2,7) bestimmt ist und tj sind die in der Definition 3,2 
auftretende Zahlen. 

Beweis. Mit Rücksicht auf die Bestimmung des Intervalles <l, Г) in der Bemer
kung 3,5 können folgende Fälle vorkommen: es existieren ganze Zahlen 71,72, / — 
~ 1 ^ Ji ^ J2» sodass (Ti e {tj., tj. + i>, f = 1, 2 oder ist a^ = ^/-i = t und es exis
tiert eine ganze Zahl j2, / — 1 ^ 72, sodass (T2 e (tj^, O2+1 ) î .̂ Wenn Z(T) mittels l) und 
3) von der Definition 3,2 bestimmt ist, dann können noch die folgenden Möglichkeiten 
vorkommen: es existiert eine ganze Zahl 7\, sodass a^ e (tj^, Oi + i) ^̂ ^̂  ^2 ^ {k^ Tj,), 
oder ö"! = ti^i = t, G2 e {tj,, T )̂, oder ist сг̂ , <72 e (f̂ , T )̂. 

Wir untersuchen den ersten dieser Fälle. Sei 7\ < 72. Die Punkte tj^^^ < tj^ + 2 < • • • 
... < ^̂ 2- 1 sind alle Punkte des Intervalles (сг̂ , стз), in welchen der Graph der Funk
tion Z(T) d. h. {(Z(T), T); T G <СГ̂ ,̂ (J2)} eine der Flächen Pj schneidet und es gilt genau 
(z{tj), tj)e Pj für j =ji + 1,7*1 + 2,...,7*2 — l.Fallsji = 7*2 ist, dann ist die Menge 

m 

dieser Punkte leer. Definieren wir M{t) = 0 für ^ e {a^, O1 +1)' ^ ( 0 "̂  Z ^y(^(0)) 

für r e (t^, t^^.y, j \ + i umuJ2- 2, und M{t) = ^ ^X^(O)) für te{tj^, (Т2>. 

Einfach kann man zeigen, dass für jedes TQ G (CTI, C72> ein (5(TO) > 0 so existiert, dass 
für TQ — ^(TO) ^ t -^ TQ + Ô(TQ) die Gleichung 

F(Z{TOI t) - F(Z(TO), ТО) = M{t) - М(то) 

gilt (ein ähnhches Verfahren wurde im Beweis des Hilfssatzes 2,1 von [6] benützt). 
Daher ergibt sich sofort j^^ DF{Z{T), t) = f̂^ DM{t) nach dem Lemma 1,3,1 in [1]. 
Nach der Definition des da benützten Integrales von [1] ist aber Ĵ J DM(t) = 
= М(сг2) — M(Ö-I), weil M(t) von der Variablen т nicht abhängt. Daher, wie die 
Funktion M{t) definiert wurde, ist 

M(cr,) - M(<T,) = Z ФМЬ))= Z ФMt^)). 
i = j i + l (z(tj),tj)ePj 

183 



Yon der Definition 3,2 ist z{tj-^) = z{tj) + ^ji^i^j)) und wir bekommen so (3,11) 
für den untersuchten Fall. Wenn j ^ = J2 ist, dann ist М(<Т2) — M{(^i) = 0 ^̂ nd so 
auch Ĵ ĵ  DF(Z(T) , f) = 0 . Die übrigen Fälle können gleicherweise behandelt werden. 

Lemma 3,9. Die Funktion Z(T) von der Definition 3,2 ist eine Maximallösung der 
Gleichung (3,1), welche durch den Ausgangspunkt (x, ?) e G bestimmt ist. Das 
Definitionsintervall (J, T) von z{x) ist in der Bemerkung 3,5 beschrieben. 

Beweis. Es seien t^j ^ / — 1 die in der Definition 3,2 auftretende reelle Zahlen. 
Nach dem Satz 1,3,6 von [1] und nachdem in <r̂ -, ^j+i> die Funktion Z(T) eine Lö
sung der Gleichung (3,2) ist, gilt 

(ЗД2) Df{z{z), t) = z(«,,0 - z{tj + ) = z ( t , „ ) - z(0) - ФJ{z{tJ)) 

für j ^ / + 1 (für j = l gilt diese Formel, wenn (x, t) e P^_i ist; wenn (x, t) e Gi 
ist, dann ist fj| ^ DF(Z(T), t) = z(ti) — z(r^_ ^)). Sei nun ? ^ cr̂  < 0-2 < T. Für сг̂ , <Т2 
können alle im Beweis vom Lemma 3,8 genannte Fälle entstehen. Wir untersuchen 
wieder nur den ersten Fall, d. h. den Fall, wenn ganze Zahlen 7\,J2 l — 1 й ji й ji 
so existieren, dass aie{tj., tj.+ ̂ y, i = 1,2 ist. Wenn man in Betracht nimmt, dass 
F(X, t) = F(X, t) — F{x, t) ist, wo F(X, t) in (2,7) bestimmt wurde, dann gilt nach 
(3,11) und (3,12) 

r i ) F ( z ( T ) , 0 = r " " / ) F ( z ( T ) , r ) + "£ 
J<T2 J<T1 i = J l + l 

/ • f j+1 

DF{z(z), t) + DF{z(x),t) = 

J 2 - 1 

= Z(<T2) - Z((7i) - X [ < 0 + ) - ^j)] = 

= 2(a,) - Z((TO - f Ф,(г(г,)) = z(,T,)' - Z(<TO - ГоПФ), t) . 

Ist dabei ; , = J2, dann gilt j'/^ DF{Z{T), t) = zia^) - z{a,) und Ĵ f DF(Z(T), t) = 0. 
Daher ergibt sich dann für beide mögliche Fälle 7, < J2 und 71 = 72 die Gleichung 

2(0-2) - 2(a,) = rüFizir), t), t) + ГоР{г{г), t) = rDF(z (T) . f) . 
J ö" 1 J flr 1 J ff 1 

Diese Gleichung kann man ebenso auch für die übrigen Fälle der Lage von cfu (J2 
in <r, T) beweisen; Z(T) ist also eine Lösung der Gleichung (3,1) im Intervall <î, Т). 

Wenn Z(T) mittels 1) und 2) in der Definition 3,2 bestimmt ist, dann ist nach der 
Bemerkung 3,5 <?, T) = <?, + 00) und Z(T) ist offenbar eine Maximallösung der 
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Gleichung (3,1). Wenn Z(T) durch l) und 3) in der Definition 3,2 bestimmt ist, dann 
ist T < + 00 und nach der Bemerkung 3,3 gilt {Z{T~-), T) = {y{Tk-, j ^ , t^), T )̂ ф G, 
Wenn Z(T) nicht eine Maximallösung der Gleichung 3,1 wäre, dann könnte man ein 
f] > Oso finden, dass man in <?, T + f]} eine Lösung X(T) der Gleichung (3,1) definie
ren könnte, wobei x(t) = x wäre. Mit Rücksicht auf die Eindeutigkeit der Lösungen 
für zunehmende Werte der Variablen т (vgl. Satz 4,3 in [6]) und der Stetigkeit von 
links der Lösungen von (3,1) wäre dann {х{Т),Т) = {z(T—),T)eG und dieses 
liefert einen Widerspruch. 

Der Eindeutigkeitssatz für Lösungen der Gleichung (3,1), welcher für zunehmende 
Werte der unabhängigen Variablen gilt (Satz 4,3 in [6]) sichert nun, dass für jede 
Lösung X(T) der Gleichung (3,1), welche im Intervall <cri, a2> definiert ist, die Glei
chung X(T) = X(T, X((JI), (7i) für alle т e <бГ|, a2> gilt, wobei х(т, x(c7i), а^) die durch 
den Ausgangspunkt (X((TJ), a^) bestimmte Maximallösung der Gleichung (3,1) mit 
dem Definitionsintervall <<JI, T ) ist. Der Eindeutigkeit wegen werden im Lemma 3,9 
alle Maximallösungen der Gleichung (3,1) beschrieben. Wir bekommen so vom 
Lemma 3,9 und von der Definition 3,2 der Funktion Z(T) eine genaue Information 
über das Verhalten aller Lösungen der Gleichung (3,1). Wir wollen nun alle diese 
Erkenntnisse zusammenfassen: 

Satz 3,1. Es sei F(x, t) e #"(0, K, {(pj,, Ф }̂) und sei х{т) : {a^, сг2> -^ £„ eine 

Lösung der Gleichung (3,1) im Intervall <(сг1,сг2), — oo < Cj < сг2 < +oo. Nach 
(2,2) und (2,5) gibt es ganze Zahlen /i,/2» sodass {x(ai), a^) e Gi^ и Pi^ und 
(^(^2)? ^2) ^ G h ^ ^h ^^^ ^^^ man kann Folgendes behaupten: 

(i) es gilt /̂  g /2, 
(ii) für jedes ganze / : /̂  ^ / < /2 existiert genau eine Zahl tiE (а^, C72), sodass 

{x{ti), ti) e Pi ist und es gilt ti^ < ti^ + i < ... < ^/2-i' 
(iii) für die Zahlen ti von (ii) ist (X(T), T) e Gi^ für т e {a^, r^J, (х(т), т) e Gi für 

'^^{ti-u 0 ' h < ^ < h мп^(х(т), T)eGf,/wr TG (г̂ ^_ 1,0-2), 
(iv) in den Intervallen (CTJ, t/^>, (^f_i, f̂>, l = l^ + 1,...,/2 — 1 und (f^^-iJ^a) 

ist X(T) eine Lösung der Gleichung (3,2) und für TJ, T2 e <crj, tj^y bzw. TJ, T2 e 
e (^/_i, f/>, / = /1 + 1, . . . , /2 — 1 oöf̂ r Ti, T2 G (^f2-i' ^2) ö'̂ '̂ ^ aie Ungleichung 

||X(T2) - X(TI)|| й Щ'^2 - -̂ ij • 

(v) /ЙГ die Zahlen ti, / = /̂  + 1, /j + 2, ..., /2 — 1 t̂ ön (ii) ^fi/t 

x(/^ + ) - x(f^) = Ф^(х(0), 

(vi) für die Zahlen ti, / = /j + 1, ..., /2 — 1 von (ii) Ö /̂/̂  • 

(5(1 - A){\ + LK)-' u t i - ti_, й 
й (АЗ + cplx{t,^,)) - (p,_i(x(r,_0))(l - LK)-' , 

wobei ^ > 0 die Konstante von (2,2), L die Konstante von (2Д) und А die 
Konstante von (2,4) ist. 
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Beweis, (i), (ii), (iii), (v) folgen unmittelbar von der Definition 3,2. (iv) folgt von 
der Definition 3,2 und der Ungleichung 3,3. (vi) ist der Inhalt vom Lemma 3,7. 

Bemerkung 3,6. Vom Satz 3,1 ist es leicht zu sehen, dass jede Lösung der Gleichung 
(3,1) man von Lösungen der Gleichung (3,2) zusammenstellen kann, dass eine 
Lösung der Gleichung (3,1) in jedem endlichen Intervall nur endlich viele Unstetig-
keiten haben kann und dass diese da endlicher Variation sein muss. 

4. DIE STETIGE ABHÄNGIGKEIT VON EINEM PARAMETER 

Wir werden in diesem Absatz die verallgemeinerte Differentialgleichungen 

(4.1) ^ = DF°(x.O. Р%х,1}е^(С,КМ(р1Ф^}) 

und 
dx 

(4.2) - - = DF(x, t), F(x, 0 G #-(G, K, {cp,, Ф,}) 
dx 

untersuchen. Die Funktionenklassen ^(G, K^, {cp^, Ф^}) und ,^(G, K, {cp^, Фи}) 
erfüllen dabei die Voraussetzungen vom Absatz 2. Wir werden voraussetzen, dass 
(2,1), (2,2) und (2,4) mit denselben Konstanten L, ô und A für beide Klassen erfüllt 
ist. Alle andere Grössen, welche zu der Funktionenklasse ^{G, K^, {cp^, Ф^}) 
gehören, werden mit dem Index 0 rechts oben gekennzeichnet (z. B. G^, P^, F°(x, t) 
usw.). Für F%x, t) e ^{G, K ^ (cp^, Ф^}) wird F%x, t) = F%x, t) + F(x, t) sein, 
wobei F^(x, t) für das System {(p^, Ф^} nach (2,7) definiert wird und wobei F°(x, t) e 
€ ^{G, K^) ist. 

Voraussetzung 4,1. Sei 0 < г ^ 1. Sei / c= (—oo, oo) ein Intervall. Für F(x, t)e 
e .i^(G, X, {cpl Ф^}) und F^(x, t) e #-(G, K ^ {cpl Ф^) gelte 

(4.3) \<Pk{^) - (Pk{^)\ < ß für xe M , к ganz , 

(4.4) \\ф^(х) - Ф^(х)|| < 8 für хеМ , к ganz , 

(4.5) ||Af[F(x, t) - F^(x, Olli < e für 0 < Э ̂  1 , (x, f), (x, Г + a) e M x / , 

wenn f{x, t) = F(x, t) - F(x, t) und F^(x, t) = F^(x, t) - F^(x, t) ist. 

Bemerkung 4Д. Es seien Gi bzw. G° die in (2,5) definierten Mengen für die Klasse 
J^(G, K, {(pk. Фи}) bzw. J^(G, K^ {ф^, Ф^и})' Wenn (4,3) gilt und г > 0 hinreichend 
klein ist, dann ist nach (2,2) offenbar Gi n G^ ^ 0 und die Menge Ĝ  n Gĵ  ist in G 
zwischen zwei Flächen eingeschränkt, wobei diese Flächen durch die Vorschrift 
ф(х) = t gegeben sind, wo (p{x) :M -^ E^ die Ungleichung (2,1) erfüllt. Für ein 
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gegebenes ß > О, {x^, t^) e P^ und hinreichend kleines ß > 0 gilt nach (4,3) 

(Cv, t) e G; \\y - хЦ < ß, \t - Г\ < ß} n (G^ u P^) Ф 0 . 

Lemma 4,1. Es sei F(x, t) e #'(G, K, {cp^, Ф^) und gelte (4,3). Sei weiter (x^, t^) e 
e P^i, (x, I) G G/ u P/, / /5^ eine ganze Zahl und sei х(т) eine Lösung der Gleichung 
(4.2) für T ^ t definiert mit x{t) = x, sodass diese Lösung in ihrem Definitionsinter-
vall einen Punkt ti ^ t so enthält, dass {x(ti), ti) e Pi ist. Dann gilt 

(4.6) \ti - r\ ^ (l - LK)-' 8 + L(l - LK)-' ||x - x l̂l + 

+ (2 - LX)(1 - LK)-' \t - f\ 
und 

(4.7) \\x{t,) - хЦ й К{1 - LK)-' £ + (1 - LK)-' \x - x^|| + 

+ X(1 - LK)-' I? - ?^|, 

wo Ldie Konstante von (2,1) ist. 

Beweis. Nach (2,1) und (iv) vom Satz 3,1 ist 

1̂ / - (Pi(^ = ki{4h)) - ^/«0)1 è L\\x{ti) ~ x{t)\\ ^ LK\ti - t\ . 

Daher ist 

\ti -1\й \ti - <Pi{^)\ + \(Pi{x) - t \ u LK\ti -t\-h (pi{x) - t 

und also ist |r̂  - t\ й i^ii^) - t) {i - LK)-'. Nachdem (p^{x^) = ?̂  ist, gilt nach 
(4.3) und (2,1) die Ungleichung 

|r̂  - ?^| s \ti - t\ + |î - r̂ l й {(Pi{x) -t){i- LK)-' + |r - ?^| ^ 

^ (1 - LK)-' {\cp,{x) ~ (p?(x)| + \cp%x) - (p?(x^)| + 1?̂  - t\) + I? - r\ S 

^ (1 - LK)-' (г + L\\x - x̂ ll + I? - T\) + I? - 1̂1 . 

Nach einer einfachen Berechnung ergibt sich daher schon (4,6). Ferner gilt offenbar 
j|x(r^) - x l̂l ^ ||x(f^) - x]| + ]|x - x^||. Wenn (x, ï) e Pj ist, dann ist f̂  =^?, 
x(r^) = X und (4,7) gilt offenbar, da nach (2,11) die Ungleichung (1 - LK)~' >^1 
gilt. Wenn (x, t) e Ĝ  ist, dann ist nach (iii) vom Satz 3,1 (х(т), т) e Ĝ  für т e <?, ^^). 
Yon (iv) vom Satz 3,1 und von der oben bewiesenen Ungleichung für |̂ f — ?| folgt 

\x(t^ - хЦ ^ K\t, - 1\ й K{{ - LK)-' (s + L\\x - x l̂l + 1? - ? |̂) 

und also ist 

l|x(rO - x l̂l й K{i - LK)-' (e + L\\x - хЦ + \t - t^\) + [|x - x^lj) . 

(4,7) bekommt man daher nach einer leichten Berechnung. 
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Lemma 4,2. Sei F{x, t) e ^{G, K, {<p„ Ф,}), F%x, t) e ^{G, K^ {cpl Ф^,}\ (x, ?) e 
eGiKJ Pi, (x^ Г) G Gl и Pl l ist eine ganze Zahl Sei x%x) = х^(т, x^ 7̂ ) eine 
Maximallösung der Gleichung (4,1) in <?̂ , T^) definiert und х(т) = х(т, x, J) eine 
Maximallösung der Gleichung (4,2) in (t, T) definiert. Setzen wir voraus, dass 
I = <?̂ , T^) n <î, T) Ф 0 isf wnd rfass für gegebene e > 0 wn(i / die Voraussetzung 
4,1 ^//r. Bezeichnen wir t^j bzw. tp j ^ / die Punkte in <ï̂ , T^) bzw. <?, T), für 
welche {x%t^j), t]) e P] bzw. {x(tj), tj) e Pj ist. Sei weiter ^tj = min (tj, t% ""tj = 
= max {tp t^\ X* = max [К, К^). Setzen wir noch voraus, dass eine ganze Zahl k, 
к ^ l so existiert, dass <̂ Г̂ , *tfe+i> cz /, *г̂  < ^t^+i ist und (x{^tk), ^t^) e G^u Pf,, 
ix%tk), ^h) G Gfc u P^ gilt. Dann ist 

(i) Ой%- ^k < (1 - LK*)-^ [e + L||x(^r,) - x%t,)\\] , 

(ii) \\x{t,) - х'Щ\ < (1 - LK-Г' [X*e + \\xU) - x^(,^,)l!] . 

(iii) \\4% + ) - '̂'(*̂ fc + )ll < e[l + 2K*(1 - LK*)-^] + 

+ (1 + LK*)(1 - LX*)-^ ||x(,f,) - x4*r,)l| + 
+ œ^iil - LK*)-^ [КЧ + \\xU) - x%t,)\\] , 

wo co° der Stetigkeitsmodul für Ф° von (2,3) ist, 

(iv) für % 6 (*(fc, *^й+1) 3(7( </(e Ungleichung 

||X(T) - XOCT)!! ^ C,{e[l + 2X*(1 - LK*)-'] + 

+ (1 + LK*) (1 - LK*)-1 ||x(,(,) - xO(*f,)ll + 
+ ш°((1 - L^C*)-i [K*8 + \xUt^ - x%t,)\\-])} +C2^B, 

WO Ci ^ 1, C2 ^ 0 nur von ^t],+ i — *̂fc abhängende Konstanten sind und œ^ ist 
der Stetigkeitsmodul für Ф^ von (2,3). 

Beweis. Nach den Voraussetzungen ist entweder {x^(^tk), *̂ fe) e P^, (x(̂ ?fc), r̂̂ ) e 
e Gfc u Pfc oder ist (х(̂ Г )̂, ̂ tj,) e P^, (х°(̂ Г )̂, r̂̂ ) e Ĝ  u P^. Im ersten Fall kann man 
das Lemma 4,1 für x = x{^tk), x^ = x^(^tj,) unmittelbar benützen. Im zweiten Fall 
wird die Behauptung benützt, welche man vom Lemma 4,1 erhält, wenn man in diesem 
Lemma die mit dem Index 0 oben versehenen Grössen mit denen ohne Index und 
umgekehrt vertauscht, (i) folgt dann sofort von (4,6), soeben (ii) folgt von (4,7). 
Zum Beweis von (iii) setzen wir z. B. voraus, dass ^tj, = tt < h = *̂fc ist. Dann ist 

Ы%+) - xTk+)\\ = ||x(4) + ФMtô) - Ah)\\ й 
й Ht,) - x«(/,«)|| + 1|Ф,(х(0) - 0tix(t,))\\ + 

+ \\ФМ'<^)) - щАт\+K'ih -1°,) й 

й Ht,) - xOCt«)!! + г + o^liHk) - x'{tl)\) + K*(t, - i°), 
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wobei da (v) und (iv) vom Satz 3,1, (4,4) und (2,3) benützt wurde. Im Falle ^t,, = 
= ti, ^ t^ = */fe kann man gleicherweise dieselbe Ungleichung herleiten. Wenn wir 
nun die schon bewiesenen Ungleichungen (i) und (ii) benützen, dann gibt die letzte 
Ungleichung sofort (iii). 

Wenn man in Betracht nimmt, dass die Funktion у^{т) : y^{'^t,,) = х^(*^^ + ), 
у^(т) = х^{т) für т e (*̂ fc, * f̂c+i> eine Lösung der Gleichung dx/dt = DF^{x, t) und 
die Funktion у{т) : y{^tk) = (̂*̂ fc + )? j('^) = ^{^) für т e (*Г ,̂ *̂ /c+1> eine Lösung der 
Gleichung dx/di = Dp{x, t) ist, wobei F^{x, t) e #'(G, K^), F(x, t) e J^(G, K) (vgl, 
(iv) im Satz 3,1) dann ergibt sich von (4,5), dem Satz 1,1 zufolge, die Ungleichung 

||X(T) - хЩ\ = \\y{r) - / ( T ) | | ^ C4x{% + ) - xTh + )\\ + С , ф , 

wobei die Konstanten C^ ^ 1, C2 ^ 0 nur von ĵĉ fc+i ~ *̂ fc abhängen (vgl. Be
merkung 1,1). Daher — wenn man (iii) benützt — ergibt sich (iv). 

Bemerkung 4,2. Für die Untersuchungen der Probleme der stetigen Abhängigkeit 
von einem Parameter wird die Erfüllung von der Voraussetzung 4,1 (diese ist die 
Voraussetzung der Nähe der rechten Seiten der untersuchten Gleichungen) für 
hinreichend kleine Werte von e verlangt. Die Voraussetzung e ^ 1 ist also für die 
eigentlichen Untersuchungen nicht wesentlich. Da ist diese Voraussetzung wegen der 
unmittelbaren Anwendbarkeit des Satzes 1,1 nötig. Ohne der Voraussetzung г ^ 1 
gelten die Ergebnisse ebenfalls, nur wird der Weg zu deren Beweis etwas länger (vgl. 
auch Bemerkung 1,1). 

Wir bemerken noch folgendes: Wenn die Voraussetzungen vom Lemma 4,2 ausser 
den Voraussetzungen "^tj, < ^t^+i, (x (*0 ' Л) ^ Ĝ  u P^, (х^(^Г;̂ ). Л) ^ ^l KJ P^ 
erfüllt sind und wenn die Werte г > 0 und ||:к:(̂ /̂̂ ) — x (̂;,cOJl hinreichend klein 
gemacht werden können, dann sind auch die weggelassenen Voraussetzungen 
erfüllt. 

Beweis. Nach der Voraussetzung ist entweder (х^(^Г^), ^tj,) e P° oder (л:(*Г )̂, ^tj,) e 
e Pf,. Es entstehe z. B. der erste dieser Fälle. Mit anderen Worten : es gelte (pki^^Utk)) = 
== ^f/j. Wenn ^t,, = *ffe ist, dann ist zugleich auch (x{^t,,), ^r^) e P^ cz Ĝ  u P̂ ^ und 
offenbar auch *Г̂  < ^t^+i nach (vi) vom Satz 3,1. Sei also ^t,, < *tj, d. h. tf, = ^t,^ 
und tj, = *Г ;̂ für T = ^tj, ist also die Funktion х(т) noch ,,vor" der Fläche P ,̂, d. h. es 
gilt f̂e(x(*tfc)) > f̂̂ t. Ferner ist 

= cp',{x%t,)) - cp',_,{x%t,)) + <pt,(x%t,)) ~ ср,_,{х'Ш) + cp,^,{x%t,)) » 

- (Pk-M^t,)) ^ö - 8- L\\x(^t,) - x%t,)\\ 

nach (2,2), (4,3) und (2,1). Wenn nun e ^ (5/4, ||х^(,,^^) - x{^tk)\\ й ôjiL ist, dann 
ist auch f̂fe - (pj,_^(x{:^tk)) ^ ôjl > 0 und also (pk-i{x{^t,,)) < ^tk < (Pki^i^k)) à. h. 
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W*̂ fc)» *k)^Gk- Nach (vi) vom Satz 3,1 ist ^tk+^ - ^tj, ^ (5(1 + LK^)'^ (l ~ Ä), 
wobei K^ = min (К, X^), ^ die Konstante von (2,2), Ldie Konstante von (2,1) und Ä 
die Konstante von (2,4) ist. Nach (4,6) vom Lemma 4,1 kann *Г̂  - ^tj, beliebig 
verkleinert werden, wenn г > 0 und ||х(^^^) — х̂ (:,:Г )̂|1 genügend klein ist (unab
hängig davon ob *ffc < *̂ fc+i gilt oder nicht). Daher und von der obigen Ungleichung 
für *̂ fc + i " ^h ist es offensichtlich, dass für hinreichend kleine e > 0 und 
1|^(*^Ä) •" ^^(*(^/c)|| ^uch *ffc < *̂ fe+i sein wird. Den zweiten möglichen Fall {x{^tj^), 
^tj^ e P}^ kann man auf dieselbe Weise untersuchen. 

Satz 4,1. Es seien Konstanten L ^ O , ô > 0, 0<А<1, K^O gegeben, sei 
0 ^ KL< 1, 0 ^ K^L< 1 und seien coy. bzw. co^ für jedes ganze к vergegebene 
Stetigkeitsmodule {vgl. (2,3)). Dann gibt es zu jeden ?/i > 0, ?/2 > 0 Werte pi > 0 
und 0 < £o ^ 1̂  sodass die folgende Behauptung gilt: 

Sei F°(x, 0 G ^ ( G , K ^ {(PI Ф,^}), F{X, t) e J ^ ( G , X, {cp,, Ф,}), (jc^ ï^) e G? u P?, 

(jc, Î) G Ĝ  u P^ /wr irgendein ganzes l. Sei х°(т) = х^(т, x^, ? )̂ rffe ш <Г ,̂ Г°) 
definierte Maximallösung der Gleichung (4,1) мпс/ х(т) == х(т, x, ?) c/ie ш <?, T) 
definierte Maximallösung der Gleichung (4,2). S^i <?°, T^) n <?, T) Ф 0. Be
zeichnen wir a = max (?, ï°) wn(i wählen R > 0, sodass <(c7, er + i?> с <(r̂ , T^) n 
n <7, T) ist. Sei ferner I = <min (î°, ?), с + P> wnJ sei für F(x, ^), F°(x, t), I die 
Voraussetzung 4,1 erfüllt. Ebenfalls gelte 

(4.8) 1? - ï^l < /г, ||x - x l̂l < / 1 , 0 < e < во • 

Dann existiert ein endliches System von Intervallen 

(4.9) /„(tx, t7 + R) = {/,} , 

WO das Intervall I^ <= {c, er + P> i;on links offen ist und Y}h\ < ^i 9^^^ (\h\ ^^^ die 
Länge des Intervalles I^), sodass 

(4Д0) sup ||X(T) - X^(T)|| < rj2 
Te<<T,<r + Ä > - и Ik 

ist. 
Bevor wir den Satz 4,1 beweisen, verabreden wir uns, dass wir weiterhin mit dem 

Symbol Q(U, V, w) (bzw. Q mit einem Index oder anderer Kennzeichnung versehen) 
eine nichtnegative, für u,v,w ^ 0 definierte Funktion bezeichnen, für welche 

lim Q(U, V,W) = Ö 
(u,v,w)-*0 ,u,v,w^O 

gilt. 

Beweis des Satzes 4,1. Nach (ii) vom Satz 3,1 existiert für jedes ganze k, к ^ l 
höchstens ein Punkt t^ e <î°, T°) bzw. t^ G <?, Т), sodass (x^t^), t^) e Pl bzw. 
^̂ (̂ fc)» k)^Pk ist. Nach (vi) vom Satz 3,1 ist t̂  < ^?+i < ... bzw. ti < ti+i < ... 
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Da î  < +00 ist, sind die Mengen <?^, a + R} n {tk}k^b O, (т + R} n {tk}k^i 
endlich. Bezeichnen wir ĵ.̂ ^ = min (tj^, t^), *Г̂  = max (r^, t^). Nach dem Obigen ist 
offenbar *Г̂  < ^ti + i < .. . und ^ti < :^ti + i < ... und die Mengen {a, а -{- R} n 
n {HC^J/C^/, {(^, а + R} n {*^Jfc î sind endlich. Legen wir weiter noch K* = 
= max (X, X°), K^ = min (К, X^). Nach (2,11) ist 0 ^ X*L < 1 und 0 ^ K^^L < 1. 

Bevor wir uns zu den Einzelheiten des Beweises wenden, deuten wir das Ziel des 
Beweises an. Sei 

(4Д1) / , ={^tk.%yn{a,cT + Ry 

und 

(4,12) I = [Jh. 

Wir beweisen, dass zu gegebenen f]^ > 0, f/2 > 0 Werte ji > 0, CQ > 0 so existieren, 
dass wenn (4,8) gilt, dann ist / von (4,12) die Vereinigung von endlich vielen Inter
vallen 4 von (4,11) und es gilt ^ \1^\ < rj^ und (4,10). 

Für den eingentlichen Beweis unterscheiden wir die Fälle, welche vorkommen 
können: Es ist entweder 

A) {4}k^t + 0 und {t,},^i Ф 0 

oder 

B) Kb, = O*bz=0 
oder 

C) eine der Mengen {tk}k^i, {tk}k^i ist leer und die andere ist nicht leer. 

Zuerst untersuchen wir den Fall A). In diesem Fall kann folgendes vorkommen: 

entweder ist 

1) <a,(7 + Ryny,},^i = 0 

oder ist 

2) {a,(T -}- Ryny,%^,^0 

und zugleich ist 

entweder 

a) ^ti < а 

oder 

b ) er ^ *Г | . 

Wir analysieren zuerst den Fall a). (Dabei ist A).) Sei z. B. ^ti = t^i (der Fall 
^ti = tiist symmetrisch); dann ist offenbar 

(4ДЗ) t"" St^l = ^ti < (7 = t ^ti ^^^ti. 

191 



Nach (iv) vom Satz 3,1 und nach (4,13) gilt 

(4,14) \\x{a) - x%t,)\\ = \\x - x%t^)\\ й \\x - хЦ + Х«|г? - r«| < 

< \\x - Jĉ ll + K*|? - ? |̂ . 

Verwende man nun das Lemma 4,1 für die Punkte (x^{^ti), ^Г;) e P^ und {x{a), a) e 
eGiU Pi. Nach (4,6) ist 

% - ^t, < (1 - LK^y (e + L\\X{G) - х\^Щ Л-(2- LK^) \G - ^t,\) 

und nach (4,13) und (4,14) folgt daher 

(4Д5) \li\ < Ч, - ^t, й ^(e, \\x - x% |l - r\), 

Mit Hilfe von (4,14) gibt (4,7) vom Lemma 4,1 für die Punkte (x^(^?^), ^t^eP^i, 
(x((j), er) e G/ u P^ auch 

(4.16) l|x(r^) - x°(^,)l| < (1 - LX*)-^ [К*г + ||jc - Зс̂Ц + 2X*|l - f |] . 

Nach (4,15) sind für hinreichend kleine CQ > 0 und ju > 0 die Werte |/^| und 
\^ti — 5,,f/| beliebig klein. Man kann also erreichen, dass für hinreichend kleine 
ßo > 0 und // > 0 kein Punkt der Menge {t̂ }fc ĵ in <*^/, * /̂> liegen wird, d. h. dass 
^ti = fi < "^ti — ti < t^+i sein wird (vgl. Satz 3,1, (vi)). Wenn man den Satz 3,1 und 
die Ungleichungen (2,3), (4,4) benützt, erhält man für hinreichend kleine &Q > 0 und 
^ > 0 die Ungleichung 

\\x{% + ) - x%% + )\\ = ||x(f,) + Ф,(хО<)) -Ли)\\ ^ l|x(f,) - x%t4)\\ + 

+ \\Ф,{х{и)) - Фмт + \\ФШФ - Ф?(̂ °('?))11 + 
+ ХФ'АЛ^Ъ) + Л^Ъ - Ah)\\ й Ht,) - x°(ï?)ii + 

+ в + 0}%\\x(ti) - x°(t°)\\) + K°\t, - t°\ , wenn *f, e{(T,a + R), 

wobei col der Stetigkeitsmodul von Ф° ist (vgl. (2,3)). Nach (4,15) und (4,16) gilt also 
für hinreichend kleine £o > 0 und ^̂  > 0 die Ungleichung 

(4.17) ||x(*f, + ) - x°{*t, + )\\ < e,(s, \\x - хЦ, \r - l°\). 

Weiter untersuchen wir den Fall b). Setzen wir voraus, dass i. B. t^ :й t = а ist 
(der Fall î < î^ = er ist symmetrisch). Nach (iv) vom Satz 3,1 ist 

(4.18) \\x(a) - x%a)\\ ^ \\x - x%t)\\ й \\x - хЦ + K^\t - t'\ . 

Im Intervall (tr, ^ti} ist x^(t) eine Lösung der Gleichung 
г 

(4.19) - = DF«(x ,0 , 
dt 
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wobei F^x, t) = F%x, t) - F(x, t) e #"(6, iC«), wo F%x, t) die für die Klasse 
J^(G, i<:^ {ф^, Ф^}) nach (2,7) bestimmte Funktion ist und soeben ist х(т) in <(j, f̂̂ > 
eine Lösung der Gleichung 

(4.20) ^ = / ) F ( x , 0 . 
d l 

wobei F(x, r) = F(x, ?) - F(x, t) e #'(G, X), wo F(x, r) die für die Klasse ^(G, K, 
{<?fc> Ф }̂) nach (2,7) bestimmte Funktion ist. Nach dem Satz 1,1 gilt für т e ^a, r̂̂ > 
die Ungleichung 

||X(T) - х°(т)|| ^ C, |x(a) - x V ) | | + с Ve 

und also gilt nach (4,18) die Ungleichung 

(4.21) ||X(T) - XO(T)| ^ C,[|jx - хЦ + K*\t - r\] + C2 Ф = 

= ß , _ i ( e , | | x - x ° | | , | ? - ? " ! ) . 

Die Konstanten C^ ^ 1, C2 ^ 0 hängen dabei nur von i? > 0 ab und werden für die 
weiteren Erwägungen fest gewählt. Nach der Bemerkung 1,1 kann man C^ = 
= e^^, C2 = 2[1 + (1 + X + 4K^) R~\ e^^ legen und diese Konstanten bei der 
Anwendung des Satzes 1,1 in einem beliebigen Intervall, welches im Intervall <(j, а + 
+ R} enthalten ist, benützen. 

Wir beweisen nun den Satz für die Kombinationen der Fälle l), 2) und a), b). 

Der Fall 1), a): In diesem Fall sind noch zwei Alternativen möglich. Entweder ist 
(T + Я ^ *Г/ oder ist (j + jR > *f̂ . Im ersten Fall ist offenbar (vgl. (4,11) und (4,12)) 
/f = / = <(7, ö" 4- R}. Nach (4,15) ist offenbar |/f[ < rj^, wenn SQ, fi genügend klein 
sind und <ö-, ö- + Я> — / = 0. Der Satz gilt also in diesem Falle. Die zweite Möglich
keit ist ^ti < а + R. Für |/^| gilt (4,15) und im Intervall ^ti, а + R} ist die Funktion 
^^(T), welche durch j^(*r^) = x (̂*^^ + ), у%т) = х%т) für тб(*Гг, (Т + Я> definiert 
ist, eine Lösung der Gleichung (4,19) und soeben ist die Funktion у{т) : y(*?/) = 
= ^(*^/)? j('^) = ^('^) für T 6 (*ff, CT + jR> eine Lösung der Gleichung (4,20) in 
Cti, а + R}. Nach dem Satz 1,1 gilt für т G (*Г^, а + R} die Ungleichung 

, ; ||X(T) - хЩ\ й C,||x(*r, + ) - х\%Л-)\\ +C,^s. 

wo Cj, C2 die oben bestimmte feste Konstanten sind. Nach (4,17) gilt also 

(4.22) |х(т) - X ^ T ) ! й ê,(e, | х - x"!, ,|г - ~f\) 

für T e (*rf, а + i^>. Der Satz ist also offenbar auch in diesem Fall richtig, wenn 
man / = Il legt. 

Der Fall 1), b): In diesem Fall ist offenbar er + R ^ ^ti und also gilt die Unglei
chung (4,21) für alle т G <(j, er + R}. Nach (4,21) gilt also der Satz mit / = 0. 
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Der Fall 2), a): In diesem Fall ist immer *r̂  ^ a (vgl. (4,13)). Sei <(7, a Л- КУ n 
^ {*̂ /c}fĉ / = Uh+u ^h + 2^ •••. * /̂+m}. 1 ^ m < +00. Soeben, wie es in der Be
merkung 4,2 angeführt war, kann man durch die Wahl von hinreichend kleinen SQ > 0 
und // > 0 erreichen, dass *̂ j < ^ti+i sein wird. Nach den Ungleichungen (4,15) und 
(4,17) ist ferner \li\ und l|x(*r̂  + ) - x̂ (*̂ ^ + )l| beliebig klein, wenn 8o > 0 und 
/i > 0 hinreichend klein sind (man kann z. B. erreichen, dass |/;| < ?fi/(m + 1) 
sein wird). Nach dem Satz 1,1 gilt nach (4,17) für те(*^^, i^ti^^y die Ungleichung 

(4,23) 1|X(T) - X^(T)1| < Ci^,(e, ||ic - ic^ll, |r - ï^l) + C2 Ve = 

= ^,(г, ||x - x i , \t-r\). 

Für das Intervall (*t^+l, *̂ /+2> benützen wir das Lemma 4,2. Nach (i) von diesem 
Lemma und nach (4,23) ist für hinreichend kleine £0 > 0 und /i > 0 der Wert 
\h+\\ = 1*̂ +̂1 — *̂ i + i| Vorgeschriebenerweise klein (z. B. |/i+i| < r\i\rn + 1) und 
nach (iv) vom Lemma 4,2 und (4,23) gilt die Ungleichung 

\\х{.)-х\г)\\йЫг{г,р-А\Л^-Л) 

für T e (* /̂4.i, *̂ / + 2>- Auf diese Weise kann man fortschreiten und beweisen, dass 

\h-,i\ й Qi^n{^. \\x - x% |l - î^l) , fc = 0, 1, 2, ..., m , 

]|X(T) - X \ T ) \ S Qi-,k{^, \\x - x% \l- r\) für T G {%^„ *^^+,+i> , 

/c = 0, 1, ..., m — 1 

und ||X(T) — X^(T)1| S Qi + mi^^ \\x — x^l|, \t — ? |̂) für T e (* /̂+ ,̂ (т 4- R>, wenn 
*ti + n,< а + R ist, gilt. 

Es genügt also SQ > 0̂  i" > 0 so klein zu wählen, dass 

m 

I î+fc(e, ||ic - x% \t - ? |̂) < r]i und max ^^+ (̂г, \\x - x^|, |ï - 1^\ < Цг 
Л = 0 k = 0 , l , . . . ,m 

ist, wenn (4,8) gilt. Der Satz ist so auch für diesen Fall beweisen. 

Der Fall 2), b): In diesem Fall ist ^ti < а Л- R. Sei <(Т, er + K> n {^ti^^^i = 
= Uh^ ^ti+u •••, *̂ z+m}- Für те <cr, ^ti} gih (4,21). Nach dem Lemma 4,2, (i) ist 
|//| й Qi{^, \\x — x^\\, \t - îo|) ^^^ iiach (iv) von demselben Lemma auch ||х(т) — 
— X^(T)|| ^ Qi(8, j|x — x°l|, |ï — î^|) für тб(*Г;, *t/+i>. Weiter kann man so wie 
im Fall 2), a) fortschreiten. 

Im Fall B) ist х^(т) eine Lösung der Gleichung (4,19), х(т) ist eine Lösung der 
Gleichung (4,20) in <cr, а + R} und der Satz folgt von der Ungleichung (4,i&), 
welche in diesem Fall offenbar gilt, und von dem Satz 1,1. / is in diesem Fall eine 
leere Menge. 
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Schliesslich im Fall C) sei г. В. {^J^^/ = 0 und {̂ Îfĉ i Ф 0. Nach dem Lemma 3,9 
ist in diesem Fall Г < + oo (<ï, Г) ist das Definitionsintervall der Maximallösung х(т) 
und x{x) ist in <?, T) eine Lösung der Gleichung (4,20)). Es können zwei Fälle vor
kommen: entweder ist er < t^ oder а ^ r^. Im ersten Fall kann man zeigen, dass 
für hinreichend kleine го > 0 und /i > 0 die Werte T ~ fi und ||х(т) — ^^(т)|| für 
T G <^G, ö- + JR) n (er, r̂ > beliebig klein gemacht werden können. Der Satz wird mit 
/ = {t^, T) r\ <^(T,a + R} gelten. Im zweiten Fall kann man zeigen, dass die Unglei
chung T ~ t S Q(S, \\X — ic°[|, I? — t^\) gelten wird und nachdem <(Т, а + R} cz 
с <î, T) ist, gilt der Satz mit / = <cr, er + R}. 

In den Fällen B) und C) haben wir die technischen Einzelheiten des Beweises 
weggelassen. Diese sind denen von dem Fall A) ähnlich. 

Voraussetzung 4,2. Sei г > 0. Sei / с ( — oo, oo) ein Intervall. Für F(x, t) G 
e ^{G, K, {<p„ Ф,}), F%x, t) e ^{G, X^) gelte 

(4.24) | | A ? [ F ( x , f ) - F ^ ( x , r ) ] | | < e , 

wenn 0 < ^ ^ 1, (x, r), {x, t -i- S) e M X I ist. 

Bemerkung 4,3. Wenn die Voraussetzung 4,2 erfüllt ist, dann (wenn 0 < ^ ^ 
^ min (1, ö) ist, wo ô die Konstante von (2,2) ist) gilt 

\\A%F%x,(p,{x)) - F{x,cp,{x))]\\ = !|A?[F°(x, ф)) - F{^,cp,{x))] - Ф,{х)\\ < г 

und daher, nachdem F{x, t) e J^(G, K) ist, gilt 

|Ф,(х)|| < 8 + ||A?[F°(x, (p,{x)) - F{x, (p,{x))]\\ g г + (K + X°) 9 . 

Nach dem Grenzübergang 9-^0+ ergibt sich daher 

(4.25) \\Ф,{х)\\ ^ s 

für jedes x e M, к = 0, ±1, ... . 

Weiter gilt ebenfalls nach (4,24) und (2,7) 

liAf[F«(x, t) - F(x, Olli < ^ + l|Af^(x, Oll = s + ШТ^'ФШ = 
i = l.x 

s(x,t + S) 

= ^ + II Z ф/WII ^ s + Ф(^'' t + щ - 5(х, 0) = 

= г(1 + s(x, t + S) - s(x, r)) 
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und also der Definition von s{x, t) nach und von der Ungleichung (2,2) folgt 

(4.26) \\At[F%x,t)-F{x,t)-]\\^e(2+^y 

WO Ô die Konstante von (2,2) ist. 

Satz 4,2. Es seien Konstanten L ^ 0, (5 > 0, 0 < Л < 1, К ^ 0, K^ ^ 0 gegeben, 
sei 0 ̂  KL < 1, und sei für jedes ganze к щ ein Stetigkeitsmodul (vgl. (2,3)). 
Dann gibt es jedem f/ > 0 Werte /л > 0 und 0 < SQ < i, sodass die folgende Be
hauptung gilt: 

Sei F(x, r) G J^(G, X, {(̂ fc, Ф^), F^(x, г) G #'(G, X^), (jc, (т) G G, (jc^ a) G G. Sei 
weiter х^(т) = х^(т, x^, er) die Maximallösung der Gleichung 

(4.27) ^ = DF%x,t) 
dt 

in <cr, T^) definiert und х{т) = х(т, x, d) se/ Jie Maximallösung der Gleichung 
(4,2) /n <(J, Г) definiert. Sei noch 0 < R < +oo Mn(i / = <(7, (Т + Я> c: <(7, T^) n 
n <ö-, Г) und sei für F, F^, / die Voraussetzung 4,2 erfüllt. Wenn 0 < e < SQ und 
\\x — jĉ ll < JA ist, dann gilt 

(4.28) ||X(T) - X'>(T)|| < r, 

für alle T e ^a, а + R}. 

Beweis. Offenbar existiert soeine ganze Zahl / dass (jc, a) G G/ u Pf. Es seien r^, 
к ^ 1 Punkte in <^a, T), für welche {x(tj^), tj,) e P^ ist. Nach dem Lemma 3,7 ist 
а ^ ti < ti+i < ... und die Menge 

ist endlich (oder leer). Zerlege man <(т, er + K> in Intervalle <(т, tiy,{ti, ti+i}, . . . 
..., (f/+^, CT + jR>; in jedem dieser Intervalle ist nach (iv) vom Satz 3,1 х(т) eine 
Lösung der Gleichung (4,20). Nach dem Satz 1,1 gibt es Konstanten C^, С2 (diese 
hängen nur von R ab), sodass nach (4,26) die Ungleichung 

(4.29) ||X(T) - X°(T)|| й C j x - x«|| + C, Ve 

für T 6 <(T, f(> und ebenfalls auch die Ungleichungen 

||X(T) - X°(T)|| й C,\\x(t, + ) - x'>(t, + )\\ + Q Ve 

für T 6 (<*,«*+1>, /c = / , / + ] , . . . , / + m - 1, -̂  

| |X(T) - X°(T)1| ^ C, | |x ( / ,+ , + ) - x«(r,+„)|| + C2 Ve 
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für т G (ff + ̂ , (T + R}, wo C2 = C2 ^/{2 4- l/<5). Dabei ist nach (4,26) und nach den 
Eigenschaften von х(т) 

Hh + ) - x%t, + )\\ = \\x{t,) + Ф,{х{1,)) - x%t,)\\ й 

й \\x{i,) - x\t,)\\ + Шх{к))\\ ^ 11̂ (0 - Ah)\\ + £ • 
Daher ist 

(4,30) ||X(T) - X^(T)|| < C,\\x{t,) - x\t,)\\ + С,г + C^ ^e 

für те {tj,, /fc+i>, fc = /, / + 1, . . . , / + m - 1 bzw. für тG(r^+,„, a + R}. Von (4,29) 
und (4,30) ist schon die Behauptung des Satzes klar. 

Bemerkung 4,4. Die Sätze 4,1 und 4,2 sind Sätze über die stetige Abhängigkeit von 

einem Parameter für verallgemeinerte Differentialgleichungen der Form (4,1). Diese 

haben einen ähnlichen Charakter wie der Satz 1,1, die Sätze in [1], [2] bzw. die 

bekannten Sätze für klassiche Differentialgleichungen. Im Fall, welcher im Satz 4,1 

untersucht wurde, kann man nicht herleiten, dass die Lösungen für kleine SQ und fi 

gleichmässig nahe im ganzen Definitionsintervall sind. 
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