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VERALLGEMEINERTE GEWOHNLICHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN;
SYSTEME MIT IMPULSEN AUF FLACHEN II

STEFAN SCHWABIK, Praha

(Eingelangt am 4. Dezember 1969)

Diese Arbeit ist eine Fortsetzung der Untersuchungen tiber verallgemeinerte
Differentialgleichungen in [6], wo Systeme beschrieben wurden, fiir welche auf
gewissen Flachen einwirkende Impulse vorgegeben sind. Da wollen wir die Frage
der stetigen Abhéangigkeit von einem Parameter fiir derartige Systeme behandeln.

1. EIN HILFSSATZ

Bevor wie die eigentlichen Untersuchungen dieser Arbeit durchfiithren, wenden wir
uns zu der stetigen Abhangigkeit von einem Parameter fiir verallgemeinerte Differen-
tialgleichungen einfacherer Struktur.

Sei G < E, . eine offene Menge. Sei h : E;, — E, eine beschrankte, nichtfallende,
von links stetige Funktion in E,. Fiir eine Funktion F(x, t) : G — E, bezeichne man
AF(x,t) = F(x, t + 6) — F(x, ) und ALF(z, t) = F(z + y, t) — F(z, t). Die Funk-
tion F(x, t) : G > E, gehort zu der Klasse #(G, h), wenn

(L) JART"F(x, t,)]| < |b(t;) — h(t,)| firalle (x,t)eG, i=1,2
(1,2) Az~ "ALF(z, 1) < ||y - |h(t2) — h(t;)| fiir alle
(z,t)(z + y,t)eG, i=1,2
gilt (vgl. [2], [5]).
-] bedeutete die iibliche Norm in E,.
Wir untersuchen verallgemeinerte Differentialgleichungen der Form

(1,3) ‘ & DR, 1),
dz

wobei F(x, t) e #(G, h) ist. Gleichungen dieser Art wurden in [2] und [5] unter-
sucht. Unter einer LGsung von (1,3) in einem Intervall (T;, T,) verstehen wir soeine
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Funktion x(<) : Ty, T,» — E,, fiir welche (x(z), ) € G fiir t € (T}, T,) ist und die
Gleichung x(0,) = x(¢,) + [22 DF(x(z), t) fir o;,0,€(T;, T,> gilt, wobei das
Integral in der letzten Gleichung als das Kurzweilsche Integral (vgl. [1]) aufzufassen
ist.

Satz 1,1.SeiO<e £ 1, —0 < Ty < T, < 4+ 0. Esseien h°, h : E;— E, beschrink-
te, nichtfallende von links stetige Funktionen in E, und sei F(x,t)e #(G, h),
Fo(x, t)e #(G, h°), wobei G < E, ., eine offene Menge ist. Setzen wir voraus, dass

(19) ARG, 1) = Fo(x, )] < o

fiir alle (x,t),(x,t +9)eG, t,t + $e<T, T,), 0 < 3 £ 1 gilt. Sei x(t) eine
Losung der Gleichung (1,3) im Intervall (T, T,), x(T,) = % und sei x°(t) eine
Losung der Gleichung

(1,5) dx _ DF°(x. 1)
dt
im Intervall {Ty, T,), x°(T;) = x°.

Dann gilt fir jedes o € (Ty, T,) die Ungleichung
(1) [+(6) ~ @) £ €l — 2] + Ca v,

wobei C, 2 1 eine Konstante ist, welche nur von der Differenz h(T,) — h(T)
abhdngt und C, = 0 ist eine Konstante, welche von den Differenzen h(Tz) — h(Tl),
h%(T,) — h°(T,) und T, — T, abhdngt.

Beweis. Sei o € (T, T,). Der Definition einer Losung zufolge ist
<

L7 o) - 2] = [ - 2] + H j " DIF((e), 1) — F((2), 8]
<l -2+ | [ o0re).0 - o, 0] +

.

o[ prrteton 0 - e, o)

Nach (1.2 it [A2[R(G(9, 1) — FOEE )11 = [0) — <] o) — H(1)
und nach dem Lemma 2,1 in [5] gilt so

j D[F(x(v), 1) — F(x°(x), t)]w < J [x(x) = x°(z)| dh(z).
T, i T,
Ferner ist offenbar F(x ) — F(x, t) e #(G, h + h°) und nachdem x°(7) eine Losung

der Gleichung (1,5) ist, gilt nach dem Lemma 2,4 in [5] die Ungleichung [|x°(z,) —
— x%ty)| £ |h°(z2) — BO(x))| fiir alle 74, 7, € (T, Ty ). Es existiert also das Integral
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7, D[F(x°(x), t) — FO(x°(x), t)] (vgl. [5], Satz auf S. 405). Bezeichnen wir nun
N = N2 /(e), Ty, T, h°) = {t €Ty, To); h°(t+) — h°(t) = 2 /Je} .

Die Anzahl der in der Menge N liegenden Punkte kann offenbar von oben mit der
Zahl (h°(T,) — h°(T,))/(2 \/¢) abgeschitzt werden. Sei weiter A = A(2 \/¢, T, T, h°)
die Menge aller Teilungen {o, 7y, &y, ..., T, 0} des Intervalles (Ty, T,)> mit den
folgenden Eigenschaften:

)Ty =g =1, S0 ... S0, =1, Za,=T,,

b) ay <oy < ... <o

¢) wenn t; ¢ N, dann sei h%(«;) — h%(o;—;) < 2 \/e und wenn t; € N ist, dann sei
ho(z;) — h%(a;—y) < 2/e, (o) — h°(t;+) < 2 Jeund o; > 7;.

Fiir diese Eigenschaften vgl. [2] bzw. [5]. Wihlen wir eine Teilung {oo, 7, a1y, ...
oo Te g} € A(2 /e, Ty, To, h°), sodass fiir diese zusitzlich noch o; — a;_; < 1
gilt. Es ist offensichtlich, dass man eine Teilung mit diesen Eigenschaften derartig
wihlen kann, dass die Ungleichung

(1,8) s < (B(Ty) — R(TY))2 o) + (T, — Ty) + 1

fiir die Anzahl der Teilungspunkte bestimmende Zahl s gelten wird.

Zu gegebencm o € Ty, T,) gibt es einen Index s, < s derartig, dass o € (¢, 4, 0,
sein wird, wobei «; Punkte der oben gewéhlten Teilung sind. Wenn dabei o < ,_ ist,

lege man t; =o; =o, wenn T, = ¢ ist, lege man o« =7, und wihle man
beliebig 7, e {a,, _;, 0), wenn schhessllch T, <0 1st lege man 1, = Ty, O = 0.
Wir haben so eine Teilung {ag, Ty, 0g, ..oy “s,—p a te A2 | (8) Tl, o, h°) des

Intervalles {T;, o) konstruiert, wobei offenbar s, g s 1st Nach dem Satz von S. 405
in [5] gilt so

(19) [ ot = e, 01 = i +

2 [h(o) = W(T)) + 2(h°(c) — K(T)] Ve,

wobei A; = F(x%(t)), &) — FO(x%(y), o) — [F(x%()s o-1) — FO(x%(), i-y)] =
= AP [F(xO(ny), o-q) = FO(x°(ry), -1)] wenn 7;¢ N und

A= Af”"’[F(xO(‘ci+), I,-) - Fo(xo('ci+), ‘L',-)] +
+ AT F(x(ny), og-y) — FO(x%(ts), 1)) s

wenn t;€ N. Nach (1,4) ist offenbar |A;| < 2& fiir jedes i = 1, ..., s, und nach
(1,9), (1,8) und s, < s ist

Ufﬂwwmm—Fw%wﬁ<%W%»4ﬂmm¢@+n—n+u+
+ 2[H(Ty) — h(T,) + 20°(Ty) = (T J6) < ¢ (o)
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wobei ¢ = 2(T, — T}) + 2 + 5(h%(Ty) — h(T})) + 2(h(T,) — h(T,)) ist. Daher ist
nach (1,7)

ww—mm§w—W+«w+j

g

[x(z) = x°(z)| dh(z) ,

T

woher nach dem Lemma 2,3 von [5] die Ungleichung
I+(0) = %0)] = (I — 5°] + ¢ &) exp (o) — H(T})

fiir jedes o € (T}, T,) folgt. Wenn wir da C; = exp (h(T,) — h(T})) und C, = ¢C,
legen, bekommen wir die Ungleichung (1,6).

Bemerkung 1,1. Der eben bewiesene Satz ist eine Aussage iiber die stetige Abhén-
gigkeit von einem Parameter fiir verallgemeinerte Differentialgleichungen, deren
rechte Seiten zu Klassen der Form .97(G, h) gehoren. Der Satz 1,1 ist allgemeiner als
der Satz 3,1 von [5], der iiber dieselbe Frage handelt. Die Ungleichung (1,6) wird
nur fir kleine Werte von ¢ > 0 beniitzt, sodass die Voraussetzung ¢ < 1 nicht ein-
schriankend fiir unsere Untersuchungen ist. Ubrigens ist es méglich fiir ein beliebiges
¢ > 0 eine Ungleichung der Form (1,6) herzuleiten, wobei deren rechte Seite dann
noch ein Zusatzglied der Form C, . ¢ enthalten mochte. (Unsere Voraussetzung ist
also nur wegen der Einfachheit der Abschitzung in (1,6) gemacht worden.) Ferner
bemerken wir noch, dass wenn speziell h(t) = Kt, h°(t) = K°¢ sein wird, dann ist
C, =" ¢, =2+ (2 + 5K° + 2K) (T, — T,)] C; und die Konstanten-
Cy, C, vom Satz 1,1 hiangen in diesem Fall nur von der Linge T, — T, des unter-
suchten Intervalles {T;, T, ) ab.

Folgerung 1,1. Sei h, h° gegeben. Wenn die Voraussetzungen des Satzes 1,1 erfiillt
sind, dann gibt es zu jedem n > 0 ein & > 0, sodass fiir ch - fcon <6,0<e<d
die Ungleichung

(1,10) [x(e) — x°(c)| < n
fiir alle 6 € {T,, T, gelten wird.

Der Beweis kommt unmittelbar von (1,6).

Bemerkung 1,2. Von der Folgerung 1,1 kann man unmittelbar (so wie im Satz 3,2
von [5]) einen Satz vom Bogoljubov-Krylovschen Typ fiir die untersuchten Gleichun-
gen herleiten.

2. DIE KLASSE Z(G, K, {¢\, &:.})

Sei M < E, eine offene Menge und G = M x (—o0, o) < E,, ;. Fiir jede ganze
Zahl k sei eine Funktion ¢,(x) : M — E, gegeben, sodass

2.1) |ou(x) = ou0)] = Lx — v
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fiir x, y € M gilt, wobei L = 0 eine Konstante ist. Weiter gelte

(2,2) Pr+ 1(x) - (Pk(x) 26>0

fir alle x € M und alle ganze k, wobei ¢ eine feste Konstante ist. Sei weiter ebenfalls
fiir alle ganze k eine Vektorfunktion d)k(x) :M - E, so gegeben, dass

(2,3) l2x) = 20| = @llx = »])
fiir alle x, y € M, k ganz gilt, wobei w,(r) = 0 fiir r = 0 definiert ist, w,(0) =0,
o, ist im Punkte r = 0 von rechts stetig (w, ist der Stetigkeitsmodul fiir die Funk-

tion (Pk). Sei weiter 0 < 4 < 1, A ist eine Konstante. Wir setzen voraus, dass
)
(4 |#3)] <27

gilt, wobei 0 < o, < A4 eine Konstante ist und L, bzw. § sind die Konstanten von (2,1),
bzw. (2,2).
Definieren wir noch die Mengen

(2,5) G, ={(x,0)eG; xeM, g,_i(x) < t < @ux)},
P, ={(x,1)eG; xe M, t = g(x)}

und setzen voraus, dass

(2,6) (x + Pux), u(x)) € Gy U P,

fiir alle x € M und ganze k ist.

Sei nun s(x,):G — E; folgendermassen definiert: s(x,¢) =k, wenn xe M,
Px) < t £ @4 4(x) ist. Wihlen wir fiir jedes x € M beliebig eine ganze Zahl I, und
definieren

s(x,t)

(2.7) F(x, 1) = > o(x),

i=ly

N> Ny
wobei wir ) = — ) legen, wenn fiir die ganze Zahlen N,, N, die Ungleichung
i=Ny i=N,
N, > N, gilt.

Sein nun K eine positive Konstante und legen wir h(t) = Kt fiir te E,. Bezeichnen
wir die Funktionenklasse (G, h) fiir diese Funktion mit #(G,K) (vgl. Absatz 1.).
Fiir F(x, t)e #(G, K) gilt also

(2.8) [APT"F(x, 1) < K|t, — 1]
fir alle (x,7;)€ G, i = 1,2 und

29) a2 e )] < Kol s —
fir alle (z,1),(z + y, ;) €G, i = 1,2.
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Fiir gegebenes K und fiir ein System {@;, ®,} der oben beschriebenen Abbildungen
definieren wir die Klasse #(G, K, {¢;» «}) von Funktionen F(x, t) : G — E, folgen-
derweise:

Die Funktion F(x, t) : G > E, gehort zu der Klasse #(G, K, {¢,, ®,}), wenn die
Funktion F(x, t) = F(x, t) — F(x, t) zu der Klasse #(G, K) gehort, wobei F(x, 1) die
Funktion von (2,7) ist, d. h. es ist

(2,10) Z(G. K, {¢pw ®}) = {F(x,1) : G > E,, F(x, 1) = F(x, 1) + F(x, 1),
wobei F(x, t) von (2,7) und F(x, t)e #(G, K) ist} .

Die Funktionenklasse #(G, K, {¢, ®;}) fillt mit der in [6] definierten Funktionen-
klasse #*(G, h, {¢;, ®}) (und also nach dem Ergebnis von [6] auch mit der Klasse
Z(G, h, {oy, ®,}) von [6]) fiir h(t) = Kt zusammen (vgl. (4,14) in [6]).

Fiir unsere weitere Untersuchungen wird noch vorausgesetzt, dass die Ungleichung

(2,11) 0<KL<1

gelten wird, wobei L die Konstante von (2,1) und K die Konstante von der Definition
der Funktionenklasse #(G, K, {(pk, @,}) ist. Diese Voraussetzung sicher insbesondere,
dass die Voraussetzung (V 2) von [6] erfiillt ist (vgl. den Absatz 1 in [6], wo wir
dieses gezeigt haben).

Die obigen Voraussetzungen sichern, dass alle, in [6] verlangten, Bedingungen fiir
die Funktionenklasse # (G, K, { ¢y, @,}) erfiillt werden. Man kann also die Ergebnisse
von [6] fiir die Untersuchungen in dieser Arbeit verwenden. Es werden besonders die
Ergebnisse vom Absatz 4 in [6] angewandt. Die stirkeren Voraussetzungen, welche
wir da machten sichern weitere Eigenschaften der Losungen von verallgemeinerten
Differentialgleichungen, deren rechte Seite zu der Klasse #(G, K, {¢,, ®,}) gehort
und ermdéglichen so eine tiefere Analyse der Lsungen.

3. LOSUNGEN DER GLEICHUNG dx/dt = DF(x, t)

Eine Losung der Gleichung

(3.1) dx _ DF(x, t)
dr

wird iiblicherweise mit Hilfe des Kurzweilschen Integrales definiert (vgl. Definition
2,1,1 in [1]). Den Voraussetzungen vom Absatz 2 nach gilt fiir die Losungen von
(3,1) mit F(x, ) e #(G, K, {\, ®,}) der lokale Existenzsatz (vgl. Satz 4,2 in [6]) und
der Eindeutigkeitssatz fiir zunechmende Werte der unabhingigen Variablen (vgl.
Satz 4,3 in [6]). Die lokale Existenz und Eindeutigkeit gelten in dieser Form auch
fiir verallgemeinerte Differentialgleichungen, deren rechte Seite zu der Klasse #(G, K)

gehort (vel. [2], [5])-
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Lemma 3,1. Sei F(x, t) : G — E,, sodass fiir die Gleichung (3,1) die lokale Existenz
und Eindeutigkeit fiir zunehmende Werte der unabhdngigen Variablen fiir alle
Anfangswerte (%,7) € G gesichert ist. Sei (%, t)€ G und sei T das Supremum aller
derartigen Zahlen t, fiir welche in <1, t)y eine Losung x(t) der Gleichung (3,1) so
existiert, dass x(¥) = % ist. Dann existiert im Intervall ¥, T) eine Losung x(r, %, f)
der Gleichung (3,1), fiir welche x(i, X, 7) = % ist.

In [6] wurde dieses Lemma fiir einen Spezialfall bewiesen (vgl. Lemma 3,4 in [6]);
der Beweis von [6] kann ohne einer Anderung fiir unseren Fall beniitzt werden.

Definition 3,1. Wenn die Voraussetzungen vom Lemma 3,1 erfiillt sind, dann
nennen wir die im Lemma 3,1 bestimmte Liosung x(‘z, X, ?) mit dem Definitionsinter-
vall {i, T) eine Maximalldsung der Gleichung (3,1), welche durch den Punkt
(%,7) € G bestimmt ist.

Bemerkung 3,1. Wir beniitzen da die passendere Benennung Maximallésung anstatt
der in [6] eingefiihrten und beniitzten ,,Globallésung.
Lemma 3,2. Sei F(x,t)e #(G,K) und y(t) = y(x, X, 7) sei die durch den Punkt
(%, 7) € G bestimmte Maximallosung der Gleichung
(3.2) 4 pR(x, 1)
dt
mit dem Definitionsintervall (¥, T). Wenn t, < T, k = 1,2,...,lim t, = T, ist, dann

k— o0

hat die Punktfolge {(y(1,), t,)}i=1 in G keinen Haufungspunkst.

Bemerkung 3,2. Wenn y(x) : {04, 0,) — E, eine Losung der Gleichung (3,2) ist,
wo F(x, e 9’"(6, K), dann gilt fir alle 7, 7, € (o, ,) die Ungleichung

(3’3) ”J’(Tz) - )’(‘51)“ = Ksz - ‘51|
(vgl. (2,10) im Lemma 2,4 von [5]).

Beweis vom Lemma 3,2. Setzen wir voraus, dass die Folge {((t,), #,)} in G einen
Hiufungspunkt doch besitzt. Dann gibt es eine Teilfolge (diese bezeichnen wir wieder
nur mit {(y(#,), #)}), sodass lim y(t,) = X € E, ist und dabsi ist (X, T)e G. Da G

k— o

eine offene Menge ist, gibt es Zahlen a > 0 und ¢ > 0, sodass

Ry ={(x,0)€E, y; [x—X| £2a, [t —T| <20} =G

ist. Wenn man die Zahlen a oder o verkleinert, kann man immer erreichen, dass

a = Ko gelten wird. Da lim y(f,) = X und lim #, = Tist, gibt es eine ganze Zahl k,
- k=

sodass fe o0

R, = {(x, 1); "x — ()| < a, It - tkol <o} <R, =G
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und | y(t,) — %| < a, T < t;, + o gilt. Nach dem lokalen Existenzsatz fiir die
Losungen der Gleichung (3,2) (vgl. [2]) hat die Zahl ¢ > 0, welche oben bestimmt ist,
die Eigenschaft, dass im Intervall {t,,, t,, + o eine Lsung §() der Gleichung (3,2)
so existiert, dass §(t,,) = y(t,) gilt. Legen wir nun z(t) = y(z) fiir e <7, 1), z(7) =
= §() fiir t € {t,,,, 14, + o). Die Funktion z() ist offenbar eine Losung der Gleichung
(3,2)in <7, t,, + o) fiir welche z(7) = X ist. Nachdem aber T < t,, + ¢ ist, bekommen
wir einen Widerspruch damit, dass y(t) eine Maximalldsung der Gleichung (3,2) ist.

Lemma 3,3. Sei F(x, t) € #(G, K), (%, T) € G und sei y(1) = y(t, %, T) die Maximal-
losung der Gleichung (3,2) in (I, T) definiert. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein
T' < T, sodass fir te (T, T) entweder o((y(z),1),9G) <& oder © > 1[e gilt.
0 bedeutet da die euklidische Metrik in E,,, und 0G ist die Grdnze der Menge G
inE,,.

Beweis. Setzen wir voraus, dass die Behauptung nicht gilt, d. h. es existiert ein
&, > 0, sodass man das zugehérige T nicht finden kann. Wahlen wir also eine Folge
t; <t <..,limt, = Tund sei 1, €(t, T) soeine Zahl, dass fiir jedes natiirliche k

k— o
die Beziehungen o((y(t;), 7), 8G) = &, und 7, < 1/e, zugleich gelten. Da nach (3,3)
die Ungleichung ||y(t) — %] < K|t — | gilt, ist

] S K=+ ] < K. -+ K+ 5]

Die Punktfolge {(¥(;), 7,)} ist in E,, offenbar beschrinkt und hat also in E,.;
einen Haufungspunkt. Nach den angefiihrten Bedingungen liegt dieser Haufungs-
punkt nicht in dG und so muss also dieser in G liegen. Offenbar ist auch limt, = T
und wir bekommen einen Widerspruch mit dem Lemma 3,2. k=eo

Bemerkung 3,3. Nach dem Lemma 3,3 ist das Definitionsintervall <%, T) einer
Maximallésung y(t, X, 7) der Gleichung (3,2) entweder der Form (i, + o0) oder ist
T < + oo und in diesem Falle ist dann (y(T — %,7), T) ¢ G.

Lemma 3,4. Sei (%,7) € G; y(t, %, 1) sei die Maximallgsung der Gleichung (3,2)
in {1, T) definiert. Sei | soeine ganze Zahl, dass (%, 7)€ P,_, U G, ist. Dann gilt

(3.4) Oz, %, 1), 7) i@l [G.u P]

fiir alle € (1, T) (fiir Py, G, siehe (2,5)).

Beweis. Sei 7 e (#, T). Dann ist, wenn man kurz y(r) = y(t, %, ) schreibt,

IIA

01-()(1) = T =01 (1) — @1y (R) + @y(R) T+ T -7
SLy@) = 2] + o) T+ TS
SIKe-H)=(t=H+o_ () —i=LK-1)(t -7 +¢-4(x) -71=0-
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Dabei beniitzten wir (2,1), (3,3) und (2,11). In dieser letzten Ungleichung gilt das
Gleichheitszeichen nur in dem Fall, wenn © = 7, <p,_1(32) = 7d. h. wenn (i, i‘) eP,_,
ist. Sonst ist die Ungleichung scharf und fiir 7 € (7, T) gilt also ¢,_(y(r)) < 7. Nach
(2,2) und nach der Definition der Mengen P, und G, von (2,5) gilt also offenbar (3,4).

Lemma 3,5. Sei y(1, %, ) die Maximallosung der Gleichung (3,2), welche vom
Punkt (fc, i)e G ausgeht im Intervall (i, T) bestimmt. Sei | soeine ganze Zahl,
dass (%,7) e P,_ U G, sit. Dann ist entweder

a) (y(r, %,7), 1) € G, fiir alle e (1, T) oder
b) es existiert ein 1, € <I, T), sodass (y(z, X, 7), 1) € G, fir 1€ (I, ;) und
(¥(t,, %, 7), 1,) € P, ist.
Der Beweis folgt sofort daher, dass nach (3,3) y(z, %, 7) in (7, T) stetig ist und (3,4)
gilt.

Lemma 3,6. Sei y(r, X, 7) die vom Punkte ()?, i) € G ausgehende Maximalldsung
der Gleichung (3,2) mit dem Definitionsintervall (i,T). Sei I soeine ganze Zahl,
dass (%,7) € P,_; U G, ist. Dann, wenn der Fall a) vom Lemma 3,5 vorkommt, ist
notwendig T < + o0.

Beweis. Setzen wir voraus, dass T = +oo wire und schreiben kurz y(7) =
= y(z, %, 7). Nach a) vom Lemma 3,5 und nach (2,5) ist ¢,(y(r)) > 7 fiir alle t€
€ <%, T). Nach (2,1) und (3,3) ist (&hnlich wie im Beweis vom Lemma 3,4)

0< (p,(y(r)) - T = </’l(Y(T)) - q’t()?) + (p,()?) —i+71—-17%
S(LK — 1) (= %) + (%) — 7.

Da aber ¢(%) — 7 < 4+ o0 und nach (2,11) auch (LK — 1) < 0 ist, widerspricht
dieses der Voraussetzung, dass der Fall a) vom Lemma 3,5 entstehen soll.

Die Prozedur 2. Sei (y;_1,t;-;)€ P;_; U G;. Sei y(7, y;-q,t;—;) die Maximal-
16sung der Gleichung (3,2), welche von dem Punkt (y;-;, ;) ausgeht, mit dem
Definitionsintervall {t;_;, T;_;). Nach dem Lemma 3,4 gilt

(35) 0621010 9 U [G0 P

fir 7 e (t;_,, T;-,). Nach dem Lemma 3,5 ist entweder

(3.6) a) (v(t, y;-1,t;=1), 1) € G, fiiralle te(t;_y, T;-y)
oder

(3,6) b) s existiert t; € (t;_4, T;—,), sodass (¥(t, yj-1> tj-1): 7) € G;

fir te(t;-y, ;) und (¥(tj, yj-1, tj=1)s t;) € P; ist.

180



Wenn (3,6) a) vorkommt, beende man die Prozedur. Wenn (3,6) b) entsteht, definiere
man

(3:7) y; = ,V(tj’ YVi-1» tj—]) + ‘pj(}'(tj, Yi-1 ’j—-l)) .
Nach (2,5) ist @(y(t;, yj—1, t;-1)) = t; und der Voraussetzung (2,6) zufolge gilt
(3.8) (v 1) €P; L Gy -

Fiir den Punkt (y;, 1;) kann man die Prozedur fortsetzen und (so wie fir (y;_q, t;_,))
die Maximalldsung y(t, y;, t;) der Gleichung (3,2) mit dem Definitionsintervall
{tj, T}) bestimmen. Fiir y(r, Vi tj) kann man dann wieder entscheiden ob der Fall
a) oder b) vom Lemma 3,5 entsteht.

Bemerkung 3,4. Die oben beschriebene Prozedur & ermoéglicht so zu jedem
(yj-1>tj-1) € P;_; U G; eine Folge von Maximalldsungen y(, yy, ;) der Gleichung
(3,2) zu definieren, wobei man deren Definitionsintervalle mit <#,, T;) bezeichnet.
Diese Folge hat eine endliche Anzahl von Gliedern, wenn in irgendeinem Schritt der
Prozedur 2 der Fall (3,6) a) entsteht. In diesem Falle wird das Definitionsintervall
der letzten Maximallésung der Folge nach dem Lemma 3,6 endlich sein. Wenn in
keinem Schritt der Prozedur £ der Fall (3,6) a) vorkommt, dann liefert die Prozedur
2 eine unendliche Folge von Maximalldsungen der Gleichung (3,2).

Lemma 3,7. Sei (§;_1,t;-;)€P;_y. Lege man y;_y = j;_y + ®;_4(¥;-,). Sei
(T, y;-1. 1;-1) die vom Punkt (y;_y,1;_,) ausgehende MaximallGsung der Glei-
chung (3,2) mit dem Definitionsintervall {t;_,, T;-,), sodass fiir diese der Fall
(3,6) b) der Prozedur 2 vorkommt. Dann gilt

(3.9 (1 —a)(1 + LK) " <t;—t;-, <
S (48 + ¢Fj-1) = ¢;-1(7;-1) (1 = LK)

Dabei ist 5 die Konstante von (2,2), L die Konstante von (2,1), o; und A die Konstan-
ten von (2,4), K ist die Konstante, welche die Funktionenklasse #(G, K), zu der
F(x, t) gehért, bestimmt und t; ist in (3,6) b) bestimmt.

Beweis. Nach den Voraussetzungen ist t; = ¢;()(t;, y;-y, t;-;))- Nach (2,1) und
(3,3) also ist

ti = @i(yi=)| S L|p(ts yj-1s tj-1) = yioaf < LK|t; — 1,4 .
Daher ergibt sich

=ty =1; — oi(yi-1) + 0i(yj-1) — t; =
S LK(t; — t;-1) + ¢,(yj-1) — -
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und ebenfalls auch
—LK(t; = ;1) + @i(y;-0) — o St 4,
d. h. es gelten die Ungleichungen

(3,10) (pi(yj-1) = t;- )L+ LK) " St — 1,4 <
< (efyj-1) — ;=) (1 = LK)

Ferner — nachdem t;_, = ¢;_,(§;_,) ist — gilt nach (2,1), (2,2), (2,4) und der
Ungleichung 0 < « < 4 < 1 die Ungleichung

(Pj(yj—l) —ti = qo,-(i,-_, + 45,-_1()7,-_,)) - <P,-()7j—1) + <P,-()7j-1) - <Pj—1(?j_1) 2

40

20— L|ofy;-)|z6 - L. L 3(1 = ;) > 5(1 — A)

und soeben auch die Ungleichung

@fyi-1) = ti-1 = LH(D,-_,()‘zj_l)H +o(F;-1) - @j-1(7-1) <
< A8+ 9F-1) — 0;-1(Fj-1) -

Diese Ungleichungen liefern dann zusammen mit (3,10) die Ungleichungen (3,9).

Definition 3,2. Sei (%,7)e G und | soeine ganze Zahl, dass (%,7)e P,_, U G, ist.
Sei F(x, t)e #(G, K, {¢,, ®}). Legen wir

Vioy =%+ F(X,1+) — F(x,7), t,_,=1.

Fir k 2 1 — 1 und den Punkt (y,—y, t,—;) € P,_; U G, (vgl. (2,6)) bestimmen wir die
Folge von Maximalldsungen y(z, yy, t,) der Gleichung (3,2) mittels der Prozedur 2.
Definieren wir fiir t 2 ¥ = t,_, die Funktion z(t) folgenderweise:

1) (%) = %, .

2) z(t) = y(r, y;, t;) fiir te(t;, t;+,> und jede ganze Zahl j = | — 1, wenn fiir
keinj =1 — 1 der Fall (3,6) a) von der Prozedur P vorkommt,

3) z(x) = ¥(1, y;, t;) fiir € (1, t;1+,> und jede ganze Zahl j, 1 — 1 £ j < k — 1,
wenn fiir soein j der Fall (3,6) a) in der Prozedur 2 nicht ensteht und z(t) =
= Wt yio 1) fiir te (1, T,), wenn fiir j = k + 1 (3,6) a) gilt.

Bemerkung 3,5. Wenn man ¢, T) das Definitionsintervall der Funktion z(t) von
der Definition (3,2) bezeichnet, dann ist

. T)={f} v () (15 tie1>

j=1-1
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wenn z(t) durch 1) und 2) in der Definition 3,2 bestimmt ist. Nach (3,9) vom Lemma
3,7ist offenbar t;,, — t; > ¢, wobeic = §(1 — A) (1 + LK)™" > Oeine, von j nicht
abhidngende, Zahl ist. Daher also ist offenbar <7, T) = (¥, +o0) fiir diesen Fall.
Wenn z(t) durch 1) und 3) von der Definition 3,2 bestimmt ist, dann ist

k—1
<‘f’ T) = {i} Y U (tj7 tj+1> Y (tka 7;() = <i9 T)
ji=1l-1
und nach dem Lemma 3,6 ist T = T, < + o0.

Lemma 3,8. Sei z(‘r) die in der Definition 3,2 bestimmte Funktion mit dem Defi-
nitionsintervall (1, T). Sei 1 £ ¢, < 6, < T, dann gilt

(3.11) J DR = Y of) = % [4) - =(t)],
- D ]

wobei F(x,t): G - E, in (2,7) bestimmt ist und t; sind die in der Definition 3,2
auftretende Zahlen.

Beweis. Mit Riicksicht auf die Bestimmung des Intervalles <7, T) in der Bemer-
kung 3,5 konnen folgende Falle vorkommen: es existieren ganze Zahlen j, j,, | —
— 1= j; Sjysodasso;€(t;,,t;,4,), i =1,2 oder ist ¢, =t,_; =7 und es exis-
tiert eine ganze Zahl j,, I — 1 < j,, sodass ¢, € (t;,,1;,, ;> ist. Wenn z(t) mittels 1) und
3) von der Definition 3,2 bestimmt ist, dann kénnen noch die folgenden Mdéglichkeiten
vorkommen: es existiert eine ganze Zahl j,, sodass o, € (t;,¢;,+,> und o, € (t,, Tp),
oder o, = t,_, =1, 6, €(t, T;), oder ist 6y, 0, € (t;, Ty).

Wir untersuchen den ersten dieser Fille. Sei j; < j,. DiePunktet; .y < t;,4+, < ...
... < tj,_, sind alle Punkte des Intervalles (o}, o,), in welchen der Graph der Funk-
tion z(7) d. h. {(z(7), 7); T € {0y, 0,)} eine der Flichen P; schneidet und es gilt genau
(z()), t) e Pifirj = j, + 1,j, + 2,...,j, — 1. Falls j, = j, ist, dann ist die Menge

dieser Punkte leer. Definieren wir M(t) = 0 fiir t € (o, “+,> M(t) = Z d) A(=(1)))
i
fir t € (tyy twy10s jy + 1 S m <j, — 2, und M(t) = Z dil(z( ) fur te(t“, Gy

. j=ji+
Einfach kann man zeigen, dass fiir jedes 1, € {0, 6,) €ein S(ro) > 0 so existiert, dass

fir 1o — 8(t0) < t < 19 + 8(7,) die Gleichung

F((xo), 1) = F(2(zo), 70) = M(t) — M(zo)

gilt (ein ahnliches Verfahren wurde im Beweis des Hilfssatzes 2,1 von [6] beniitzt).
Daher ergibt sich sofort [7* DF(z(z), t) = [7*> DM(t) nach dem Lemma 1,3,1 in [1].
Nach der Definition des da beniitzten Integrales von [1] ist aber |72 DM(f) =
= M(s,) — M(c,), weil M(t) von der Variablen t nicht abhéngt. Daher, wie die
Funktion M(r) definiert wurde, ist

M) = Miz) = o) = T af).
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Von der Definition 3,2 ist z(t;,+) = z(t;) + ®(z(t;)) und wir bekommen so (3,11)
fiir den untersuchten Fall. Wenn j, = j, ist, dann ist M(¢,) — M(s,) = 0 und so
auch (72 DF(z(z),1) = 0. Die ibrigen Fille konnen gleicherweise behandelt werden.

Lemma 3,9. Die Funktion z(t) von der Definition 3,2 ist eine Maximallésung der
Gleichung (3,1), welche durch den Ausgangspunkt (%,7)e G bestimmt ist. Das
Definitionsintervall (i, T) von z(t) ist in der Bemerkung 3,5 beschrieben.

Beweis. Es seien t;, j = [ — 1 die in der Definition 3,2 auftretende reelle Zahlen.
Nach dem Satz 1,3,6 von [1] und nachdem in <t;, t;,,) die Funktion z(t) eine L&-
sung der Gleichung (3,2) ist, gilt

012) DRG0 = ) = () = 00) = o) = 24600

firj=1+ 1 (fiir j = I gilt diese Formel, wenn (%,7) e P,_, ist; wenn (%,7) € G,
ist, dann ist i’ DF(z(7), 1) = z(t,) — z(t,_,)). Seinun ¥ < 0, < 6, < T. Fiiroy, 0,
konnen alle im Beweis vom Lemma 3,8 genannte Fille entstehen. Wir untersuchen
wieder nur den ersten Fall, d. h. den Fall, wenn ganze Zahlen j,j, | — 1 < j, < j,
so existieren, dass o;€(t;,t;,41», i = 1,2 ist. Wenn man in Betracht nimmt, dass
F(x,t) = F(x, t) — F(x, t) ist, wo F(x,t) in (2,7) bestimmt wurde, dann gilt nach
(3,11) und (3,12)

rj+1

J"' DE(=(s), 1) = J I D), 1) + z " DR((e), 1) + J DF(x(x), 1) =

oy Jj=ii+ t; 1,

= 2(t;,+1) — 2(0y) + Z [Z(HH) 2(tj+)] + 2(02) — 2(t;,+) =

= z(0,) — z(0,) e le [z(t;+) — =(1;)] =
= z(az) -~ z(al) —J JZ; P (z( J)) = z(az) — Z(G’l) —j DF(Z(‘L’), t).

Ist dabei j; = j,, dann gilt {72 DF(z(), t) = z(0,) — z(o,) und [7* DF(z(z), t) = 0.
Dabher ergibt sich dann fiir beide mégliche Fille j, < j, und j, = j, die Gleichung

2(0,) — 2z(oy) = j : DE(:(2), i) 1) + J‘az

ay

DE(=(2), 1) = j DF(=(2). 1) .

Diese Gleichung kann man ebenso auch fiir die iibrigen Fille der Lage von a4, 0,
in (7, T) beweisen; z(7) ist also eine Lésung der Gleichung (3,1) im Intervall (7, T).

Wenn z(t) mittels 1) und 2) in der Definition 3,2 bestimmt ist, dann ist nach der
Bemerkung 3,5 <7, T) = <7, + ) und z(r) ist offenbar eine Maximalldsung der
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Gleichung (3,1). Wenn z(t) durch 1) und 3) in der Definition 3,2 bestimmt ist, dann
ist T < + oo und nach der Bemerkung 3,3 gilt (T-), T) = ((Ti—, ¥ ), L) ¢ G.
Wenn z(7) nicht eine Maximalldsung der Gleichung 3,1 wére, dann konnte man ein
n > 0so finden, dass man in {7, T + 5 eine Losung x(t) der Gleichung (3,1) definie-
ren kdnnte, wobei x(i) = X wire. Mit Riicksicht auf die Eindeutigkeit der Losungen
fiir zunehmende Werte der Variablen 7 (vgl. Satz 4,3 in [6]) und der Stetigkeit von
links der Losungen von (3,1) wire dann (x(T), T) = (2(T—), T)e G und dieses
liefert einen Widerspruch.

Der Eindeutigkeitssatz fiir Losungen der Gleichung (3,1), welcher fiir zunehmende
Werte der unabhéngigen Variablen gilt (Satz 4,3 in [6]) sichert nun, dass fiir jede
Losung x(r) der Gleichung (3,1), welche im Intervall {o,, 0,> definiert ist, die Glei-
chung x(1) = x(t, x(s,), 0,) fiir alle T € o, 0, gilt, wobei x(t, x(s,), o) die durch
den Ausgangspunkt (x(g,), o;) bestimmte Maximalldsung der Gleichung (3,1) mit
dem Definitionsintervall {a,, T) ist. Der Eindeutigkeit wegen werden im Lemma 3,9
alle Maximalldsungen der Gleichung (3,1) beschrieben. Wir bekommen so vom
Lemma 3,9 und von der Definition 3,2 der Funktion z(7) eine genaue Information
iber das Verhalten aller Losungen der Gleichung (3,1). Wir wollen nun alle diese
Erkenntnisse zusammenfassen:

Satz 3,1. Es sei F(x,t)e #(G, K, {o, ®}) und sei x(t):<{o,,a,> = E, eine
Lésung der Gleichung (3,1) im Intervall {o,,0,), —0 < 6; < 6, < +00. Nach
(2,2) und (2,5) gibt es ganze Zahlen Iy, 1,, sodass (x(¢,), 6,)e G, U P, und
(x(s,), 0,) € G,, U Py, ist und man kann Folgendes behaupten:

(i) esgilt 1, < I,,

(il) fiir jedes ganze | :1; <1 < I, existiert genau eine Zahl t,€ (o, 6,), sodass
(x(t)), t}) e Pyist und es gilt t,, < 1,4y < ... <1,_y,

(iii) fir die Zahlen t, von (i) ist (x(z), 1) € G, fir t€ <oy, 1), (x(7), 7)€ G, fir
et 1), 1) <1< 1, und (x(z), 7) € Gy, fiir te(t,,-, 0,),

(iv) in den Intervallen (o, t,>, (t;-y, 1), =1, +1,..,1, — 1 und (t,,_y, 0,
ist x(t) eine Losung der Gleichung (3,2) und fiir t,, 1, € {6y, ;> bzw. 1., 1, €
e(ti—,t, =1, +1,..,1, — Loder ty, 1, e(t,z_l, 0,y gilt die Ungleichung

[x(z2) = x(7,)]| < K]z, — r,l .

(v) fiir die Zahlen t, 1 =1, + 1,1, + 2,..., 1, — 1 von (ii) gilt
x(t+) = x(t) = @(x(1)))
(vi) fiir die Zahlen 1,1 =1, + 1, ..., 1, — 1 von (ii) gilt .
(l—A)(+LK) 'S, -1, £
=< (A‘S + (Pl(x(’t—x)) - (Pl—l(x('fl—l)))(1 - LK)_I >

wobei & > 0 die Konstante von (2,2), L die Konstante von (2,1) und A die
Konstante von (2,4) ist.
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Beweis. (i), (i), (iii), (v) folgen unmittelbar von der Definition 3,2. (iv) folgt von
der Definition 3,2 und der Ungleichung 3,3. (vi) ist der Inhalt vom Lemma 3,7.

Bemerkung 3,6. Vom Satz 3,1 ist es leicht zu sehen, dass jede Losung der Gleichung
(3,1) man von Lésungen der Gleichung (3,2) zusammenstellen kann, dass eine
Losung der Gleichung (3,1) in jedem endlichen Intervall nur endlich viele Unstetig-
keiten haben kann und dass diese da endlicher Variation sein muss.

4. DIE STETIGE ABHANGIGKEIT VON EINEM PARAMETER

Wir werden in diesem Absatz die verallgemeinerte Differentialgleichungen

4,1) gf = DF%(x,t), F°x,1) eg"(G, K°, {¢}, 9;})
und
(4,2) ‘;—: = DF(x,t), F(x,t)e #(G, K, {¢s, D})

untersuchen. Die Funktionenklassen #(G,K°, {¢}, #;}) und #(G,K, {¢, ®.})
erfiillen dabei die Voraussetzungen vom Absatz 2. Wir werden voraussetzen, dass
(2,1), (2,2) und (2,4) mit denselben Konstanten L, 5 und A fiir beide Klassen erfiillt
ist. Alle andere Grossen, welche zu der Funktionenklasse Z(G,K°, {¢}, 97})
gehdren, werden mit dem Index O rechts oben gekennzeichnet (z. B. Gy, Py, F(x, 1)
usw.). Fiir F°(x,1)e #(G,K° {oy, ®}}) wird F(x, 1) = F°(x,t) + F(x, t) sein,
wobei FO(x, 1) fiir das System {¢;, ®¢} nach (2,7) definiert wird und wobei F(x, t)
e #(G, K% ist.

Voraussetzung 4,1. Sei 0 < ¢ < 1. Sei I = (— o0, 00) ein Intervall. Fiir F(x, t)e
e #(G, K, {o;, ®}) und F°(x, 1) e #(G, K°, {0y, ®;}) gelte
(4,3) lou(x) — @l(x)| <& fir xeM, kganz,
(4,4) [@u(x) — ®L(x)| <& fir xeM, kganz,
(4.5) |[A‘;’[FA’(x, ) — F(x,1)]| <& fir 0<9=1, (x,0),(x,t +8)eM x1I,

wenn F(x, t) = F(x, t) — F(x, t) und F°(x, 1) = F(x, t) — F°(x, t) ist.

Bemerkung 4,1. Es seien G, bzw. G die in (2,5) definierten Mengen fiir die Klasse
Z(G, K, {¢1, B;}) bzw. #(G, K°, {0k, ®;}). Wenn (4,3) gilt und ¢ > 0 hinreichend
klein ist, dann ist nach (2,2) offenbar G, n G? # 0 und die Menge G, n G ist in G
zwischen zwei Fliachen eingeschrinkt, wobei diese Fliachen durch die Vorschrift
(p(x) =1 gegeben sind, wo q)(x) :M - E, die Ungleichung (2,1) erfillt. Fiir ein
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gegebenes B > 0, (%°,7%) € P} und hinreichend kleines & > 0 gilt nach (4,3)
{(r.,0)eG: |y =2 <B. |t =] < B} " (G, uP)*0.

Lemma 4,1. Es sei F(x, 1) e #(G, K, {¢,, ®,}) und gelte (4,3). Sei weiter (°, 1) e
e P}, (%, 7)e G, U P, | ist eine ganze Zahl und sei x(t) eine Losung der Gleichung
(4,2) fiir T = T definiert mit x(f) = X, sodass diese Losung in ihrem Definitionsinter-
vall einen Punkt t; = T so enthilt, dass (x(1,), t,) € P, ist. Dann gilt

(4.6) It =19 < (1 — LK) "o + L(1 — LK)™* |5 — £ +
+ (2 - LK)(1 — LK)™! |; _ ;ol
und
(4.7) “x(t,) - ~‘0” <K(l —LK)™'e+ (1 — LK)™! “X _ )20" 4
+ K(1 = LK) ' |[f = 19,

wo Ldie Konstante von (2,1) ist.
Beweis. Nach (2,1) und (iv) vom Satz 3,1 ist
[t, - (p,()?)' = |o(x(1,)) — <p,(x(i))| < Lx(t,) = x()| < LK|t, — 7.
Dabher ist
|t: =7 < |t — %) + |od%) — 7| £ LK|t, = 7| + (%) — 7

und also ist |t, — 7| < (p(%) — ) (1 — LK)~'. Nachdem ¢f(x°) = 7 ist, gilt nach
(4,3) und (2,1) die Ungleichung

=) —3 + [ =1 S (efx) =) (1 = LK) + [ = 7| £
< (1 = LK) (Jo®) = @f(R)] + [f(%) — of(°)] + I = 1)) + [t = 1°| <
S(L=LK)y e+ Ljx =2 + i —1°) + [ - 1.

Nach einer einfachen Berechnung ergibt sich daher schon (4,6). Ferner gilt offenbar
[x(t,) — =°] < |Ix(t)) — %] + |& — %°]. Wenn (%,7)eP, ist, dann ist t, =17,
x(t,) = % und (4,7) gilt offenbar, da nach (2,11) die Ungleichung (1 — LK)™! >}1
gilt. Wenn (X, 7) € G, ist, dann ist nach (iii) vom Satz 3,1 (x(r), 7)€ G, fiir te {, 1,).
Von (iv) vom Satz 3,1 und von der oben bewiesenen Ungleichung fiir It, - 't'l folgt

Ix(t) — | < K|t, = | < K(1 — LK)™" (e + L] — £°] + [i — 1°))
und also ist
[x(t) = 2°] < K(1 = LK)™' (e + L% — 2°| + [f = 1)) + |x — =°])).

(4,7) bekommt man daher nach einer leichten Berechnung.
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Lemma 4,2. Sei F(x, t)e./(G K, {ow &), FO(x, t) e #(G, K°, {0}, & }) (x,7)e
€G,U P, (x°,1°) e G} U P, | ist eine ganze Zahl. Sei x°(t) = x°(z, £, 1) eine
Maximallssung der Gleichung (4,1) in {i° T°) definiert und x(t) = x(z, %, ¥) eine
Maximallésung der Gleichung (4,2) in (i, T) definiert. Setzen wir voraus, dass

= 1% T°) A <1, T) + 0 ist und dass fiir gegebene ¢ > 0 und I die Voraussetzung
4,1 gilt. Bezeichnen wir ] bzw. t;, j 2 | die Punkte in (i% T°) bzw. (i, T), fiir
welche (x°(t9), 19) € P} bzw. (x(tj) t;) € P; ist. Sei weiter 4t; = min (t;, 1)), *t; =
= max (t;, 19), K* = max (K, K°). Setzen wir noch voraus, dass eine ganze Zahl k,
k = I so existiert, dass {uly, utyo1> < I, *t, < by ist und (x(4t,), 4t) € G, U P,
(x°(4te), «tx) € G¢ U P{ gilt. Dann ist

(i) 0 = *4 — oty < (1 — LK*)7" [& + L|x(4t) — x"(*tk)].],
(i) [x(t) — x°(8)] < (1 — LK*)™* [K*e + ||x(4t) — x°(«
(i) [x(ttt) = <t )] <ot + 2K5(1 = LK*) ] +

+ (1 + LK*) (1 — LK*)™" | x(4t) — xo(*tk)“ +
+ o((1 — LK*)™! [K*e + [|x(xte) — x%(x

wo ) der Stetigkeitsmodul fiir &) von (2,3) ist,
(iv) fiir ©€ (%t slis 1> gilt die Ungleichung
Ix(9) - x| < C.{el1t + 2K*(1 — LK) +
+ (1 + LK*) (1 — LK*) ™! |[x(ate) — x°(ate)] +
+ (1 = LK*) 7' [K*e + [x(st) — x| D} + C2 Ve,

wo C; 2 1, C, 2 0 nur von t,,, — *t, abhingende Konstanten sind und w, ist
der Stetigkeitsmodul fiir ®; von (2,3).

Beweis. Nach den Voraussetzungen ist entweder (x°(ut), «t) € PP, (X(xt)s «t) €
€ G, U Py oder ist (x(xt)s st) € Pio (x°(410), %) € Gy U Py. Im ersten Fall kann man
das Lemma 4,1 fiir ¥ = x(4), X° = x°(4t,) unmittelbar beniitzen. Im zweiten Fall
wird die Behauptung beniitzt, welche man vom Lemma 4,1 erhilt, wenn man in diesem
Lemma die mit dem Index O oben versehenen Grdssen mit denen ohne Index und
umgekehrt vertauscht. (i) folgt dann sofort von (4,6), soeben (ii) folgt von (4,7).
Zum Beweis von (iii) setzen wir z. B. voraus, dass f, = f; <, = *, ist. Dann ist

[x(t+) = x°Ctet)]| = [x(1) + Pulx(8)) — x°(w)] =
< [x(t) — > + [@ulx(t) — Pe(x(w)] +
+ [ @l(x(t) — PU(K))] + KOt — &) <
< [x(t) = @] + & + o(Ix(t) — x*(R)]) + K¥t — 1),
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wobei da (v) und (iv) vom Satz 3,1, (4,4) und (2,3) beniitzt wurde. Im Falle ¢, =
=t, <t = *t, kann man gleicherweise dieselbe Ungleichung herleiten. Wenn wir
nun die schon bewiesenen Ungleichungen (i) und (ii) beniitzen, dann gibt die letzte
Ungleichung sofort (iii).

Wenn man in Betracht nimmt, dass die Funktion y°(7):y°(*1) = x°(*t,+),
y°(t) = x°(z) fir © € (*f}, «tx+1> eine Losung der Gleichung dx/dt = DF°(x, ) und
die Funktion y(z) : y(*t,) = x(*1,+), y(r) = x(¢) fiir 7 € (*1;, 4%+ eine Losung der
Gleichung dx/dt = DF(x, 1) ist, wobei F°(x, t) e #(G, K°), F(x, t)e #(G,K) (vgl.
(iv) im Satz 3,1) dann ergibt sich von (4,5), dem Satz 1,1 zufolge, die Ungleichung

[x(z) = @ = [¥2) = »°@)] = Cx(t+) = x°(t+)| + €2 Ve,
TE (*tk’ wlkr1)

wobei die Konstanten C; = 1, C, = 0 nur von 4t,,, — *f, abhingen (vgl. Be-

merkung 1,1). Daher — wenn man (iii) beniitzt — ergibt sich (iv).

Bemerkung 4,2. Fiir die Untersuchungen der Probleme der stetigen Abhingigkeit
von einem Parameter wird die Erfiillung von der Voraussetzung 4,1 (diese ist die
Voraussetzung der Niahe der rechten Seiten der untersuchten Gleichungen) fiir
hinreichend kleine Werte von ¢ verlangt. Die Voraussetzung ¢ < 1 ist also fiir die
eigentlichen Untersuchungen nicht wesentlich. Da ist diese Voraussetzung wegen der
unmittelbaren Anwendbarkeit des Satzes 1,1 nétig. Ohne der Voraussetzung ¢ < |
gelten die Ergebnisse ebenfalls, nur wird der Weg zu deren Beweis etwas linger (vgl.
auch Bemerkung 1,1).

Wir bemerken noch folgendes: Wenn die Voraussetzungen vom Lemma 4,2 ausser
den Voraussetzungen *t, < by, (x(xte), st) € Gy U Py, (x°(4t0), 1) € G, U P}
erfillt sind und wenh die Werte & > 0 und ||x(4t) — x°(4t,)| hinreichend klein
gemacht werden kdnnen, dann sind auch die weggelassenen Voraussetzungen
erfillt.

Beweis. Nach der Voraussetzung ist entweder (x°(41,), «) € Py oder (x(4t), %) €
€ P,. Esentstehe z. B. der erste dieser Fille. Mit anderen Worten: es gelte op(x%(4t,)) =
= 4. Wenn 4, = *t, ist, dann ist zugleich auch (x(4t,), %) € Py = G, U P, und
offenbar auch *t, < 4f+, nach (vi) vom Satz 3,1. Seialso 4, < *#, d. h. ) = 4,
und 7, = *1,; fiir T = ,t, ist also die Funktion x(t) noch ,,vor* der Flache P, d. h. es
gilt @(x(4t,)) > 4. Ferner ist

st — O i(X(4t)) = PR(x°(4tt)) — @ i(x(sti) =
= U(x°(ate) = op-1(x°(st)) + 02— 1(x°(xt)) = Pu—1(x°(x)) + Pr—1(x°(xti)) —
— @e-1(x(et)) 2 6 — & — Lx(ute) — x°(utd)|
nach (2,2), (4.3) und (2,1). Wenn nun & < 3[4, |x°(st,) — x(xt)| < /4L ist, dann
ist auch 4ty — @ (x(4t)) = 6/2 > 0 und also @ ((x(xt)) < xte < @u(x(xty)) d. h.
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(x(xt)> 1) € Gy Nach (vi) vom Satz 3,1 ist 4ty — st = 0(1 + LK,)™' (1 — 4),
wobei K, = min (K, K°), § die Konstante von (2,2), Ldie Konstante von (2,1) und 4
die Konstante von (2,4) ist. Nach (4,6) vom Lemma 4,1 kann *# — ,t, beliebig
verkleinert werden, wenn & > 0 und |x(4t,) — x°(+%)| geniigend Klein ist (unab-
hingig davon ob *#; < .t gilt oder nicht). Daher und von der obigen Ungleichung
flir 4,1 — st ist es offensichtlich, dass fiir hinreichend kleine ¢ > 0 wund
[%(st) — x°(s(1)]| @auch *, < 4t , sein wird. Den zweiten moglichen Fall (x(,1,),
«1x) € P, kann man auf dieselbe Weise untersuchen.

Satz 4,1. Es seien Konstanten L=0, 6 >0, 0 < 4 <1, K = 0 gegeben, sei
0< KL< 1,0 KL< 1 und seien w, bzw. o fiir jedes ganze k vergegebene
Stetigkeitsmodule (vgl. (2,3)). Dann gibt es zu jeden n, > 0, n, > 0 Werte > 0
und 0 < ¢y < 1, sodass die folgende Behauptung gilt:

Sei F%(x, t)e #(G,K°, {oy, ®}}), F(x,1)e #(G, K, {pr, ®:}), (3% 1) e G} u P},
(%,7) e G, U P, fiir irgendein ganzes I. Sei x°(t) = x°(z, X%, 1°) die in (i’ T°)
definierte Maximallgsung der Gleichung (4,1) und x(z) = x(, %, 7) die in <¥, T)
definierte Maximallosung der Gleichung (4,2). Sei {#° T°)n <%, T) + 0. Be-
zeichnen wir ¢ = max (1,1°) und wihlen R > 0, sodass {o,0 + RY = <%, T°) n
N <1, T) ist. Sei ferner I = (min (1% %), ¢ + R) und sei fiir F(x 1), F(x, 1), I die
Voraussetzung 4,1 erfiillt. Ebenfalls gelte

(4.8) l?—iol<u, ”i-,§°”</1, 0<e<e,.
Dann existiert ein endliches System von Intervallen

(4.9 I(o,0 + R) ={L,} ,

wo das Intervall I, = {a, 6 + R) von links offen ist und lekl < n, gilt (lIkI ist die
Lénge des Intervalles I,,), sodass
(4,10) sup [x(z) = x°(z)| < n2
1€{g,0+RY>— U I
]kel,“(a,rt+R)
ist.

Bevor wir den Satz 4,1 beweisen, verabreden wir uns, dass wir weiterhin mit dem
Symbol g(u, v, w) (bzw. ¢ mit einem Index oder anderer Kennzeichnung versehen)
eine nichtnegative, fiir u, v, w = 0 definierte Funktion bezeichnen, fiir welche

lim o(u,v,w) =0
(u,v,w)—0,u,t, w20 .

gilt.

Beweis des Satzes 4,1. Nach (ii) vom Satz 3,1 existiert fiir jedes ganze k, k = |
hochstens ein Punkt #f € (i% T°) bzw. t,e (7, T), sodass (x°(t;), ;)€ Py bzw.
{(x(1,), ) € Py ist. Nach (vi) vom Satz 3,1 ist ) < #),, < ... bzw. 1, < t;4; < ...
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Da R < +oo ist, sind die Mengen (i% 0 + R) n {thsi <5, o + R> 0 {this,
endlich. Bezeichnen wir ., = min (¢, t7), *f, = max (4, t;). Nach dem Obigen ist
offenbar *t, < *t,, 1 < ... und 4, < 4t;,, < ... und die Mengen <{g,0 + R)> N
A {atihisn <0, 0 + RY 0 {*,}4», sind endlich. Legen wir weiter noch K* =
= max (K, K°), K, = min (K, K°). Nach (2,11)ist 0 < K*L < 1 und 0 < K, L < 1.

Bevor wir uns zu den Einzelheiten des Beweises wenden, deuten wir das Ziel des
Beweises an. Sei

(4.11) I, = (st *t> N (o, 0 + R)
und
(4,12) I=UI,.

k=1

Wir beweisen, dass zu gegebenen 1, > 0, #, > 0 Werte 1 > 0, ¢, > 0 so existieren,
dass wenn (4,8) gilt, dann ist I von (4,12) die Vereinigung von endlich vielen Inter-
vallen I von (4,11) und es gilt Y, IIk| < 1, und (4,10).

k=1

Fiir den eingentlichen Beweis unterscheiden wir die Fille, welche vorkommen
kénnen: Es ist entweder
A) {(Khzr # 0 und {1}, + 0
oder
B) {tha1 = {tfizi = 0
oder
C) eine der Mengen {1;}4> 1» {ti}x» ist leer und die andere ist nicht leer.
Zuerst untersuchen wir den Fall A). In diesem Fall kann folgendes vorkommen:
entweder ist
1) {o,6 + R) 0 {4tz =0
oder ist
2) (6,06 + RY N {uti}kz; + 0
und zugleich ist
entweder
a) <o
oder
b) o < 4t
Wir analysieren zuerst den Fall a). (Dabei ist A).) Sei z. B. ¢, = t] (der Fall

+1) = t; ist symmetrisch); dann ist offenbar

(4,13) P =,<o=151t =*,.
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Nach (iv) vom Satz 3,1 und nach (4,13) gilt
@19 o) — il = 15 - =) 5 5 - 2 + K¢ - 7 <
<% - =°| + K*i - 1.

Verwende man nun das Lemma 4,1 fiir die Punkte (x°(xt)), «t,) € P} und (x(0), o) €
€ G, U P,. Nach (4,6) ist ,

*, — ot < (1 = LK*) 7' (e + L|x(0) — x°(u))|| + (2 = LK) |0 — «1,])
und nach (4,13) und (4,14) folgt daher
(4,15) |1 < *t, = uty < ofe, | % — 20|, [T = 7°)).
Mit Hilfe von (4,14) gibt (4,7) vom Lemma 4,1 fiir die Punkte (x°(4t,), 4t,) € P},
(x(0), 6) € G, U P, auch
(416)  |x(r)) — x°(t))]] < (L — LK*)"' [K*e + |% — £°| + 2K*|i — °[].

Nach (4,15) sind fiir hinreichend kleine & > 0 und u > 0 die Werte |1,| und
[*t; — «t| beliebig klein. Man kann also erreichen, dass fiir hinreichend kleine
g > O und x > 0 kein Punkt der Menge {0}, in (4, *1,> liegen wird, d. h. dass
« = 1] < *t; =1, < 1}, sein wird (vgl. Satz 3,1, (vi)). Wenn man den Satz 3,1 und
die Ungleichungen (2,3), (4,4) beniitzt, erhdlt man fiir hinreichend kleine ¢, > 0 und
u > 0 die Ungleichung

[x(*t,4) = x°C1,+)| = [[x(t,) + @i(x(2)) — x°(1,)] = |x(z;) — x°(2)|| +
+ [ 2dx(t) — @U(x()] + |20(x(t) — P2 +
+ [@(0(e)) + x°(t7) — x°(1)]| = [[x(t) — x°(D)] +
+ & + of([x(t) — x°(1)]) + K°lt, — 17|, wenn *f,e{s,0 + R),

wobei o] der Stetigkeitsmodul von &} ist (vgl. (2,3)). Nach (4,15) und (4,16) gilt also
fiir hinreichend kleine ¢, > 0 und u > 0 die Ungleichung

(4,17) [x(xt,4+) = x°Ck1,+)]| < ee, |

5= 2 - ).

Weiter untersuchen wir den Fall b). Setzen wir voraus, dass z. B. P <f=g0ist
(der Fall F < 7° = ¢ ist symmetrisch). Nach (iv) vom Satz 3,1 ist

@9 Ixo) = )] £ |5 - ] 5 5 - ] + K- 7).
Im Intervall (o, 4,) ist x°(7) eine Losung der Gleichung

(4,19) j{ — DF%(x, 1),
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wobei F(x, f) = FO(x, ) — F(x, 1) e #(G, K, wo F°(x,1) die fir die Klasse
«9'-(6, K°, {‘P:?’ ‘pl?}) nach (2,7) bestimmte Funktion ist und soeben ist x(7) in <o, 41>
eine Losung der Gleichung

(4,20) dx _ DF(x, 1),
dt

wobei F(x, t) = F(x, t) — F(x, t) e #(G, K), wo F(x, t) die fiir die Klasse #(G, K,
{ox, ®:}) nach (2,7) bestimmte Funktion ist. Nach dem Satz 1,1 gilt fiir 7 € {o, +,>
die Ungleichung

”x(‘r) - xo(r)" < Clnx(a) - xo(a)” + C, /¢
und also gilt nach (4,18) die Ungleichung

@) @) — @) £ Gl 2 + K- P+ G e =

=il 5~ 2], - 7).

Die Konstanten C, = 1, C, = 0 hingen dabei nur von R > 0 ab und werden fiir die
weiteren Erwiigungen fest gewéhlt. Nach der Bemerkung 1,1 kann man C, =
=, C, =2[1 + (1 + K + 4K°) R] ¢** legen und diese Konstanten bei der
Anwendung des Satzes 1,1 in einem beliebigen Intervall, welches im Intervall (o, ¢ +
+ R) enthalten ist, beniitzen.
Wir beweisen nun den Satz fiir die Kombinationen der Fille 1), 2) und a), b).
Der Fall 1), a): In diesem Fall sind noch zwei Alternativen moglich. Entweder ist
o + R < *t, oder ist ¢ + R > *t,. Im ersten Fall ist offenbar (vgl. (4,11) und (4,12))
I, =1 =<{o0,0 + R). Nach (4,15) ist offenbar |],] < n,, wenn &gy, u gentigend klein
sind und {0, 6 + R) — I = Q. Der Satz gilt also in diesem Falle. Die zweite M6glich-
keit ist ¥, < ¢ + R. Fir 11,[ gilt (4,15) und im Intervall (*t,, ¢ + R) ist die Funktion -
¥%(x), welche durch y°(*1,) = x°(*1,+), y°(r) = x°(z) fiir e (*t,, 0 + R) definiert
‘ist, eine Losung der Gleichung (4,19) und soeben ist die Funktion y(z): y(*t,) =
= x(*1,), ¥(r) = x(z) fir 1e(*t, 0 + R) eine Losung der Gleichung (4,20) in
{*1;, ¢ + R). Nach dem Satz 1,1 gilt fiir 7 € (*,, ¢ + R) die Ungleichung

[x(2) = X £ Culx(t+) = xet4)] + € e,
wo Cy, C, die oben bestimmte feste Konstanten sind. Nach (4,17) gilt also
(4,22) - [x(x) = x°()] < aue, % — =2, [F = 7))

fir 7€ (*1,, 0 + R). Der Satz ist also offenbar auch in diesem Fall richtig, wenn
man I = I, legt.

Der Fall 1), b): In diesem Fall ist offenbar ¢ + R < ., und also gilt die Unglei-
chung (4,21) fiir alle T € (o, ¢ + R). Nach (4,21) gilt also der Satz mit I = 0.
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Der Fall 2), a): In diesem Fall ist immer *#, > ¢ (vgl. (4,13)). Sei (o, 0 + R) N
A {atitezt = {stie1s wlis2s - sliam}, 1 < m < +00. Soeben, wie es in der Be-
merkung 4,2 angefiihrt war, kann man durch die Wahl von hinreichend kleinen ¢, > 0
und p > O erreichen, dass *t; < ,#,, sein wird. Nach den Ungleichungen (4,15) und
(4,17) ist ferner |I;| und |x(*t,+) — x°(*t,+)| beliebig klein, wenn &, > 0 und
p > O hinreichend klein sind (man kann z. B. erreichen, dass |I}| < n,/(m + 1)
sein wird). Nach dem Satz 1,1 gilt nach (4,17) fiir t € (*t;, 4t,+,) die Ungleichung

(4.23) Ix(x) = x°(@)] < Ciae. |5 = 2°], [ = 7)) + C; e =

=afe |3 = 20, [ - 7).
Fiir das Intervall (4,4, «t;+,) beniitzen wir das Lemma 4,2. Nach (i) von diesem
Lemma und nach (4,23) ist fiir hinreichend kleine & > 0 und p > 0 der Wert

[Is1| = [*tis1 — st14:| vorgeschriebenerweise klein (z. B. |I,4,| < ny/m + 1) und
nach (iv) vom Lemma 4,2 und (4,23) gilt die Ungleichung

[x(2) = x°@)] £ Graale |2 - 2] F = 7))
fiir 7€ (*t,, 1, 1,4 2. Auf diese Weise kann man fortschreiten und beweisen, dass

i € 0iie 8 = 2 [F =), k=0,1,2,...m,
[x(x) = x°(@)]| £ @raales | % = 20 [T = 7)) fiir  t€ (Htrwno tivnss)
k=0,1,...m-—1
und [[x(r) = x°(%)]| £ Gramle | — 2, |§ = 1)) fir ©e(*1 0 + R), wenn
*f,.m < 0 + R ist, gilt.

Es geniigt also ¢, > 0, 4 > 0 so klein zu wihlen, dass

m

Zog,+,,(a, | = %°), | — %) < #, und ) max gile, [ — 20|, [ - | < n2
k= =0,1,....m

ist, wenn (4,8) gilt. Der Satz ist so auch fiir diesen Fali beweisen.

Der Fall 2), b): In diesem Fall ist ,t; < o + R. Sei {6,0 + R) N {sti}xs; =
= {4l st141s s sl1am}- Flr T€ (0, 41;) gilt (4,21). Nach dem Lemma 4,2, (i) ist
)| < eie. |% — 2°|, |t — 7o|) und nach (iv) von demselben Lemma auch |x(z) —
- x°7)]| £ /e | — =2, [t = 7)) fiir ©e (¥, 4t,s,). Weiter kann man so wie
im Fall 2), a) fortschreiten.

Im Fall B) ist x°(t) eine Losung der Gleichung (4,19), x(t) ist eine Losung der
Gleichung (4,20) in <o, + R) und der Satz folgt von der Ungleichung (4,18),
welche in diesem Fall offenbar gilt, und von dem Satz 1,1. I is in diesem Fall eine
leere Menge.
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Schliesslich im Fall C) sei z. B. {#,},5, = O und {f_},», + 0. Nach dem Lemma 3,9
ist in diesem Fall T < + oo ({7, T) ist das Definitionsintervall der Maximalldsung x(t)
und x(7) ist in (7, T) eine Losung der Gleichung (4,20)). Es kénnen zwei Fille vor-
kommen: entweder ist ¢ < t oder ¢ < t). Im ersten Fall kann man zeigen, dass
fiir hinreichend kleine &, > 0 und p > 0 die Werte T — ) und ||x(t) — x°(7)] fiir
1e{0,0 + R) n {a, 1) beliebig klein gemacht werden konnen. Der Satz wird mit
I=( T) n <o, 6 + R) gelten. Im zweiten Fall kann man zeigen, dass die Unglei-
chung T -7 < oz, [|# — £°|, [Z - 70]) gelten wird und nachdem {(o,¢ + R) =
< (I, T) ist, gilt der Satz mit I = (o, 0 + R).

In den Fillen B) und C) haben wir die technischen Einzelheiten des Beweises
weggelassen. Diese sind denen von dem Fall A) dhnlich.

Voraussetzung 4,2. Sei ¢ > 0. Sei I < (—oo, ) ein Intervall. Fir F(x,1)e
e (G, K. {¢n, 9;}), FO(x, t) e (G, K°) gelte

(4.24) [AF(x, 1) = F(x, 0)][| < e,
wenn 0 < 9 < 1, (x,1),(x, t + §)eM x I ist.

Bemerkung 4,3. Wenn die Voraussetzung 4,2 erfillt ist, dann (wenn 0< 3
< min (1, §) ist, wo & die Konstante von (2,2) ist) gilt

lIA

|ATLFCx, ul(x) = F(x o) = [ATTF(x, 0u(x) = Fx, @u))] = ulx)]| < &
und daher, nachdem F(x, t) e #(G, K) ist, gilt
l2dx)] < &+ |ATLF(x, @ulx) = FCx, )] < & + (K + K) 3.
Nach dem Grenziibergang 3 — 0+ ergibt sich daher
(4,25) [2ux)] <&
fir jedes xe M, k =0, +1, ....

Weiter gilt ebenfalls nach (4,24) und (2,7)

[ATLF(x, 1) — F(x, 0)]]| < & + |AYF(x,1)] =& + “Af(i?:’:)d),(x))” =
=+ | ::;;ij: 1<I>,-(x)|| Se+e(s(x, t +9) —s(x, 1)) =

=e(l + s(x, t + 9) — s(x, 1))
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und also der Definition von s(x, ) nach und von der Ungleichung (2,2) folgt

(4,26) |ASTFO(x, 1) — F(x, 0] < ¢ (2 N é)
wo & die Konstante von (2,2) ist.

Satz 4,2. Es seien Konstanten L= 0,5 > 0,0 < A < 1,K = 0, K® = 0 gegeben,
sei 0 < KL< 1, und sei fiir jedes ganze k w, ein Stetigkeitsmodul (vgl. (2,3)).
Dann gibt es jedem n > 0 Werte u > 0 und 0 < ¢q < 1, sodass die folgende Be-
hauptung gilt:

Sei F(x,t)e #(G, K, {¢\, ®:}), F(x,1)e #(G,K°), (%, 0)eG, (° 0)eG. Sei
weiter x°(t) = x°(t, 2°, 6) die Maximallésung der Gleichung
(4,27) dx _ DF°(x, 1)

dr
in <o, T°) definiert und x(t) = x(, %, o) sei die Maximallgsung der Gleichung
(4,2) in <o, T) definiert. Sei noch0 < R < +o und I =<{0,0 + R) = {5, T°) n
n <o, T) und sei fiir F, F°, I die Voraussetzung 4,2 erfiillt. Wenn 0 < ¢ < &, und
|% = x°| < w ist, dann gilt

(4,28) [x(z) = x°(@)| <n
fiir alle te {o,0 + R).

Beweis. Offenbar existiert soeine ganze Zahl I dass (%, 6) € G, U P,. Es seien t,,
1 Punkte in (o, T), fiir welche (x(t;), #,) € P ist. Nach dem Lemma 3,7 ist
t; < t;4; < ... und die Menge

Q
IA IV

<o,6 + Ry 0 {tihizt = {11 tis 1o ooos tism}

ist endlich (oder leer). Zerlege man {0, 0 + R) in Intervalle (o, t,), (t,, tiv1)sen-
<os(tj4m 0 + R); in jedem dieser Intervalle ist nach (iv) vom Satz 3,1 x(r) eine
Losung der Gleichung (4,20). Nach dem Satz 1,1 gibt es Konstanten C,, C, (diese
hiangen nur von R ab), sodass nach (4,26) die Ungleichung

(4.9 J+) - <] < il - 2] + Ca e
fiir 7 € {0, t,» und ebenfalls auch die Ungleichungen '
50 = @] 5 CJx(t+) = x%b)] + T e
fir te(ty v k=L1+1,..,1+m—1,
) = @] = Cx(ent) = x| + T s
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fiir € (1,4, 0 + RY, wo C, = C, /(2 + 1/8). Dabei ist nach (4,26) und nach den
Eigenschaften von x(t)

[x(t+) — x°(t+)] = [x(8) + ulx(t)) — x(t)] <
< x(t) = x%6)| + |2dx(®)] < [x(1) — x°(@)]| + - .

Dabher ist
(4,30) [x(z) = x°(x)] < Ci|x(t) — x°(1)]| + Cye + C, /e

firte(t, iy, o,k =0L1+1,....,1 + m — 1 bzw. fir t e (1,1,,, 6 + R). Yon (4,29)
und (4,30) ist schon die Behauptung des Satzes klar.

Bemerkung 4,4. Die Sitze 4,1 und 4,2 sind Satze liber die stetige Abhéngigkeit von
einem Parameter fiir verallgemeinerte Differentialgleichungen der Form (4,1). Diese
haben einen dhnlichen Charakter wie der Satz 1,1, die Sétze in [1], [2] bzw. die
bekannten Sitze fiir klassiche Differentialgleichungen. Im Fall, welcher im Satz 4,1
untersucht wurde, kann man nicht herleiten, dass die Losungen fiir kleine g, und u
gleichmassig nahe im ganzen Definitionsintervall sind.
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