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Czechoslovak Mathematical Journal, 21 (96) 1971, Praha 

STETIGE ABHÄNGIGKEIT VON EINEM PARAMETER 

FÜR EIN DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEM MIT IMPULSEN 

STEFAN SCHWABIK, Praha 

(Eingelangt am 4. Dezember 1969) 

Sei M с: E„ eine offene Menge, G = M x (—oo, oo) с: E^^^. Sei ferner für jedes 
ganze к eine Funktion (Pk{^) : M -> E^ so gegeben, dass 

(1) l^/cW - <Pk{y)\ й Ь||х - y\\ 

für jedes ganze к und x, у E M gilt und sei 

(2) <p,^,{x)-(p,{x)^ô>0 

für alle ganze к und x E M. L ^ 0 und ô sind dabei von к nicht abhängende Kon­
stanten. 

Weiter sei ebenfalls für jedes ganze к eine Funktion Фk{^) : M -^ E^ gegeben, wobei 
vorausgesetzt wird, dass 

(3) 1 1 Ф , ( х ) 1 1 ^ т т ( о , ° ^ ) 

für alle ganze к und x e M gilt und dass auch 

(4) 1I*.W - НУ)\\ й 0\\x - J'll 
für alle ganze к und x, у e M gilt, wobei ß ^ 0 eine, von к nicht abhängende, Kon­
stante ist und es gilt 0 ^ â  < Л, wo Л < 1 eine von к nicht abhängende Konstante 
sei. 

Definieren wir (so wie in [4] und [5]) die Mengen 

(5) Gfe = {(x, t); XEM, (pk-i{x) < t < (Pk{x)} , 

Pfc = {(x, t); XEM, t = (pi,{x)} 

und setzen noch voraus, dass für jedes ^, 0 < ^ ^ 1 die Beziehung 

(6) {x + ß Ф,(х), (p,{x)) E G, 

für alle ganze к und x E M gilt. 
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Sei nun 5(̂ 5 tj = k, wenn (Pk{x^ < t ^ (pu+i 
{x) {{x, t) 6 Gfe+i u P^^ 1) ist. Offenbar 

gilt 
(7) s{x, a + Ô) - 5(x, a) S 1 

für alle (x, a) e G. Mit Hilfe der Funktion s(x, r) : G -^ £1 definieren wir nun für 
e > 0 die Funktion 

s(x,t/e) 

(8) F X ^ , f ) = e l H^) 
i = s(x,0) 

N2 N1 

wobei YJ "^ " YJ ^^^^ ^^^ '̂ wenn für die ganze Zahlen die Ungleichung N1 > N2 
gilt. '̂̂ ^̂  "̂=̂ ^ 

Ferner sei X ^ 0 gegeben. Für e > 0 sei # ' ( G , X , {eф̂ ,̂ e<̂ fc}) die Funktionenklasse 
von [5] (vgl. auch [4]). Nachdem 5(x, tja) = к für б(р^(х) < ^ ^ еф/c+iW î ,̂ 
gehört die Funktion £ / x , t) von (8) zu der Klasse # ' ( G , X, {e^^, гФ^}) nach [5] und 
für eine Funktion F,(x, t) e # ' ( G , X, {etp̂ ,̂ e ^ J ) gilt 

(9) F,(x, 0 = F,(^. 0 + fs(^. t) , 

wobei ^^(x, t) in (8) bestimmt ist und es ist F,(x, t) e #'(G, iC). Es gilt also (vgl. [4] 
und [5]) 

(10) \\Ar^^F,{x,t,)\\ uK\t2-t,\ 

und 

(И) \\A'r''^lH^,h)\\ uK\\y\\\t,-t,\ 

für alle (x, ti), (x + j , t^ e G, i = 1, 2. Wir benutzten da die Bezeichnungen 
A^F(x, T) = F(x, T + Ö-) - F(X, T), AIF(Z, t) = F{z + y,t) - F(Z, t) für eine Funk­
tion F(X, t) : G -^ E„. 

Bemerkung. Ganz einfach kann man nachweisen, dass für jedes e > 0 die Funktio­
nenklasse # ' ( G , K, {scpk, еФ/с}) die Voraussetzungen des Absatzes 2 von [5] erfüllt. 
Es ist eben nur die Voraussetzung (2,11) von [5] nicht erfüllt, welche für unseren Fall 
besagt, dass 0 ^ eLK < 1 sein muss. Es ist aber klar, dass für hinreichend kleine e > 0 
(d. h. für e < IJKL, falls К > 0, L > 0 und s beliebig, wenn eine der Zahlen K, L 
Null gleich ist) diese Voraussetzung ebenfalls erfüllt sein wird. Uns wird da der Fall 
e -> 0 + interessieren und also genügt es die Untersuchungen für hinreichend kleine 
г > 0 durchzuführen. 

Weiter sei eine Funktion Fo(x, r) : G -> F„ gegeben, wobei 

(12) Fo(x, t) = Foix, t) + Foix, t) 

ist und Fo(x, t) e ^iG, Q% Foix, t) e ^iG, K°). Es ist also offenbar auch Fo(x, t) e 
e #'(G, K^ 4- ß*). 
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Unsere Untersuchungen werden den verallgemeinerten Differentialgleichungen 
(vgl. [1]) 

(13) ~ = DF,ix, t) 
d l 

und 

(14) ^ = DF,{x,t) 
dt 

gewidmet, wobei F^(x, t) : G -^ E„ von (9) und FQ{X, t) : G -^ E„ von (12) ist. Wir 
werden dabei voraussetzen, dass 

(15) Ши^, t) - Fo(x, Oll = ^(e) , lim ф(в) = 0 

für alle (x, r) e G, 0 < ^ ^ 1 ist, und 

(16) ||A?[F,(x, t) - Foix, Olli = X(e), Hm х(е)Ш = 0 
£->0 + 

für alle {x,t)EG,0 < Э й 1 gilt. 
Die Beziehungen (15) und (16) geben eine gewisse Konvergenz der rechten Seite 

der Gleichung (13) zu der rechten Seite der Gleichung (14). 
Der Begriff der Lösung von (13) bzw. (14) ist in [1] definiert. Wir werden voraus­

setzen, dass — o o < T i < r 2 < + o o ist. Eine Lösung der Gleichung (13) im Inter­
vall <Ti, Т2У bezeichnen wir mit ^^(т) und eine Lösung der Gleichung (14) im Inter­
vall <Ti, Т2У wird mit Хо(т) bezeichnet. 

Nachdem die Funktionenklasse ^(G, K, {scpj,, еФ^}) für alle hinreichend kleine 
£ > 0 die Voraussetzungen von [5] erfüllt (vgl. die obige Bemerkung), kann der 
Satz 3,1 von [5] zu Hilfe genommen werden, wenn man die Lösung ^^(т) der Glei­
chung (13) in {Tj, Т2У untersucht. Wir werden nun schon immer voraussetzen, dass 
€ > 0 hinreichend klein ist. Nach dem Satz 3,1 von [5] gilt folgendes: 

Es existieren ganze Zahlen /̂  g, /2,^, sodass 

e(p,^^_,{x,{T,)) < T, й е(^^..>,(Г,)) , г = 1, 2 

ist und es gilt / j ^ ^ /2,̂  (vgl. (i) im Satz 3,1 von [5]); für jedes ganze /: /̂ ^̂  ^ / < /2,^ 
gibt es genau ein r̂  e <Ti, T^), sodass e<p;(x£(f/)) = f/ist und es gilt r̂ ^ ^< ti^^+i < . . . 
. . . < ^/2^-1 (vgl. (ii) im Satz 3,1 von [5]). In den Intervallen <Ti, ti^ ^>, <^/_i, f^), 
/ = /1 3 + 1, ..., /2,e — 1, (^/2,£-i' ^2> ist X^{T) eine Lösung der Gleichung dx/dr = 
= DF^(x, t) und es gilt in jedem von diesen Intervallen die Ungleichung 

\\X,{T2) - X,{T,)\\ UK\T2~T,\ 

(vgl. (iv) im Satz 3,1 von [5]). Für / = /̂  g,..., /2,^ ist • 

^.(^/ + ) =Xe{ti) + еФ/(х,(гО) 
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(vgl. (v) im Satz ЗД von [5]). Ferner gilt noch für jedes ganze L l = h,s + 1> h,£ + 
-f 2,. . . , /2,̂  — 1 die Ungleichung (vgl. (vi) im Satz 3,1 von [5]) 

(17) ti - ti-i^ £(5(1 - гА) (1 + гЬК)-' > eô{l - A) (l + LK)'^ = se , 

wenn e > 0 hinreichend klein ist. Wir bezeichneten dabei с = ô{l — À) (1 + LK)~\ 
wobei Ô die Konstante von (2), A < 1 die obere Schranke für a,, von (З), Ldie Kon­
stante von (1) und К die Konstante, welche die Funktionenklasse #"(0, K, {ecpk^ 
еФ^}) bestimmt, ist. 

Die oben beschriebenen Punkte ti, l = /j g, l^^^ + 1,..., /2,5 — 1 sind alle Unste-
tigkeitspunkte der Lösung х/т) im Intervall <Ti, Т2У. Nach der Ungleichung (17) 
gilt für deren Anzahl /2,̂  ~ h,s ^i^ Ungleichung 

(18) /2,. - / i , e^ 1 + ( ^ 2 - T,)jec, 

wo с die Konstante von (17) ist. 

Lemma 1. Es sei für 0 < e < 1, ^ (̂т) eine Lösung der Gleichung (13) im Intervall 
(Ti, T2}. Wenn Fo(x, 0 ^ ^ ( ^ ' ^*) ^̂ ^ ""^ '̂̂ ^^ (1^) o'ï̂ ^ ^«'i« ï̂ r 

(19) f ' D[F,{XXT), t) - FO(X,(T), t)] OQB) + 0(1/Ve) x(e) 

mit г -> 0+ für jedes а e <Ti, T2>, wobei Fg(x, f) die Funktion von (8) fŝ . 

Beweis. Bezeichnen wir Q = {ti^ ,̂ r̂^ ̂ +1, ..., ti^ ^-^}. Für Ö-J, <T2 G <TI, Тг) ist 
nach der Definition einer Lösung 

х^стг) - x,{a,) = f 'DF^X^T), 0 = f '^^a(4^), 0 + f 'i>^eW^), 0 • 

Die Ungleichung (lO) und Lemma 3,1 von [3] gibt die Ungleichung 

ОР,{х,{т1 t) 

nach dem Lemma 3,8 in [5] ist 

Г S к\(Т2 - ö̂ i ; 

г 
Daher ist 

(20) ||х,((т,) - хХ<т,)\\ g К\а, - tTil + e E 1|Ф,(х,(̂ ,))|| 
'/с60П<(Г1,<Т2) 

für (Ti, С72 6 <Ti, Г2>. 
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Definieren wir nun sj(x) = 0, wenn т e <Ti, ti^ ^>, SJ(T) = l, wenn т e (ff̂  «+/-i, 
ti,^^+i), l = 0, 1,^.., /2,e ^ ^,e - 1 ixnd S,(T) = /2,e - /i,„ wenn те(г,^^^_1, Г^) ist 
und bezeichnen Hg(T) = sQ 5̂ (1) für т G (T^, Тз) (ß ist die Konstante von (3) und 
(4)). Legen wir ferner Н,{т) = Кт + Я,(т). Der Definition nach ist Я / т ) : <Ti, Т2У -> 
~> El eine von links stetige, beschränkte, nichtfallende Funktion in {T^, T2) und nach 
(18) gilt 

(21) ЯХТ2) - HXT,) = K{T, - T,) + гО(/2,. - /i,.) = 

^ X(T2 - Ti) + 8ß[l + (Г2 - Ti)/ec] = 0(1) 

mit e -^ 0 + . Nach (З) und nach der Definition von Я / т ) ist 

e I \Ы^г{к))\\ ueQ X 1 ^ \HXcr2)- Я,(<тО| 
rkeQn<<Ti,(T2) ïkeQn<o-i ,(T2) 

und von (20) ergibt sich dann 

(22) ||x,(^2) - Ф^\\ й \HiG,) - Hla,)\ 

für jede a^, (T2 e <Ti, Т2У. 
Sei nun {ao, т^, a^, ..., t^, a j eine Teilung des Intervalles (T^, Т2У mit folgenden 

Eigenschaften : 

a) Ti = Обо ^ Ti ^ ai ^ ... й a , - i ^ т, ^ a, = T2 , 

b) ao < aj < ... < a, , 

c) Hlaij)-Hlaj_,)<2Q^E, 

Die Menge aller Einteilungen {ao, TJ, a^, ..., т ,̂ a j des Intervalles {T^, Т2У mit den 
Eigenschaften a), b), c) wurde in [2] mit Л(2(2 7(^), T ,̂ T2, Я,) bezeichnet. Wir 
wollen da noch voraussetzen, dass folgendes gilt: 

d) а ^ - а ^ _ 1 ^ 1 für j = l , 2 , . . . , 5 . 

Man kann nun eine Teilung {ao, т^, a^, ..., т̂ , a j e A{2Q л/(е), Г^, T2, Я^) so 
wählen, dass für diese womöglich Hj(^Xj) — Hj[oCj_i) > Q-^г sein wird und wenn 
man dieses nicht, ohne die Bedingung d) zu stören, erfüllen kann, dann sei einfach 
(Xj — (Xj_i = 1. Sei nun soeine Teilung {ao, TJ, a^, ..., т ,̂ a j fest gewählt. Es ist 
offenbar s ^ [(ЯХТ2) - HlTi))\2Q ^1г] + T2 - T̂  + 1 und daher ist nach (21) 

(23) s = 0{г-"^) 

für E -» 0 + (s ist die Anzahl der Intervalle <aj_i, а^> der gegebenen Teilung). Für 
ein gegebenes cr6<Ti,T2> existiert offenbar eine ganze Zahl 5 ,̂ ŝ  ^ s, sodass 
crG(as^_i, a^^) sein wird. Man kann nun von der Teilung des Intervalles <T|, Т2У 
einfach eine Teilung {ao, т^, a^,..., a^^. j , î ,̂ , a^J G A{2Q ^/(e), T^, (7, Я^) des Inter-
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valles <Ti, cr> konstruieren (soeben, wie wir es im Beweis des Satzes 1,1 in [5] taten). 
Nachdem Po{x, t) e ЩО, ß*) ist, gilt dem Satz von Seite 405 in [3] zufolge die 
Ungleichung 

i; 
й 2ß V(£) [Q*{a - n ) + H,{a) - H,(TJ] 

für alle er G <Ti, T2> und also ist nach (21) 

(24) 

mit г -> 0 + für alle er e (T^, Тз). 
Sei nun oci-i ^ Tj- ^ of̂  ein Intervall der obigen Teilung. Wir untersuchen die 

Differenz 

(25) DF,{XXT), t) - [FXX,{T,), a;) - f/хДт,.), a,_J] = 
J <Xi-i 

= E '̂  Фу(^в(Ь)) - E 8 Фг(^а(^/)) = E E Фу(^з(<,)) + 
JeZi,i leZ2,i jeZij-iZtjnZ2,i) 

+ I [£ ф.(̂ .(̂ *) - e ф-с(^ДО)] - I e ф/(^е(^0) ; 
fceZi , i n Z 2 , i leZ2,i — (Zi . i o Z i . i ) 

dabei ist Z^̂ ^ = {; ganz; r̂ . e <а^_1, a^), еф/хД-) ) = f̂ } und Z2,i = {/ ganz; 
^(pii^ei^i)) ^ (f^i-b ^i)}- ß^™ herleiten dieser Gleichung benutzten wir das Lemma 
3,8 von [5] und die Definition von Fj[x, t) in (8). 

Soeben, wie wir die Ungleichung (18) hergeleitet haben, kann man einfach zeigen, 
dass die Anzahl der in Z^j und also auch in Zj j- n Z2,f liegenden Punkte von oben 
mit der Zahl 1 + (a^ — (Xi^-^jßc abgeschätzt werden kann, wobei с die Konstante 
von (17) ist. Nach c), (1) und (22) ist 

[еф.Ыт,.)) - t\ = \BCPIXIX^) - sq>j{xlt^)\ S sL\\x,{r,) - x,(̂ ,̂)l| ^ 

S sL{HXoi,) - Я,(а,_0) й еЬ. 2Q V(e) ( = 0(г^/^), г -> 0 + ) 

und man kann also die Anzahl der Punkte der Mengen Z^j — (Z2,i- n Z^^f), Z2J — 
— (Zi f n Z2,i) von oben mit der Zahl s ^{sjlLQJec + l( = 0(l)) abschätzen und 
also ist nach (25), (3), (4), c) und (22) 

1: < 

9(1) + eQ max \\xXh) - xX^.)\\ [1 + («i - i 
/ceZj ,inZ2 , i 

й 0(8) + 2EQ' V(e) [1 + (a, - «i-O/ec] = (2ß^/c) (a^ - a,._i) V(e) + 0(e) 

U2.S.Q. 0(1) + £ß max \\xXh) - х^Т;)! [̂  + («; " «;- O H ^ 
/ceZj ,inZ2 , i 
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für e -> 0 + . Dieses gibt nach der Summierung über i = 1, 2, ..., ŝ  nach (23) und 
nach der Ungleichung ŝ . g s die Abschätzung 

1 1 l*a sa !j 

и г, '•=! Il 

u î P-f (a, - a,-i) V(e) + 0(e)]j = 0(Va), e - . 0+ . 

Nach (26), (24) und (16) gilt also 

\Г DlFXxXr),t)~Fo(x,{t),t)-] < + DFXXX^I t) - X Ar~^'-'^Xx,(T,)>^^-i) 

+ I X AV-^-'lP^r;), a,_0 -̂  FO(^,(T,), a,_0]|| + 

+ Г /)FO(XXT), 0 - I Ar-^^-'Fo(4T,), a,_0 

^ 0(V£) + 5, x(e) = 0 (V8) + 0(1/Ve) x(e) 

für alle (F e <Ti, T2> mit г -> 0 + . 

Bemerkung 1. Von (19) geht hervor, dass wenn die Voraussetzungen vom Lemma 1 
erfüllt sind, dann ist (nachdem lim %(е)/.у(£) = 0 gilt) 

lim 
£->0 + 

Г D[f,(xXt), 0 - FO(XXT), 0] = 0 

für alle o-e <Ti, Г2>. 
Bemerken wir auch noch folgendes: Sei CD(S) soeine Funktion, für welche lim œ(e) = 

= 0 ist. Sei die Funktion F,(x, t) mit '"^ ̂  

(8a) 
s(x,t/co(B)) 

F, (x ,0=«(e) E Ф,(х) 
i = s(jc,0) 

definiert (anstatt (8)) für (x, ï) e G. Man kann einfach den Beweis vom Lemma 1 in 
diesem Fall wiederholen, indem man e mit co(ß) ersetzt. Anstatt (16) setze man voraus, 
dass 

(16a) i |Af[F,(x,0-^o(x,0]| | =x{s), lim 
xi^) 

für alle (x, f) 6 G, 0 < 5 g 1 gilt. Wir bekommen dann folgendes 
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Lemma la. Sei г > О derartig, dass О ̂  ш(е) < 1 ist, und sei х/т) eine Lösung 
per Gleichung (13) im Intervall <Ti, Г2), wob^i F^(x, t) in (8a) gegeben ist. Wenn 
FQ[X, t) e ^(G, ß*) ist und wenn (I6a) gilt, denn ist 

(19a) П[РХХ,{Т), t) - f о(хг(т), 0] 
Ti 

= 0 ( v co(e)) + 0(V^(e) ) x(e) 

m/t e -> 0 + für jedes G G ( Т ^ , Т З ) J. /i. es /sf 

lim D\Fixix\ t) - FO(XXT), 0 ] 

/Wr 0-G<Ti, T2>. 

Lemma 2. Sei e > 0 wn̂ i sei Xo(t) eine Lösung der Gleichung (14) im Intervall 
{Ti, T2>. PFenn Fg(x, r) G ^(G, K) ist und wenn (15) gilt, dann ist 

(27) Г D[F,(XO(T), 0 - FO(XO(T), q = 0(7-^(8)) 

für alle а G ( T J , Г2) mi^ e -^ 0 + . 

Beweis. Nachdem XQ{X) in (Tj , T2> eine Lösung der Gleichung (14) sein soll, 
wobei Fo(x, i) e ^{G, K^ + ß*) ist, gilt für a^, 0-2 ̂  <Ti, T2} die Ungleichung 

(28) ||Xo((T2) ~ Xo{<7,)\\ й (к' + ß*) \CT2 - (7,1 

(vgl. Lemma 2,4 in [3]). 

Bilden wir weiter eine Teilung {ao, т,, а,, ..., т ,̂ a j des Intervalles <Ti, Г2>, für 
welche 

a) Ti = ao ^ Ti ^ ai ^ ... ^ a,_i ^ T, ^ a, = Г2 , 

b) ao < a, < ... < a^, 

c) ЛНШ2(к' + Й*)] ^ «; - a,_, ^ VC-AC«)]/!^" + ß*) ' i = 1.2, .-,'• 

gilt. Setzen wir zugleich auch voraus, dass ^J[ф{eУ\ < K° + Q* ist (dann ist Xj — 
— aj_j < 1). Für die Zahl r, welche die Anzahl der Teihntervalle der obigen Ein­
teilung des Intervalles <Ti, Tj) bestimmt, gilt offenbar die Ungleichung r ^ 1 + 
+ liK" + Q*) (T2 - ri)/V[iA(8)] und also ist 

(29) 0 
ЛФШ 

für e -> 0 + . Sei (TG<ri, '̂ 2>- Offenbar findet man eine ganze Zahl r^, r^ g r, 
sodass (j G (a^^_ 1, â >̂ sein wird. Soeben wie im Beweis vom Lemma 1 bilde man eine 
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Einteilung {OCQ, T^, a^,..., oc^^-i, т̂ ,̂ a^J des Intervalles <Ti, er) von der oben fest­
gelegten Teilung. Nach dem Satz auf Seite 405 in [3] gilt nun 

DPXxoir), 0 - I AV~'"iFX^o(ti), a / - i ) ] 
Ti 

und ebenfalls 

\ГвР,(хо(х), t) - f A ? ' - " - ' [ ^ o W t O . « ; - i ) ] 

й(К + К°+и*){Т,-Т,)(^ф{е)) 

£(2К + и*){Т,-Т,)ф{а)), 

nachdem /"/x, t) e ^(G, K), FQ{X, t) e ê^{G, K°) ist, (28) gilt und die Teilung zu der 
Menge A{^\_\l/{s)\,Ti,G,h) von Teilungen des Intervalles <Г,, «r) mit h{i) = 
= (X" + ß*) Î gehört (vgl. [3]). Daher ist 

\ [ D[Plx,{,),t)-Po{xo{-t),t)-\ < 

s S' | | А Г - ^ ' - ' [ ^ Ы ^ О ' ^/~i) - ^о(^о(т,), a,_0]l | + 

+ {T, - T,) {Ж + X« + 2ß*) (V^(e)) 

und also ist 

{" Ö[^,(XO(T), О - f o(^o(t), 0] 
l lJr i II 

й r, max (|Ar-^-'|:/',(xo(r,.), a,._,) - ^o(^o(^,-)' o<.--i)]| + 0{^Щ) , 
i 

woher nach (15) und (29) die Abschätzung (27) folgt. Das Lemma ist so bewiesen. 

Sei nun X / T ) eine Lösung der Gleichung (13) in (T^, T2}, sodass X^(TI) = x^ ist 
und XO(T) sei eine Lösung der Gleichung (14) in (T^, Т2У, für welche Xo{Ti) = Xo ist. 
Für er G <Ti, T2} gilt dann 

^||x,-Xo|| + 

i)[i^/^.W' 0 - FO(XO(T), 0] 
Г1 

< 

Г' D[FXXXT)J)~F,(XO(T)M + I f i)[^.(xo(T),0--^o(^oW.O] 
J T I II llJri 

Г /)[/^,(х,(т), о " ^ о ( 4 т ) , 0 ] | | + il f ^[Ро(Щ, t) - FO(XO(T), Olli . 

Nachdem Pj^x, t) e # - ( G , iï:), Po{x, t) e ^{G, Q*) ist, gilt 

| А Г " [ ^ . W t ) , г,) - P,(xo(z), h)]\\ й Ы^) - Хо(т)| К | ; , - ^01 > 

+ 
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für alle ti, t2 e <7\, Тг). Daher ist nach dem Lemma 2,1 in [3] 

und 

DlF^ixXx), t) - FO(XO(T), 0] 1Г' 
<K 

< ß* 

\Ы^) ~ ^oWll dt 

|xXT)-Xo(T)I|dT. 
T"! 

Mit Hilfe von Lemma 1 und 2 bekommen wir 

(30) \\X,{CT) - XO{CT)\\ S \\X, - x,\\ + 0(Ve) + 0 (j\x{^) + 0[^ф{г)) + 

+ (X + ß*) f ||XXT) ~ Xo(t)l| àx 

für 8 -> 0+ und alle и e (T^, Г2>. Wenn die Funktion Fj^x, t) nach (8a) definiert ist, 
und wenn (16a) gilt, dann ist soeben 

(30a) 114(7) - Xo(ö-)|l ^ ||x, - xoll + 0{^со{г)) + 0 {~^\ z(e) + 

+ 0(V^(e)) + (X + ß*) f' ||X,(T) - XO(T)1| dt 

für 8 -^ 0+ und alle G G (Г^ , Тг). Das Gronwallsche Lemma (vgl. auch Lemma 2,3 
in [3]) liefert dann nach (30) die Ungleichung 

(31) 

< И а - ^ o l l + 0 ( V e ) + 0 ( y V ( ^ ) + ö ( V ' A ( e ) ) 
(K + ß * ) ( T - r i ) 

^ I 

und im Fall (30a) die Ungleichung 

(31a) II^XT) - XO(T)|| й 

| x , -Xo | | + 0{^œ{e))^ 0 
^Oj{ß) 

Z(8) + 0{^XIJ{E) Jk + Q*Hx-TO 

für alle T e {Ti, T2> und e -> 0+. 
Für die Definition von F^{x, t) benützen wir die allgemeinere Beziehung (8a) und 

formulieren für diesen Fall das eben erreichte Ergebniss: 

Satz 1. Es seien die Konstanten L ̂  0, (5 > 0, 0 < Л < 1, К ^ 0, X° ^ 0, ß* ^ 0, 
Q ^ 0 gegeben. Dann gibt es zu jedem vj > 0 ein /i > 0, sodass folgendes gilt: 
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Sei Fo(x, t) = Foix, t) + Fo(^, 0 ' ^̂ ^ ^o(^:, 0 e^(G, K% Fo(x, t) e ^{G, Q% 
F^x, t) = ^^(x, t) + FJ^x, t), wo F,{x, t) e J^(G, K) und F,(x, t) in (8a) bestimmt ist. 
Sei weiter Xg, XQ e M, — oo < T^ < Tj < + oo und für alle (x, r), (x, t + S) G M x 
X C^i. Ti) . 0 < ^ ^ 1 sei (15), (16a) er/w//t, wobei 

lim co(e) = 0 , lim ф(8) = 0 , lim - Ä . = о . 
£->0 + -0+7^(8) 

W?nn X£(T) вше Lösung der Gleichung (13) ш <Ti, T2>, ^^(Tj) = x̂  und Хо(т) вше 
Lösung der Gleichung (14) ш {T^, Тг), XQ{Ti) = XQ ist und wenn \\x^ ~ XQ\\ < fi, 
0 < 8 < fi, dann gilt 

(32) ||X,(T) - XO(T)|| < f] 

für alle те (T^, Т2У. 

Bemerkung. Der Satz 1 gibt die stetige Abhängigkeit der Lösungen der Gleichung 
(13) für e -> 0 + an und besagt, dass für hinreichend kleines e > 0 in einem Intervall 
eine Lösung der Gleichung (13) der, von demselben Ausgangspunkt ausgehenden, 
Lösung der Gleichung (14) beliebig gleichmässig nahe ist. 

Weiter wollen wir nun das Problem, welches den obigen Untersuchungen zum 
Grunde liegt und diese angeregt hat, darstellen. 

Gegeben sei das Dififerentialgleichungssystem 

(33) ^^e[f(x,t)+ 1Ф1Х)О(1-Ф))] 
at i=-oo 

in G, wobei e > 0 ein kleiner Parameter ist und ö die Diracfunktion bedeutet. Sei 
dabei/(x, f) : G -> £„ derartig, dass 

(34) \\f(x, Ol й К 

(35) |1/(х,0-/(>',01|^^||^->'11 
für {x, t), {y, t)eG gilt; für (p^{x) : M -* E^ und Ф^(х) : M -y E„ gelte (l), (2), (З), 
(4) und (6). 

Ferner setze man voraus, dass 

(36) lim [ / ( X , T ) - / * ( X ) ] = 0 , 

[
i s(x,a + »r) -1 

- E Ф,(х)-ЗФ*(х) =0 
1 i = s(x,a)+l J 

für alle (x, a) G G, 0 < 5 ^ 1. 
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So, wie bei der Methode der Mittelwertannäherung von Krylov-Bogoljubov, soll 
das Verhalten der Lösungen der Gleichung (33) (der Begriff einer Lösung von (33) 
wird weiter festgelegt) für e ->' 0 + untersucht und mit den Lösungen der Mittelwert­
gleichung 

(38) ^ = a[/*(x) + Ф*(х)] 
dt 

vergleicht werden. 
Wenn man in (33) die, bei Untersuchungen dieser Art übliche, Transformation 

t = т/г formalerweise durchführt, übergeht (33) in 

(39) ^ = / ( ^ Л + е l 0ix)S{t-ecp,ix)). 
dr \ £ / i=-x) 

Definiere man für (x, t) e G 

(40) f /x ,0= ['/(л-, j'jdt 

und lege man F^(x, t) = Fj[x, t) + Fjl^x, t), wobei F^x, t) so, wie in (8) bestimmt ist. 
Unter einer Lösung der Gleichung (39) werden wir die Lösungen der verallgemeiner­
ten Differentialgleichung 

(41) ^ = Ö F , ( x , f ) 
dt 

mit dem oben festgelegten Fe(x, t) verstehen. Von (34) und (35) folgt nach (40) einfach 
F,(x, t) e ^{G, K) und also ist auch F / X , t) e J ^ ( G , K, {ecp^, еФ^}). Nach (36) ist für 
/*(x) :M -> E„ von (34) 

(42) • ||/*(x)|| й К 

für X e M und von (35) ist 

(43) | | / * (x ) - /* ( j . ) | | ^ i C | | x - y | 

für X, y G M. Nach (37) folgt für Ф*(х) : M -^ E„ mit Hilfe von (3) und (7) die 
Ungleichung 

(44) i^*W|| S ^* , 

wenn X e M ist und mit Hilfe von (4), (7) ist 

(45) ||Ф*(х) - Ф*(у)|| й ß*i|x - >'l! 

für X, у e M, dabei ist ß* = Qjô ^ 0. 
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Legen wir nun für (x, t)e G : Po{^^ 0 ~ / * ( ^ ) ^ ^o(^> 0 "̂  ^*(^) t imd 

(46) Fo(x, 0 = Foix, t) + Fo(^, 0 = ( / * W + ^*(^)) ^ • 

Offenbar ist Fo(^. 0 ^ «^C^̂ ' ̂ ) ' ^o(-^. 0 ^ -^(^^ ^*)- Wähle man 0 < ^ ^ 1, (x, r) G 
e G. Es ist 

Af[f,(x, 0 - n ( x , 0 ] = r\f(^' (Ф)) - / * W ] àr = 8 [" '" ' '^[/(x, T) - /*(x)] dT. 
J f J r/e 

Daher ist nach (36) 

lim l|Äf[F,(x, 0 - Foix, Щ = lim ̂ (e) = 0 . 

Soeben kann man zeigen, dass von (37) auch 

lim — ||Af[F,(x, t) - Fo(x, Oll = lim - ^ x(e) = 0 

für (x, r) G G gelten wird. Wir bemerken noch, dass die verallgemeinerte Differential­
gleichung 

(47) ^ = DF,{x, t) 
dt 

mit Fo(x, t) von (46) der Gleichung 

H T 

(48) ^ =r(x) + Ф*(х) 
dt 

äquivalent ist (vgl. [1]). 

Als wir soeben zeigten, sind alle Voraussetzungen des Satzes 1 für die Gleichungen 
(41) und (48) erfüllt und also gilt dieser für diese Gleichungen. 

Sei nun X^T) in <Ti, Т2У eine Lösung der Gleichung (41), sodass X^{TI) = x^ ist. 
Nach der Definition der Lösung gilt für alle ^ e {T^, Т2У 

^eiO = ^г+ { DF^xiz), t) . 

Daher ist für alle ^ G (Тф, Тз/е) offenbar 

х,(г^) = X, + DF^X^T), t) . 
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Wenn man im letzten Integral т = sa legt, ergibt sich (nach der Behauptung 2,1 in 
[3]) nach dieser Transformation die Gleichung 

DFXX,(T), t) = D,F,(xXecT), ss) 
Ti J r i / £ 

und es gilt also für alle ä, e iT^je, Tj/e) die Gleichung 

х^еС) = X, + i)F,(x,(eT), ê ) . 
JTi/E 

Diese letzte Gleichung bedeutet, dass die Funktion х/гт) im Intervall iT^js, Тз/е) 
eine Lösung der Gleichung 

(49) ^ = DF,{x, et) 
dt 

ist, welche für т = Tje dem Wert x^ gleich ist. Wenn anderseits yX'^) in iT^je, T2JS} 
eine Lösung der Gleichung (49) ist, für welche yJ^Tijs) = x^ gilt, dann ist yjjj&) eine 
Lösung der Gleichung (41) in <Ti, Т2У, welche für т = T̂  den Wert x^ annimmt. 
Gleicherweise kann gezeigt werden, dass wenn Хо(т) eine in {T^, Т2У bestimmte 
Lösung der Gleichung (47) mit Xo(Ti) = XQ ist, dann ist Хо(гт) in (^T^js, Тг/е) eine 
Lösung der Gleichung 

(50) - = /)Fo(x, st), 
dl 

welche für т = Tje dem Wert XQ gleich ist. Umgekehrt, wenn Уо(т) in ( T j e , Т2/г> 
eine Lösung der Gleichung (50) mit ус^(Тф) = XQ ist, dann ist Уо('̂ /̂ ) ^^^^ Lösung 
der Gleichung (47) in (T^, Т2У, welche für т = Tje den Wert XQ annimmt. 

Wir legten bisher den Begriff der Lösung der Gleichung (ЗЗ) noch nicht fest. Wir 
werden also unter einer Lösung der Gleichung (33) eine Lösung der verallgemeinerten 
Differentialgleichung (49) verstehen. Dieser Lösungsbegriff fällt mit dem, bei der 
Lösung von technischen Problemen gebrauchlichen LösungsbegrifiF der Gleichung 
(33) zusammen, wenn man verlangt, dass die Lösung von (33) eine von links stetige 
Funktion sein soll. Diese Lösungen haben auch die Eigenschaft, dass falls die Lösung 
eine Fläche der Form t ~ (Pk{^) in E^+i trifft, dann besitzt diese Lösung eine Unste-
tigkeit Ф^(2^), wobei (z,̂ , t^ der Punkt ist, in welchem die Lösung die Fläche trifft 
und für welchen also t^, ~ cpki^k) gilt. 

Es ist offensichtlich, dass jede Lösung der Gleichung (50) zugleich auch eine 
Lösung der gewöhnlichen Gleichung 

(51) ^ = г[/*(х) + Ф*(х)] 
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ist und umgekehrt. Daher folgt nun, nach der Anwendung des Satzes 1, der folgende 
Satz: ^ 

Satz 2. Es seien L^ 0, ô > 0, 0 < Ä < 1, К ^ 0, Q ^ 0 gegebene Konstanten, 
Dann gibt es zu jedem t] > 0 ein SQ > 0, sodass folgendes gilt: 

Sei /(x, t) : G ~> £„, (Pk{^) : M -^ E^, Фл(̂ ) : M -^ E„ so gegeben, dass (34), (35), 
(1), (2), (3), (4) und (6) gilt. Sei (36) und (37) erfüllt und sei -oo < T^ < T2 < +00, 
x^, XQ G M . Wenn Уо(т) eine Lösung der Gleichung (48) in <Ti, Т2У ist, yo(^i) = -̂ o 
und x^(i:) eine Lösung der Gleichung (ЗЗ) in {T^je, Г2/г>, x^{T^js) = x^ und wenn 
|î £ ~" -̂ o|| < SQ, 0 < s < 8Q ist, dann gilt 

ll-^e(^) - >'о(ет )̂1| <^ 

für alle 1 e {Tje, T2/e>. 

Der Satz 2 gibt eine Aussage, welche den üblichen Mittelwertannäherungssätzen 
für gewöhnhche Differentialgleichungen ohne Impulsen nahe steht. 
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