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STETIGE ABHANGIGKEIT VON EINEM PARAMETER
FUR EIN DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEM MIT IMPULSEN

STEFAN SCHWABIK, Praha

(Eingelangt am 4. Dezember 1969)

Sei M < E, eine offene Menge, G = M x (—o0, 00) = E, . Sei ferner fiir jedes
ganze k eine Funktion qok(x) : M — E, so gegeben, dass

(1) lou(x) = @u(y)] £ Llx = y]
fir jedes ganze k und x, y € M gilt und sei
(2) Prer(x) — @ux) 25 >0

fiir alle ganze k und x € M. L= 0 und 4 sind dabei von k nicht abhidngende Kon-
stanten.

Weiter sei ebenfalls fiir jedes ganze k eine Funktion ®,(x) : M — E, gegeben, wobei
vorausgesetzt wird, dass

() [0 < min (2. %)
fiir alle ganze k und x € M gilt und dass auch

(4) |#dx) = @(y)] = @fx - y]

fiir alle ganze k und x, y € M gilt, wobei Q = 0 eine, von k nicht abhdngende, Kon-
stante ist und es gilt 0 < o, < 4, wo A < 1 eine vor k nicht abhingende Konstante

sei.
Definieren wir (so wie in [4] und [5]) die Mengen

(5) o Ge={(x 1) xeM, gp_i(x) < t < o)},
P, ={(x,1); xe M, t = g, (x)}

und setzen noch voraus, dass fir jedes f, 0 < f < 1 die Beziehung

(6) (x + B Pux), ou(x)) € Gryy U P,

fiir alle ganze k und x € M gilt.
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Sei nun s(x, 1) = k, wenn @i(x) < t < @4 1(x) ((x, 1) € Gx+ 1 U Py, ,) ist. Offenbar
gilt

7) s(x,a + 9) —s(x,a) = 1
fir alle (x, a) € G. Mit Hilfe der Funktion s(x, 1) : G — E, definieren wir nun fiir

¢ > 0 die Funktion

s(x,t/e)

(®) F)=e¢ 3 ()

i=s(x,0
N2 Ny
wobei Y = — Y sein soll, wenn fiir die ganze Zahlen die Ungleichung N; > N,
i=Ny i=Nz

gilt.

Ferner sei K > 0 gegeben. Fiir ¢ > 0 sei #(G, K, {e¢,, e®:}) die Funktionenklasse
von [5] (vgl. auch [4]). Nachdem s(x,tfe) = k fiir e@y(x) <t < g (x) ist,
gehort die Funktion F(x, ) von (8) zu der Klasse #(G, K, {e¢,, e®,}) nach [5] und
fiir eine Funktion F,(x, 1) € #(G, K, {eq,, ¢®,}) gilt

9) F(x,1) = Fy(x, 1) + F(x, 1),

wobei F(x, 1) in (8) bestimmt ist und es ist F,(x, t) € #(G, K). Es gilt also (vgl. [4]

und [5])

(10) [AZT"E(x, 1)) £ K1, — 1,
und
(11) AR AE (x, )] < K[y] |tz = 1]

fir alle (x,1),(x + y,t)eG, i =1,2. Wir benutzten da die Bezeichnungen
ATF(x,1) = F(x,t + o) — F(x, 1), AJF(z, t) = F(z + y, t) — F(z, t) fiir eine Funk-
tion F(x,t):G — E,.

Bemerkung. Ganz einfach kann man nachweisen, dass fiir jedes ¢ > 0 die Funktio-
nenklasse #(G, K, {ep,, ¢¥,}) die Voraussetzungen des Absatzes 2 von [5] erfiillt.
Es ist eben nur die Voraussetzung (2,11) von [5] nicht erfiillt, welche fiir unseren Fall
besagt, dass 0 < eLK < 1 sein muss. Es ist aber klar, dass fiir hinreichend kleine ¢ >0
(d. h. fiir e < 1/KL, falls K > 0, L > 0 und ¢ beliebig, wenn eine der Zahlen K, L
Null gleich ist) diese Voraussetzung ebenfalls erfiillt sein wird. Uns wird da der Fall
¢ — 0+ interessieren und also geniigt es die Untersuchungen fiir hinreichend kleine
& > 0 durchzufiihren.

Weiter sei eine Funktion Fo(x, ) : G — E, gegeben, wobei

(12) Fo(x, 1) = Fo(x, t) + Fo(x, 1)
ist und Fo(x, 1) e F(G, Q*), Fo(x, 1) e (G, K°). Es ist also offenbar auch Fo(x, ) e
e #(G,K° + Q%)
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Unsere Untersuchungen werden den verallgemeinerten Differentialgleichungen

(vel. [1])

(13) 9 _ DFx, 1)
dt

und
dx -

(14) —~ = DFy(x, 1)
dt

gewidmet, wobei F,(x, t): G — E, von (9) und Fy(x,1): G - E, von (12) ist. Wir
werden dabei voraussetzen, dass

(19) IATELx ) = Fols, 0] = 9(0), lim y(e) = 0
fiir alle (x, 1) e G, 0 < 3 < 1 ist, und
(16) [ATFe 1) = Fol, 0] = 2(e) - Tim X)) = 0

fiir alle (x, 1) e G, 0 < 9 < 1 gilt.

Die Beziehungen (15) und (16) geben eine gewisse Konvergenz der rechten Seite
der Gleichung (13) zu der rechten Seite der Gleichung (14).

Der Begriff der Lésung von (13) bzw. (14) ist in [1] definiert. Wir werden voraus-
setzen, dass —oo < T; < T, < + oo ist. Eine Losung der Gleichung (13) im Inter-
vall (T}, T, bezeichnen wir mit x,(t) und eine Lésung der Gleichung (14) im Inter-
vall (T, T,) wird mit x,(t) bezeichnet.

Nachdem die Funktionenklasse #(G, K, {eq,, e®,}) fiir alle hinreichend kleine
¢ > 0 die Voraussetzungen von [5] erfiillt (vgl. die obige Bemerkung), kann der
Satz 3,1 von [5] zu Hilfe genommen werden, wenn man die Losung xe(t) der Glei-
chung (13) in (T}, T,) untersucht. Wir werden nun schon immer voraussetzen, dass
¢ > 0 hinreichend klein ist. Nach dem Satz 3,1 von [5] gilt folgendes:

Es existieren ganze Zahlen I, ,, I, ., sodass

5‘P1i,5~1(xe(Ti)) < T; é swl;,c(xs(’ri)) s i = 1, 2

istundes gilt I, , £ I, , (vgl. (i) im Satz 3,1 von [5]); fiir jedes ganze I: [, , S | < I,,
gibtes genaueint, € (T, T,), sodass e @/(x,(t,)) = t,istundesgiltt, <t . <...
.o <ty .y (vel (i) im Satz 3,1 von [5]). In den Intervallen <Tj, t;, >, {t;—y, t;),
I=1,4+1,..,0,—1,(t, - T,) ist x,(r) cine Losung der Gleichung dx/dr =
= DF"E(x, 1) und es gilt in jedem von diesen Intervallen die Ungleichung

”xﬂ('cz) — xa(‘cl)” < K[rz — 11|
(vgl. (iv) im Satz 3,1 von [5]). Fir I = I, ,,..., I, , ist
x(t+) = x(t) + & (x,(1)))
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(vel. (v) im Satz 3,1 von [5]). Ferner gilt noch fiir jedes ganze I, I = 1, , + 1,1, , +
+2,...,1,, — 1 die Ungleichung (vgl. (vi) im Satz 3,1 von [5])

(17) =ty 2 ed(l —ed)(1 + eLK)™' > &8(1 — A) (1 + LK) =ec,

wenn ¢ > 0 hinreichend klein ist. Wir bezeichneten dabei ¢ = §(1 — 4) (1 + LK)™*,
wobei & die Konstante von (2), A < 1 die obere Schranke fiir o, von (3), Ldie Kon-
stante von (1) und K die Konstante, welche die Funktionenklasse (G, K, {¢¢;,
e®,}) bestimmt, ist.

Die oben beschriebenen Punkte ¢, | =1, ,,I; .+ 1,...,1,, — 1 sind alle Unste-
tigkeitspunkte der Losung x,(r) im Intervall (T}, T,). Nach der Ungleichung (17)
gilt fiir deren Anzahl I, , — I, . die Ungleichung

(18) Le—1i, <1+ (T, = T)ec,

wo ¢ die Konstante von (17) ist.

Lemma 1. Es sei fiir 0 < ¢ < 1, x,(t) eine Lisung der Gleichung (13) im Intervall
(Ty, Ty). Wenn Fo(x, t) e (G, Q*) ist und wenn (16) gilt, dann ist

(19) :1 [ rrs0.0 = Rt 0] = 0(s) + 011ye) ()

mit ¢ > 0+ fiir jedes o € {Ty, Ty, wobei F(x, t) die Funktion von (8) ist.

Beweis. Bezeichnen wir Q = {t,, ,t;, .1, ... 1,2,5_1}. Fir o,,0, € (T, T,) ist
nach der Definition einer Losung

w(02) = xfor) = J " DF (e, 1) = j DR (ee). 1) + I DR (x(2),1) -

oy oy oy

Die Ungleichung (10) und Lemma 3,1 von [3] gibt die Ungleichung
| (o2 Il
}J DF (x(z), 1)|| < Kla2 — 0'1' ;

nach dem Lemma 3,8 in [5] ist

f "DR(x( ) = Y s dyxty).

a1 tkeQn{oy.02)

Daher ist

(20) [x(02) — x(o))] £ Kl"l - "1| te > ||d>k(xe(tk))[| .

1€Qn{01,02)

fiir 01,03 € <Tla T2>'
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Definieren wir nun s,(t) = 0, wenn te Ty, 1, >, s(t) =1, wenn te(t;, 4,4,
o 1=0,1,..,0, =1, —lund s(t) =1,, — I, ,, wenn t€(ty, _y, Tp) ist
und bezeichnen H,(t) = Q s,(7) fiir t € (T}, T,) (Q ist die Konstante von (3) und
(4)). Legen wir ferner H,(t) = Kt + H,(t). Der Definition nach ist H,(t) : (T}, T, —
— E, eine von links stetige, beschrinkte, nichtfallende Funktion in (T, T;) und nach

(18) gilt

(21) H(T,) — H(T\) = K(T, — Ty) + eQ(l,, — I,,) =
<K(T, — Ty) + eQ[1 + (T, — T))Jec] = O(1)

mit ¢ — 0+. Nach (3) und nach der Definition von H,(t) ist

& Y o)) s ¥ 1= [H(o) — Alo)

1,eQn{01,02) tkeQn{a1,02)

und von (20) ergibt sich dann

(22) [xd02) = x(o))] = [Hdo2) = Ho))]
fiir jede o4, 0, € (T}, T).

Sei nun {ao, Ty Opy vves Ty as} eine Teilung des Intervalles (T}, T,) mit folgenden
Eigenschaften:

a) T, =0y =7 S0y = So =20 =T,
b) tp < oy < ... < 0,
9] H (o)) — H;_y) < 2Q /e

Die Menge aller Einteilungen {«, 7y, 4, ..., T,, &} des Intervalles {(Ty, T,) mit den
Eigenschaften a), b), ¢) wurde in [2] mit A(2Q /(¢), T}, T». H,) bezeichnet. Wir
wollen da noch voraussetzen, dass folgendes gilt:

d) o —a;-; =1 fir j=1,2,..,s.

Man kann nun eine Teilung {ao, 7y, 0y, ..., T,- 0} € 42Q /(¢), Ty, Ty, H,) so
wihlen, dass fiir diese womdglich H,(«;) — H,(o;—;) > @ /¢ sein wird und wenn
man dieses nicht, ohne die Bedingung d) zu storen, erfiillen kann, dann sei einfach
a; —o;_y = 1. Sei nun soeine Teilung {0, Ty, oy, ..., T, &} fest gewihlt. Es ist
offenbar s < [(H,(T,) — H(T,))[2Q \/¢] + T, — T, + 1 und daher ist nach (21)

(23) s = 0(e7'?) |

fiir ¢ = 0+ (s ist die Anzahl der Intervalle {o;_, a;> der gegebenen Teilung). Fiir
ein gegebenes o € (T,, T,)> existiert offenbar eine ganze Zahl s,, s, < s, sodass
o e(asa_,, o, sein wird. Man kann nun von der Teilung des Intervalles {T,, T,)
einfach eine Teilung {0, Ty, oy, ..., oy, T, &) } € A2Q \/(¢), T}, 0, H,) des Inter-
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valles (T;, ¢ konstruieren (soeben, wie wir es im Beweis des Satzes 1,1 in [5] taten).
Nachdem Fo(x, ) e #(G, Q¥) ist, gilt dem Satz von Seite 405 in [3] zufolge die
Ungleichung

So

[} 2Pt = £ [Pt ) = st )] =
220 @[ ~ T)) + Ho) — H(T,)]

fiir alle o € (T}, T,) und also ist nach (21)

(24) l j " DF(s(01) = £ [Fulfed ) = Fuls(c). ai_l)]! - o)

mit ¢ - 0+ fir alle 0 € (T, T5).

Sei nun o;_; < t; £ «; ein Intervall der obigen Teilung. Wir untersuchen die
Differenz

(25) ‘ri DFe(xs(T)’ t) — [Fs(xe(Ti)9 “i) - Fs(xs(‘[i)’ “i—x)] =
= 2, eP,(x(1) - IZ e B(x,(1;)) = ) & @(x(1;)) +

J€Zy i €Z>,i J€Zy,i=(Z1,inZ2,1)

+ Y [edu(x(t) — & Pulx(r)] - > & P(x,(7y)) 5
keZ1,inZ2 leZ2,i—=(Z1,inZ2,i)

dabei ist Z,; ={j ganz; t;e{o;_y, ), e x(t,)) =t} wid Z,, = {I ganz;

e @(x(t;)) € {o;~1, 2;)}. Beim herleiten dieser Gleichung benutzten wir das Lemma

3,8 von [5] und die Definition von Fy(x, t) in (8).

Soeben, wie wir die Ungleichung (18) hergeleitet haben, kann man einfach zeigen,
dass die Anzahl der in Z, ; und also auch in Z; ; n Z, ; liegenden Punkte von oben
mit der Zahl 1 + (x; — o;_,)/ec abgeschétzt werden kann, wobei ¢ die Konstante
von (17) ist. Nach c), (1) und (22) ist

IE @(x (1)) — tjl = ]s @i(x(z:) — ¢ <pj(x5(tj))] < eLfx(r;) — x(t)] £
< eL(H(0;) — H(o;—,)) < eL.2Q /(e) (= 0(¢*'?), ¢ > 0+)

und man kann also die Anzahl der Punkte der Mengen Z, ; — (Z,,;, " Z, ), Z,,; —
—(Z,:n Z,;) von oben mit der Zahl ¢./(g) 2LQ[ec + 1(=0O(1)) abschitzen und
also ist nach (25), (3), (4), ¢) und (22)

J' DF(x(2), 1) — [F(x(e), o) — F(xfe), a-1)]

<2.e.Q.001) + &2 max |x(t) — x{t))| [1 + (& — o;=y)fec] <

€Z1,inZ2,i

=< 0() + 2@ /() [1 + (o — ;- q)fec] = (2Q%)c) (o; — ;1) \/(€) + O(e)

B
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fiir e > 0+. Dieses gibt nach der Summierung lber i = 1,2,..., s, nach (23) und
nach der Ungleichung s, < s die Abschitzung '

(26)

[ pRse)) = B IR 1) = e 1)]1' E
=3 [~— (o = 21-1) (&) + o@)]] ~ O(Js), &= 0+.
Nach (26), (24) und (16) gilt also

DF(x(r) f) — ZA“ “r Fx (), o 1)“ +

1N - I
| x,(7), t) — Fo(x,(7),
!i LD[&( (9.0~ Fx9.0)] =

“| EIA‘;""“"‘[Fs(xs(ti), ti) = Folxe) )] +

+

Jw DFy(x,(7), t) — zA?‘_““'Fo(xe(ri), ai'l)i! <
< 0(e) + s, x(e) = 0(\Je) + 0(1]\/e) x(e)
fiir alle 6 € (T}, T,) mit ¢ - 0+.

Bemerkung 1. Von (19) geht hervor, dass wenn die Voraussetzungen vom Lemma 1
erfiillt sind, dann ist (nachdem lim x(e)/\/(e) = 0 gilt)
-0+

lim
>0+

:‘D[Fs(xs(-c), ) = Fofx (o), t)]H _

fiir alle 6 € (T}, T,).

Bemerken wir auch noch folgendes: Sei w(e) soeine Funktion, fiir welche lim w(e) =
= 0 ist. Sei die Funktion F,(x, f) mit a0+
s(x,t/0(2))

(8a) F(x,)) =ale) ) @(x)

i=s(x,0)

definiert (anstatt (8)) fiir (x, f) € G. Man kann einfach den Beweis vom Lemma 1 in
diesem Fall wiederholen, indem man & mit w(e) ersetzt. Anstatt (16) setze man voraus,
dass ‘

(16a) ”Af[i(x, 1) — Fo(x, 1)] ” = 1(e), Eer \;C(E()g)

fir alle (x, {)€ G,0 < § < 1 gilt. Wir bekommen dann folgendes

204



Lemma 1a. Sei ¢ > 0 derartig, dass 0 < w(e) < 1 ist, und sei x,(t) eine Lésung
per Gleichung (13) im Intervall {T,, T,), wobei F(x, t) in (8a) gegeben ist. Wenn
Fo(x, t) e #(G, Q*) ist und wenn (16a) gilt, denn ist

(%) | [ ptretonn - Fusto r)]if = 0 (Jol) + O(Jolo) 1)
mit ¢ —> 0I+ fiir jedes o € {T,, T,) d. h. es ist

im U DR, 1) — (o). z)]iI -
fiir 6 €Ty, Ts). |

Lemma 2. Sei ¢ > 0 und sei x,(t) eine Losung der Gleichung (14) im Intervall
(Ty, Tyy. Wenn F(x, t) e #(G, K) ist und wenn (15) gilt, dann ist

@) H [[ o200 = Pt 1) = 0wt

fiir alle 6 € {Ty, T,) mite — 0+.

Beweis. Nachdem x,(t) in {T,, T,) eine Losung der Gleichung (14) sein soll,
wobei Fy(x, t) € #(G, K® + Q*) ist, gilt fiir 6,, 5, € (T}, T, die Ungleichung
(28) [xo(e2) = xo(o)]| £ (K® + %) [0 — o]

(vgl. Lemma 2,4 in [3]).

Bilden wir weiter eine Teilung {«o, 7;, %, ..., T,, o} des Intervalles {T,, Ty, fiir
welche

A

a) Ty =0y 1y S0y LS =Sn20,=T,

r

b) Oy <0y < ... < .,
) VIWENRK + 0] £ & — oy < JIENEK® + 0%, j =12,

gilt. Setzen wir zugleich auch voraus, dass \/[¥(e)] < K® + @* ist (dann ist o; —
—aj_; < 1). Fiir die Zahl r, welche die Anzahl der Teilintervalle der obigen Ein-
teilung des Intervalles (T, T,)> bestimmt, gilt offenbar die Ungleichung r < 1 +
+ 2(K° + @*) (T, — T,)/{/[¥(e)] und also ist

(29) r=0 (m)

fir e > 04. Sei o€ (T, T,). Offenbar findet man eine ganze Zahl r,, r, < r

g = ">

sodass g € (oz,d_ 1> %> sein wird. Soeben wie im Beweis vom Lemma 1 bilde man eine
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Einteilung {oco, Ty Ogy eves Op 1, Ty, oc,’a} des Intervalles {7y, ) von der oben fest-
gelegten Teilung. Nach dem Satz auf Seite 405 in [3] gilt nun

1 < (K +K°+ 0%) (T~ T0) (\/¥(e))

f " DE(xo(c), 1) — ZA [F(xo(ts 25 )]

und ebenfalls

[ prffeh ) = ol o)

S (K + 09 (T, — T) (JW(0).,

nachdem F(x, 1) € #(G, K), Fo(x, t) e #(G, K°) ist, (28) gilt und die Teilung zu der
Menge A(/[¥(¢)], Ty, o, h) von Teilungen des Intervalles {7y, o> mit h(f) =
= (K° + Q*) t gehort (vgl. [3]). Daher ist

=

f " D[E(xo(z). 1) = Folxo(2)s 1)]

= iZIHATw"’([ﬁs(xo(Ti)a O‘i—l) - Fo(xo(fi)’ O‘i—x)]” +
+ (T, = T) 3K + K° + 22%) (Y (2))

und also ist
=

j " D[E.(xo(), 1) — Fo(xo(2), )]
=7, miax Az == [Fo(xo(zs)s 2 -1) — Fo(xo(7), o)) + o(Vw(e)

woher nach (15) und (29) die Abschitzung (27) folgt. Das Lemma ist so bewiesen.

Sei nun x,(t) eine Losung der Gleichung (13) in <Ty, Ty), sodass x,(T;) = %, ist
und x,(7) sei eine Losung der Gleichung (14) in (T}, T3, fiir welche x((T;) = X, ist.
Fiir 0 € {(Ty, T gilt dann

e |
o) = sl = 15, = 5l + | [ DR = it 1]
|

[‘Tl

=

|
+

f D (x,(x).)— F.xo(2); ,)]“ + ],’ f D[F (xo(7), 1) = Fo(xo(z). 1)] f

sl +

+

J: D[Fe(xe(r), 1) — Fo(x,(v), t)])I + !’I)Jj D[Fo(xe(r), 1) — Fo(xo(7), t)]” .

Nachdem F(x, 1) € #(G, K), Fy(x, 1) € #(G, 2*) ist, gilt
[T [E(x (o), 1) = Elxo(2) )] £ [%0) = xo(0)] K]tz = 1)],
JAi [Fo(x2), 1) = Folo(x)s 1)) £ [%(2) ~ xo(2)] ¥t = 1]
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fiir alle t,, 1, € (T}, T,). Daher ist nach dem Lemma 2,1 in [3]

“ DIF(x(9) ) ~ Fxa(0). 0] £K J " Jede) = xo(o)] de

\Tl

und

“ f " D[Fol(e), 1) — Folxale). t)]” < o J T l8) — xo(9)] d .

T

Mit Hilfe von Lemma 1 und 2 bekommen wir
(30) Jxfo) — %(0)] < % — %o| + O(J#) + 0 ( T ) 1e) + O(/(e)) +
+ (K + ¥ f " xe) = xo()] dr

fiir ¢ — 0+ und alle ¢ € (T;, T,). Wenn die Funktion F(x, r) nach (8a) definiert ist,
und wenn (16a) gilt, dann ist soeben

(00) (o) = 5lo)] £ [ = 5o + OJole) + o( v ()) 1) +

O((e) + (K + 2¥) j RRCERRCIRE

fiir ¢ » 0+ und alle o € (T}, T,). Das Gronwallsche Lemma (vgl. auch Lemma 2,3
in [3]) liefert dann nach (30) die Ungleichung

(31) Ix(2) - (0] =

=15 = %l + o) + o LCRES e ] e
und im Fall (30a) die Ungleichung
(31a) Jx(5) = xo(9)] =

[Hfs — %o| + 0(Jo(e) + 0 (—~T)> 1e) + o(\/./,(g)] SNy

fiir alle t € {Ty, T») und ¢ - 0+.

Fiir die Definition von F(x, ) beniitzen wir die allgemeinere Beziehung (8a) und
formulieren fiir diesen Fall das eben erreichte Ergebniss:

Satz 1. Es seien die Konstanten L= 0,6 > 0,0< A< 1,K =2 0,K°=>0,Q* = 0,
Q = 0 gegeben. Dann gibt es zu jedem n > 0 ein u > 0, sodass folgendes gilt:
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Sei Fo(x, 1) = Fo(x, 1) + Fo(x, 1), wo Fo(x,t)e #(G,K°), Fy(x,t)e #(G, Q%),
F(x,t) = F,(x, t) + F(x, 1), wo F(x, {) e #(G, K) und F(x, t) in (8a) bestimmt ist.
Sei weiter %,, 5o M, —o0 < Ty < Ty, < + o und fiir alle (x, t),(x,t + 9)e M x
x (Ty, T,), 0 < 8 < 1 sei (15), (16a) erfiillt, wobei

lim w(e) =0, limy(e) =0, lim 26 _

£=~0+ £—0+ e—=0+ \/(D(ﬁ)
Wenn x,(t) eine Losung der Gleichung (13) in {Ty, T,), x(T,) = X, und x,(t) eine
Lésung der Gleichung (14) in (T, Ty), xo(Ty) = %, ist und wenn ||%, — %o| < u,
0 <& < u, dann gilt

(32) [x(1) = xole)]| <7
fur alle te (T, T,).

Bemerkung. Der Satz 1 gibt die stetige Abhéngigkeit der Losungen der Gleichung
(13) fiir ¢ > 0+ an und besagt, dass fiir hinreichend kleines ¢ > 0 in einem Intervall
eine Lésung der Gleichung (13) der, von demselben Ausgangspunkt ausgehenden,
Losung der Gleichung (14) beliebig gleichmissig nahe ist.

Weiter wollen wir nun das Problem, welches den obigen Untersuchungen zum
Grunde liegt und diese angeregt hat, darstellen.

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

(33) () + Y 0x) 8t~ 0 9)]

i=—w

in G, wobei ¢ > 0 ein kleiner Parameter ist und ¢ die Diracfunktion bedeutet. Sei
dabei f(x, t) : G — E, derartig, dass

(34) [7Ge. 0] <K

(35) 171G t) = £ o) = K> =y

fir (x, 1), (y, t) € G gilt; fiir qok(x) M — E; und &,(x): M — E, gelte (1), (2), (3),
(4) und (6).

Ferner setze man voraus, dass
a+ 38T
(36) lim j [/(x.7) = F*(x)] = 0.
T-o a
s(x,a+38T)

(37) lim y/(7) [1T > «pi(x)—w<x>]=o

i=s(x,a)+1

fiir alle (x,a)e G, 0 < § < 1.
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So, wie bei der Methode der Mittelwertannaherung von Krylov-Bogoljubov, soll
das Verhalten der Losungen der Gleichung (33) (der Begriff einer Ldsung von (33)
wird weiter festgelegt) fiir ¢ —» 0+ untersucht und mit den LSsungen der Mittelwert-
gleichung

dx * *
(39) X off(x) + %]

vergleicht werden.

Wenn man in (33) die, bei Untersuchungen dieser Art iibliche, Transformation
t = t/¢ formalerweise durchfiihrt, iibergeht (33) in

(39) dx _ f(x, E) +e i D(x)8(t — ¢ pix)).

dz & i=—x

Definiere man fiir (x, t) e G
(40) Fx, 1) = '[ f<x, 3) dr
o P

und lege man F,(x, t) = F(x, t) + Fy(x, t), wobei F,(x, t) so, wie in (8) bestimmt ist.
Unter einer Lésung der Gleichung (39) werden wir die Lsungen der verallgemeiner-
ten Differentialgleichung

dx

(41) = DE(x1)

mit dem oben festgelegten F(x, t) verstehen. Von (34) und (35) folgt nach (40) einfach
F(x,t)e #(G, K) und also ist auch F(x, t) € #(G, K, {e@,, eP,}). Nach (36) ist fiir
f*(x): M > E, von (34)

@) el =K
fiir x € M und von (35) ist
#3) [7#6) = 70l = K[x = »]

fir x, y e M. Nach (37) folgt fiir *(x): M — E, mit Hilfe von (3) und (7) die
Ungleichung

(44) [o*(] = @+,

wenn x € M ist und mit Hilfe von (4), (7) ist

(45) [o*(x) = 2*O)] = @*]x -y
fir x, y € M, dabei ist Q* = Q[6 = 0.
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Legen wir nun fir (x, 1) € G : Fo(x, 1) = f*(x) t, Fo(x, 1) = &*(x) t und
(46) Fo(x, 1) = Fo(x, 1) + Fo(x, 1) = (f*(x) + o*(x)) ¢t .

Offenbar ist Fo(x, 1) e #(G, K), Fy(x, ) € #(G, Q*). Wahleman 0 < 3 < 1, (x,f) e
€ G. Es ist

t+38 t/e+8/¢
Aﬂﬁhﬂ%—ﬁ&ﬂﬂ=f [ﬂnﬁkb—fﬂﬂhh=8J/ /() = £*()] de.

Dabher ist nach (36)

lim |AJ[F(x, 1) — Fo(x, 1)]]| =1lim y(e) = 0.
e—0 e—0
Soeben kann man zeigen, dass von (37) auch

i IR ) = P 0] = im () =0

fiir (x, f) € G gelten wird. Wir bemerken noch, dass die verallgemeinerte Differential-
gleichung

(47) dx _ DF(x, 1)
dt

mit Fo(x, t) von (46) der Gleichung

dx " *(x
H;:f(x)%—(ﬁ()

(48)

aquivalent ist (vgl. [1]).

Als wir soeben zeigten, sind alle Voraussetzungen des Satzes 1 fiir die Gleichungen
(41) und (48) erfiillt und also gilt dieser fiir diese Gleichungen.

Sei nun x,(7) in (T}, T,) eine Losung der Gleichung (41), sodass x,(T}) = ¥, ist.
Nach der Definition der Losung gilt fiir alle £ e (T}, T3>

(&) =5 + J " DE(x(0).1).
T, :
Dabher ist fiir alle ¢ € (T ¢, T»/e) offenbar -

x(e€) = X, + J‘E‘: DF(x(7), 1) .
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Wenn man im letzten Integral © = ¢o legt, ergibt sich (nach der Behauptung 2,1 in
[3]) nach dieser Transformation die Gleichung

f DF(x(z), 1) = J j D,F.(x(s0), &5)

T,
und es gilt also flir alle £ € <Tl/s, T2/e> die Gleichung

5
x,(e€) = %, + J DF (x(et), et) .
Ti/e
Diese letzte Gleichung bedeutet, dass die Funktion x,(et) im Intervall (T/e, T,[e)
eine Losung der Gleichung

(49)

dx
— = DF(x, ¢t
w“ (x, &)

ist, welche fiir T = T)/e dem Wert %, gleich ist. Wenn anderseits y,(t) in {Ti/e, T,/[e)
eine Losung der Gleichung (49) ist, fiir welche y,(T}/e) = %, gilt, dann ist y,(t/¢) eine
Losung der Gleichung (41) in {(Ty, T,), welche fiir 1 = T} den Wert X, annimmt.
Gleicherweise kann gezeigt werden, dass wenn xo(r) eine in (T;, T,) bestimmte
Losung der Gleichung (47) mit x(T}) = %, ist, dann ist x,(e7) in {(T}/e, To[e) eine
Losung der Gleichung

dx

(50) —= = DF(x, &t),
dr

welche fiir © = T)/e dem Wert %, gleich ist. Umgekehrt, wenn yo(7) in (T[e, T)[e>
eine Losung der Gleichung (50) mit yo(T)/e) = X, ist, dann ist yo(/e) eine Losung
der Gleichung (47) in (T, T,), welche fiir T = T,[e den Wert X, annimmt.

Wir legten bisher den Begriff der Losung der Gleichung (33) noch nicht fest. Wir
werden also unter einer Losung der Gleichung (33) eine Losung der verallgemeinerten
Differentialgleichung (49) verstehen. Dieser Losungsbegriff fallt mit dem, bei der
Lésung von technischen Problemen gebrauchlichen Losungsbegriff der Gleichung
(33) zusammen, wenn man verlangt, dass die Losung von (33) eine von links stetige
Funktion sein soll. Diese Losungen haben auch die Eigenschaft, dass falls die Losung
eine Flache der Form t = (pk(x) in E, . trifft, dann besitzt diese Losung eine Unste-
tigkeit @,(z,), wobei (z,, t,) der Punkt ist, in welchem die Lésung die Fliche trifft
und fiir welchen also t, = ¢,(z,) gilt.

Es ist offensichtlich, dass jede Losung der Gleichung (50) zugleich auch eine
Losung der gewohnlichen Gleichung

(51 =) + o]



ist und umgekehrt. Daher folgt nun, nach der Anwendung des Satzes 1, der folgende
Satz:

Dann gibt es zu jedem n > 0 ein ¢, > 0, sodass folgendes gilt:

Sei f(x,1): G - E,, ¢(x) : M > E,, &,(x) : M - E, so gegeben, dass (34), (35),
(1), (2), (3), (4) und (6) gilt. Sei (36) und (37) erfiillt und sei —o0 < T; < T, < + o0,
%,, %o € M. Wenn y,(t) eine Losung der Gleichung (48) in (T, T,) ist, yo(T;) = %,
und x(7) eine Losung der Gleichung (33) in {Tye, Tofe), x(T\[¢) = %, und wenn
]|>?E - 20“ < &y, 0 < ¢ < ¢ ist, dann gilt

Satz 2. Es seien L> 0,6 >0,0< A< 1,K =0, Q = 0 gegebene Konstanten.

[x(7) = yoler)]| < n
fiir alle © € {T,/e, Ty[e).

Der Satz 2 gibt eine Aussage, welche den iiblichen Mittelwertannaherungssatzen
fir gewShnliche Differentialgleichungen ohne Impulsen nahe steht.
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