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Czechoslovak Mathematical Journal, 22 (97) 1972, Praha

VERBANDE VON KERNEN ISOTONER ABBILDUNGEN

Teo STURM, Praha

(Eingegangen am 3. September 1970)

Das Ziel dieser Abhandlung ist die Darlegung von Grundlagen der Kerntheorie
isotoner Abbildungen und zwar womdglich in Analogie zur Theorie der Kerne von
Homomorphismen universaler Algebren. Offenbar ist hier kein geeignetes Aquivalent
des Gruppenideals mit Multioperatoren als Grundbegriff zu finden. Unsere Theorie
wird daher wesentlich inhaltsirmer, abgesehen davon, dass man isotone Abbildungen
nur als ,,schwache Relationshomomorphismen* betrachten kann.

Die vorliegende Arbeit entstand in einem, von Herrn Doz. JIRf FABERA ge-
fiihrten Seminar iiber Boolesche Algebren. Weitere, an diese Arbeit angekniipfende
Ergebnisse sind zu erwarten.

Bei der Abfassung dieser Abhandlung habe ich von Herrn Prof. MIROSLAV
Novorny wertvolle Ratschlidge erhalten. Ich mochte Herrn Professor Novotny an
dieser Stelle meinen herzlichen Dank ausdriicken.

Teildquivalenzen

1. Symbolik und grundlegende Definitionen. Es wird vorausgesetzt, dass eine nicht-
leere Menge A und eine zweistellige Relation < =4 x A, die eine Ordnung auf A ist,
gegeben sind. Es werden nur zweistellige Relationen in Betracht gezogen. Mit N
wird die Menge aller natiirlichen Zahlen einschliesslich der Zahl Null bezeichnet.

Ist X eine Menge und ¢ ecine Relation, so wird mit (X, ¢) die Menge X mit der
Relation ¢ N (X x X) bezeichnet. Wenn kein Missverstindnis droht, schretben wir
einfach o statt o N (X x X). Mit idy wird die Identitit auf X bezeichnet. Sind ¢, o
Relationen, bezeichnet dom ¢ den linken Bereich g, ¢. ¢ die Komposition von ¢
und o.

Die zu ¢ inverse Relation ¢~ ist definitionsgemiss ¢~ =p {(x, y) | (¥, x) € 0}

Wir definieren weiterhin: ;

0o __ 3 n+1 __ n
Q "‘Dflddomeudomg"l’ Q =pfQ-0Q » neN.
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Mit B(X) bezeichnen wir das System aller Teilmengen von X.

Es seien &/, # zwei Mengensysteme. Dann definieren wir
o € %@DIVYEgIHZe.@(YE Z).

Die Relation € ist offenbar reflexiv und transitiv, also eine Quasiordnung.

— Gegeben sei eine Menge X. Ein Mengensystem of wird eine Zerlegung in X genau
dann genannt, wenn .7 nicht leer ist, aus paarweise elementfremden Teilmengen der
Menge X besteht, und wenn aus @ € o7 folgt of = {(Z)} Ein Mengensystem o/ heisst
eine Zerlegung auf X genau dann, wenn &/ eine Zerlegung in X und U& = X ist.

Im Gegensatz zu [2] ist also {0} eine Zerlegung in jeder Menge. Mit R(X) wollen
wir die Menge aller Zerlegungen in X, mit S(X) die Menge aller Zerlegungen auf X
bezeichnen. Die Relation € auf R(X) ist die wohlbekannte Relation ,,ist Verfeine-
rung von“ und fiir jedes 2, A = R(X) ist (U, €) eine geordnete Menge (s. [2],
Kap. 2).

2. Hilfssatz. Es seien o, B,y Relationen, o < B, n€N. Dann gilt (v . oc)" <
c(y.p

Beweis. Fiir n = 0 ist die Behauptung offenbar richtig.

Es sei also (y. a)" < (y. f)" und (x, y) € (y . o)"** fiir m € N. Dann existieren s, ¢
derart, dass (x,s)e(y.a)" < (y.B)" (s y)ey.a (s 1)€y, (,y)ea = p. Bs ist
also (s, y) ey . B, woraus (x, y) e (y. p)"** folgt.

3. Definition. Die Relation g heisst Teildquivalenz in A, (kurz: Aquivalenz in A)
genau dann, wenn ¢ € A4 X A und wenn ¢ symmetrisch und transitiv in 4 ist. Die
Relation ¢ heisst Aquivalenz auf A genau dann, wenn ¢ Aquivalenz in A ist und
dom ¢ = A.

Die Menge aller Teiliquivalenzen in A wollen wir mit D(A4), die Menge aller Aqui-
valenzen auf 4 mit E(A4) bezeichnen.

4. Bemerkung. Es sei ¢ € D(A4). Dann:

a) Ist x e dom g, setzen wir A(x, 0) =p;{y | ve A4, (x,y)ee}. Ist domg =* 0,
setzen wir 4 [0 =p {A(x, ¢) | x € dom g}. Ist dom ¢ = 0, setzen wir A[o =y {0}.

b) Ist x, yedom g < 4, (x, y) € 0, so ist (, x) € ¢ (Symmetrie), also auch (x, x),
(v, ¥) € ¢ (Transitivitit). Die Teiliquivalenz ist daher eine reflexive Relation auf
dom ¢ und aus der Symmetrie folgt dom ¢ = dom ¢~ !; g ist eine Aquivalenz auf
dom g. Nach [2], Kap. I, § 9.3 ist also A4/ fiir ¢ + 0 eine Zerlegung in 4 und eine
Zerlegung auf dom g. Fiir ¢ = 0 ist Afo = {0} ebenfalls eine Zerlegung in A
(s. Nr. 1).
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Das Mengensystem Ao kann also als eine durch die Teildquivalenz ¢ erzeugte
Zerlegung in A betrachtet werden; s. auch Hilfssatz der Nr. 10.

c) E(4) = D(4) = B(A x A); (B(A x A), <) ist eine geordnete Menge, also
auch D(A) und E(A) sind =-geordnete Mengen.

5. Hilfssatz. Es sei § &= Dt = D(A). Dann gilt

inf 9 = NMe D(A).

(D(A), <)

Beweis. Offenbar ist o =pe M S 4 x A. Aus (x, y) € « folgt (x, y) € o fiir jedes
0e M, also auch (y, x) € ¢ (Symmetrie), d. h. (y, x) e «. Ebenso einfach kann die

Transitivitdt von o bewiesen werden. Die Beziehung « = inf M ist evident.
(D(4),<)

6. Hilfssatz. Es sei M = D(A). Dann gilt

+ w0
sup M =U{o-..0 |01 .. 0, €M} e D(A).
n=1

(D(A), <)
+ 0
Beweis. Offensichtlich ist o =pc U {0, ... 0, | 0ys .. 0, €M = A x A st
n=1
(x, y) € «, so existieren gy, .... 0, € M derart, dass (x, y) € o, ... g, ist. Es gibt also

fos ooty €A, to =%, t, =1, (tuti)€0isy (i=0,...n —1). Bs ist (t;yq, 1;) €
€0;+; (Symmetrie von ¢;. ), also (., x) € (g, ... ¢;) < «. Die Relation o ist daher

&i

symmetrisch in 4. Es sei

(x,9)e(or--0m) S % (12)€@nit1 - Quin) S %s Qpuves OuineM.

Dann ist (X, 2) € (01 .- Om) - (Qm+1 --- Om+n) €, also « ist eine transitive Relation
in A, woraus o € D(A) folgt.

Nun sei ¢ S e D(A) fiir jedes g € M. Aus o, ..., 0, € M folgt dann ¢, ... ¢, <
< " < ¢ (Transitivitit von 7) und nach Definition von « gilt dann o < 7. Offenbar

ist o < o fiir jedes g € M, also & = sup M.
(D(4),S)

7. Hilfssatz. Es sei M = D(A) und (MM, <) sei eine Kette. Dann ist sup M =
— Um. L

Beweis. Angenommen (x, y) € a =p; JM. Dann existiert ¢ € M mit (x, y) € g,
also (y, x) € ¢ = o (Symmetrie von ). Es sei (x, y) e, (), z) € o, dann existieren
01, 02 € M derart, dass (x, y) e gy, (), z) €0, ist. Ist oy S 0, ist auch (x, y) €0,
woraus (Transitivitit von ¢,) (x, z) € ¢, < « folgt. Auf dieselbe Weise wird die Tran-
sitivitat im Falle o, < ¢, nachgewiesen. gy, ¢, sind <-vergleichbar, da (M, <) eine
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Kette ist. Also ist « € D(A). Fir jedes g € M ist ¢ < a, deshalb sup M < . Die

Beziehung o = sup M folgt aus dem Hilfssatz der Nr. 6. (B(4).€)
(D(A).€)

8. Hilfssatz. Aus 0 + M < E(A) folgt N\M € E(A). Aus ¢ € E(A), ¢ < o, 5 € D(A)
folgt o € E(A).

Beweis. Nach Hilfssatz der Nr. 5ist N\t e D(A). Ist x € A4, so gilt (x, x)eidy, € o
fiir jedes ¢ € M und deshalb (x, x) e NM, d. h. dom NM = A.

Aus x € A folgt (x, x)e¢ S 0, d. h. dom o = A.
8'. Korollar. E(4) = {0 | o€ D(A). id, < o}.

9. Satz. (D(A), <) ist ein vollstindiger Verband, in dem E(A) ein Hauptfilter ist.

Beweis folgt aus der Tatsache, dass 4 x A das grosste Element in (D(4), <) ist,
und aus den Nrn. 5, 8, 8.

10. Hilfssatz. Das Mengensystem o ist eine Zerlegung in A (auf A) genau dann,
wenn es ein ¢ € D(A) (¢ € E(A)) derart gibt, dass Ale = o ist. Ist g, o € D(A), gilt
0 < o genau dann, wenn Alo € Ao, und ¢ + o genau dann, wenn Afo + Alo.

Beweis. o/ sei eine Zerlegung in A. Dann definieren wir: (x, y) € o, genau dann,
wenn x, y € A und wenn es eine X €./ mit x, ye X gibt. Offenbar ist ¢, € D(A)
und o/ = Afg,,. Ist o/ eine Zerlegung auf A so ist ¢, € D(A) und id, < o, d. h.
0.4 € E(A) (Hilfssatz der Nr. 8). Ist ¢ € D(4), ist Af¢ eine Zerlegung auf dom ¢ (fir
den Fall ¢ + 0 siche [2], § 9.3; ¢ = 0 genau dann, wenn Ao = {0}).

Ist 0, 6 € D(A) und ¢ < o, gilt A(x, 9) = A(x, o) fiir jedes x € dom ¢ (s. Nr. 4a),
d. h. Afo € Afo. Ist umgekehrt Afo € A[¢ und (x, y)€o, so gilt ye A(x, o) <
< A(x, o), also (x, y)eo,d. h.go < o.

Die letzte Behauptung folgt aus der vorletzten und daraus, dass (R(A4), €) eine ge-
ordnete Menge ist.

11. Bemerkung. Durch den Hilfssatz 10 wird ein vollstandiger Parallelismus in
Untersuchungen von (D(4), =) und (R(A), €), bzw. (E(4), <) und (S(4) €) fest-
gesetzt. Wir ziehen daher fiir Untersuchungen je nach Bedarf entweder die Theorie
der Teilaquivalenzen oder die Theorie der Zerlegungen in Mengen heran, ohne die
beziiglichen ‘‘isomorphen‘ Siatzen zu formulieren. So kann z. B. der Satz 9 folgender-
massen umgeformt werden:

9. Satz. (R(A). €) ist ein vollstindiger Verband, in dem S(A) ein Hauptfilter ist.
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Schwach faktorisierende Aquivalenzen

12. Hilfssatz. Es sei ¢ € D(A). Wir definieren
+ oo
=, =nlUe.(=.0"

Dannistp < <,dom ¢ = dom <, = dom (<£,)"" und <, ist eine Quasiordnung
auf dom g.

Beweis. Esist (< . 0)° 2 idgem, daherg S 0. (£ .0)° € £, alsoauchdom ¢ =
€ dom =£,. Ist xedom =£,, so existiert ne€N und y e A derart, dass (x, y) €Q.
.(£.9)" ist, woraus xedom ¢ folgt. Also domg = dom =<, Analogisch wird
dom ¢ = dom (<,)™! bewiesen. Es ist nimlich (£,)™ ' =U(Z.9) ™. ¢ " und

neN

el =0(2.9"=( . =7 =(e.- =" cistreflexivauf domg, ¢ € =,
also auch <, ist reflexiv auf dom ¢ = dom <,. Es sei (x, y), (y, z) € £,. Dann
existieren m,neN, so dass (x,y)ee.(=.0)" (y,z)ee.(< .0 ist, woraus
(x,z)ee.(£.0".0.(< . 0) folgt. Ist m = 0, so ist

, 0 (2000 (s.0r=0(s.0rce.(s.0cs,-
Ist m + 0, gilt |
0. (£.9".0.(2.0 =
=0 (2.0 (2.)(2.0rcse. (20" e 5,

13. Hilfssatz. Es sei g, 0 € D(4), ¢ < 0. Dann ist <

c < .
e — =o

Beweis. Es gilt (< . )" = (£ . o) fiir jedes ne N (s. Nr. 2), also ¢. (£ . o)" =
co.(2.0),dh 5,2 <, ‘

14. Hilfssatz. Fiir ¢ € D(A) sei definitionsgemiss =, =p; <,0 (£,)”". Dann
gilt =,€ D(4), dom =, = dom g, ¢ < =,.Ist 9,6 =D(A),0 S 0,50 ist =, = =

e = T

Beweis. =, e D(A) folgt aus dem bekannten Satz iiber die durch Quasiordnungen
induzierten Aquivalenzen (s. [1], §4, Kap. L, S. 21 der russischen Ubersetzung).
Nach Nr. 12 ist 1(kiom o=dom=, und ¢ € £, Ausg = 07" =idyypm,-0" ' =
=(£.9% ¢ ' cU(L.07". 07 ' =(5)7" folgt g = (Z,)7, also o= =

n=0
Die Behauptung =, & =, folgt aus der Definition von = und aus Nr. 13.

0

15. Hilfssatz. Es sei ¢ e D(4), x,x',y, y edomo, (x,x)eg, (y, V) ég,
(x,y)e <,. Dannist (x',y) € <,
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Beweis. Es gibt ein ne N derart, dass (x, y)eg. (< . )" ist. Fiir n = 0 ergibt
sich (x', y)eo € <, Istn + 0, gilt (x',y)eo.(0.(£.0)").0=0*.(Z.0"".
(2.)<se. (2.0 €< <,

16. Hilfssatz. Es sei ¢ € D(A) und X, Ye Alo. Weiter sei definitionsgemdss

(X,Y)e Sy, X =Y =0, 0der (x,y) e <, fiir jedes x € X und jedes ye Y.
Dann ist < 4, eine Quasiordnung auf A/g.

Beweis. Im Falle ¢ = 0 ist 4/o = {0} und die Behauptung ist evident.

Wir betrachten nun den Fall ¢ + 0. Fiir jedes X € A/Q ist dann X = 0, also nach
Nr. 15ist <, reflexiv. Es sei X,Y,Ze A/Q, (X,Y),(Y,Z2) e £ 4, Firalle xeX,
yeY, zeZ gilt dann (x, y)e £,, (y,2) € <, also (x,z) e <, (£, ist transitiv).
Dann ist allerdings (X, Z) € < 4,

17. Bemerkung. Wir definieren: Fiir X, Ye B(A4) sei (X, Y) €" < genau dann, wenn
entweder X = Y = 0 ist, oder wenn x € X und yeY mit (x, y) e < existiert. Die
Relation * < ist offensichtlich reflexiv auf B(4). Wir wahlen ein </ € R(4). Dann gibt
es (s. Nr. 10) genau eine Aquivalenz ¢ € D(4) mit &/ = Afg. Das Symbol S, oder
S 45 soll die c-kleinste transitive Hiille der Relation "< n (&/ x /) in o/ be-
zeichnen. Definitionsgemiss ist <, eine Quasiordnung auf /. Es gilt

Raje = Supe-
Nach Nr. 16 ist nimlich "< N (& x &) < _A,e, also auch 4, S <4/, (S 4, ist
die =-kleinste transitive Hulle der Relation "< n (o x &) in o/, o4 = Alg).

Aus (X,Y) e < 4, folgt erstens X, Ye Ao und zweitens, dass (x, y)e <, fiir jedes
x € X und jedes y € Y gilt. Dann gibt es ein n € N derart, dass (x, y) e 0. (< . o)" ist.
Es existieren also Xo, ..., X, € 4/o, Xo = X, X, = Y, 1o, t; € X0y +ees Lyms Lns1 € Xy
X =10, ¥ = tagr1s (tor 1) €0 ooos (Tows tons1) €0, (ti, 1) € = (t2g1s 1) €S
(sofern 15, 1,,_; sinnvoll sind). Es ist also (X, X;),...,(X,-1, X,) "< (sofern
Xy, X, sinnvoll sind). Daher ist (X,Y) = (X,, X,) € S 4/,- Somit ist die Behaup-
tung $ 4, = =<4, bewiesen.

18. Definition. Die Relation ¢ € D(A) heisst eine <-schwach faktorisierende Aqui-
valenz in A (kurz: < sf-Aquivalenz) genau dann, wenn ¢ = =, ist.

Die Menge aller £ sf-Aquivalenzen in A bezeichnen wir mit F(4, <). Wir definie-
ren weiter: G(4, £) =p; F(4, <) n E(A).

19. Satz. Ist ¢ € D(A), so ist ¢ € F(4, <) genau darm wenn (Afo, < 4,) eine ge-
ordnete Menge ist.

Beweis. Erstens sei ¢ = 0. Dann ist Afg = {0}, <4, = {(0,0)} und der Satz
gilt. Zweitens setzen wir ¢ # 0 voraus. Ist ge F(4, £), so ist g = =, = £,N

131



N(Z,)7" Ist also (X,Y),(Y,X)e <, so gilt (x,y)e<,n(S,) '==,=0¢
fir alle x, y, xe X, yeY. Esist also X = Y und die Quasiordnung < ,,, ist auf Ale
antisymmetrisch.

Umgekehrt sei <, einc Ordnung auf A4/¢ und (x, y)e =,. Dann ist (x, y)e
e<,n(Z,) " Ist x, x e X € Afo. y, ¥ € Ye Ao, so folgt aus dem Hilfssatz der
Nr. 15 (x',y)e =, d. h. (X.Y)e <4, (Z4,) " =idy, Es ist also X =Y,
d. h. (x, y) € 0. Somit haben wir =, < g bewiesen. Ziehen wir noch die Nr. 14 heran,
gelangen wir sofort zu =, = g, also zu ¢ € F(4, <).

Der Verband schwach faktorisierender Aquivalenzen

20. Satz. Es sei 0 + M < F(A, <). Dann ist

inf M =NMeF4, <).
(F(4,2).€)

Beweis. Es ist M = F(4, <) < D(A), woraus nach Hilfssatz der Nr. 5 a =p,
=pr NM € D(A) folgt. Nach Nr. 14isto = =,. Essei(x, y) € =,,d. h. (x, y), (y, x) €
€ <,. Dann existiert n € N derart, dass (x, y)ea. (< . )" ist. Fiir jedes ¢ € M gilt
x < ¢. Nach Hilfssatz der Nr. 2 ist also (x, y)e¢.(< .¢)" d. h. (x, y) e <,. Auf
ahnliche Weise schliessen wir, dass fiir jedes ¢ € M aus (y, x) € <, folgt (y, x) e <
Fiir jedes ¢ € M ist daher (x, y)e =, = ¢, also =, S N = a

T

21. Satz. (F(A, £), <) ist ein vollstindiger Verband und G(A, <) = {o]|¢e€

€ F(A, £),id, < o} ist der Hauptfilter dieses Verbandes.

0

Beweis. A x A ist offensichtlich das grosste Element in (F(4, £), <) denn
Al(A x A) = {4} und <=, ist eine triviale Ordnung auf {A4}. Das System
(F(A4, <), <) ist nach Satz der Nr. 20 ein vollstindiger Verband.

Die Identitit id , auf A ist offensichtlich eine <sf-Aquivalenz auf 4, und weiterhin
ist sie das kleinste Element in (G(4, =), <). Folglichist G(4, <) = {¢| 0 € F(4, £),
id, < g} ein Hauptfilter in (F(4, £), <).

22. Satz. Es sei M <= F(A, <) und (M, <) eine Kette. Dann ist

sup M = UMe F(4, <).

(F(A. £).©)

Beweis. Auf Grund Nr. 7 geniigt es zu beweisen, dass o = JM eine <sf-Aqui-
valenz in A4, d. h., dass =, < o ist.

Es sei (x, y)e =, d. h. (x, »), (), x) € <,. Dann existiecren me N, x = t,, z,
1y Zyy ooy by Zy Imyy = y derart, dass (t,z)ea, (zt;4)€Z, i=0,1,....m
gilt. Es existieren also solche ¢; € M, fiir die (1, z;) € ¢; ist. Es sei § das =-grosste
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Element in {¢, ..., ¢,). Es ist f € M. Dann gilt (1, z,) € B, (z;, 1;1,) € <, woraus
(x,¥)ep.(£.B)" = <, Nehmen wir nun (y, x) € <, in Betracht, gelangen wir
auf dhnliche Weise zu (y, x) e <,, y e M. Es sei § das =-grésste Element in {f, y}.
Dann ist e M und (x, V)e ;N (L)' = =, =d o also =, < o

22'. Korollar. F(A, <) ist ein algebraisches System abgeschlossener Elemente
im vollstindigen Verband (D(A), <) und die Abbildung

=:D(A) - F(4, £) = D(A)

ist die algebraische Hiillenoperation.

Insbesondere aus o € D(A) folgt =, = =_ .

Beweis. F(A4, <) ist ein System abgeschlossener Elemente in (D(A), <), nach
Satz der Nr. 20, und Satz der Nr. 22 ist F(4, <) ein algebraisches System. Die Abbil-
dung = : D(4) > F(A, <) ist eine dem System F(A, <) entsprechende Hiillen-
operation. Fiir ¢ € D(A) (s. oben und [3] 8. 55—60) ist =, = =_

23. Hilfssatz. Es sei o € F(A, £), Be Alo, 9 € F(B, £). Weiter sei definitions-
gemdss o =p 6 N ((A — B) x (A — B)) und © =p; 20 @. Dann gilt te€ F(4, £)
und w € F(4 — B. <).

Beweis. Die Relation (o U ¢)e D(A) folgt aus o, 9 € D(A) und aus dom x N
ndome=0:(xug) ' =0V =auyg (xug.(xug = (x.2)u
vl a)ue.o)u(e.0)=(.a) uPUBU(o.0) S au g = . Die Relation ¢
ist somit symmetrisch und transitiv und offenbar gilt 1 = 4 x A.

Fiir « = 0 oder ¢ = 0 ist die Behauptung evident. Es sei also o + 0, ¢ + 0. Die
kleinste transitive Hiille p der Relation "< n ((Afo — {B}) x (Afoc — {B})) auf
Alo — {B} isteine Teilmenge von < 4, (s. Nr. 17), also antisymmetrisch. (4/c — { B}, B)
ist daher eine geordnete Menge. Auf Grund der Wahl von o ist Aja = Ao — {B}
somit also @ € F(4 — B, £). Nach Voraussetzung ist auch die Menge (Bfo, <pg,)
geordnet und aus domandomo =0 folgt = 4Gun = SV S Sap N
N =4, = dom <30 A dom <,, = dom <3} ndom <., = 0. Hieraus ergibt
sich, dass < ,(,.,) eine Ordnung auf A/t = A/x U Afo ist, also nach Satz der Nr. 19
gilt e F(4, <).

24. Hilfssatz. Es sei ¢ € F(A, <) und card Afo = 2. Dann existiert ein o € F(4, <)
so, dass dom ¢ = dom g, ¢ < ¢ und card AJo = 2 ist. .

Beweis. b, c € dom ¢ seien so gewihlt, dass (b, ¢) ¢ 0. Es sei weiter (c, b) ¢ <,.
Dann setzen wir B = {x |xedomg, (x.b)e £,}, C =domg — B. Es ist be B,
ceC,also B+ 0+ C, BuC =domg < A. Es sei ¢ diejenige Aquivalenz in A4,
fiir die {B, C} = Afo gilt. Es ist dom o = Bu C = dom ¢ und card Ajo = 2.



Wir beweisen nun ¢ < o indirekt. Ist x, y e dom g, (x, y) ¢ o, so sei x € B und
yeC, also (x,b)e <,. Ist (x, y)eg, so ist (y,x)eo & <,, also (y,b)e <,, d. h.
y € B, was ein Widerspruch ist.

Essei =, + ¢. Dann gilt A/=, = {dom ¢}, also (c, b) € =, und es existiert n € N,
so dass (¢, b) e o . (< . 0)". Dies hat aber die Existenz von Elementen x € C, y € B,
fiir die (x, y) € <, zur Folge. Es gilt also (x, y)eo. (= . @) € <,. Hieraus und aus
y € B ethalten wir (x, b) € <,, d. h. x € B und deshalb sind die Mengen B, C inzident.

Dieser Widerspruch impliziert =, = ¢ also ¢ € F(4, <).

25. Symbolik. Es sei (x, o) eine geordnete Menge. Dann bezeichnen wir mit ,a
cine Uberdeckungsrelation in (X, ¢), d. h. fiir x, yeX definieren wir: (x, y)€|o
genau dann, wenn (x, y) € g, x & y und wenn kein z e X gibt, fiir welches gleich-
zeitig (x, z) e o, (z,y)eo0, x + z + y gelten wiirde.

26. Satz. Es sei g, 0 € G(A, £). Dann ist (o, (r) € IE in (G(A, <), <) genau dann,
wenn ¢ < ¢ und card (Afo — Afo) = 2 ist.

Beweis. Es sei ¢ = ¢ und card (4o — Afs) = 2. Dann ist nach [9], S. 163
(0: 0) € |= in (E(A). ), also erst recht (o, 0) € | < in (G(4, <), <).

Umgekehrt sei (¢, 0) €| < in (G(4, <), <). Dann ist ¢ < o und es existiert Be
€ B =p Alo — Alo. Wir definieren a =p,0 n((4 — B) x (4 — B)), B=p0n
A (B x B). Nach Satz Nr. 19 ist € G(B, <) und nach Wahl von B ist card Bfg =
= card B/ = 2. Nach Hilfssatz der Nr. 24 gibt es ein y € G(B, <) mit f < y und
card Bfy = 2. Nach Hilfssatz der Nr. 23 ist T =p (¢ U 9) € G(4, <), hinsichtlich
der Wahl von t ist T = ¢ und card (4]t — Afc) = card Bly = 2. Es ist Be Ao,
o< a,alsop=0n((4 - B) x (4 — B)) u(B x B)). Ferner gilt ¢ n ((4 — B) x
x(A—B)<a on(BxB)=p<y d h o<t Aus der Voraussetzung
(0, 0) e|<= in (G(4, <), <) folgt dann ¢ = .

27. Korollar. Ist o, 0 € G(4, £), so ist (0,0) e|< in (G(4, £), <) genau dann,
wenn (o, 6) € IE in (E(4), <) ist.

‘Beweis. Folgt direkt au~ Satz der Nr. 26 und aus [9], S. 163.

28. Hilfssatz. Es sei 9,0 € G(4, <), o = 0. Dann existiert ye G(4, <) mit
0 < yund(y,0)e|< in (G4, =), <).

Der Beweis ist dem Beweis der Notwendigkeit in Satz der Nr. 26 ganz analogisch.

Die Konstruktion von t war nur von der Voraussetzung ¢ = ¢ abhingig. Wir wahlen
also dann y = 1, wofiir ¢ < 1, (1, 0) €| < in (G(4, £), <), ist.

29. Satz. Es sei % eine maximale Kette in (G(4, <), <). Dann ist W eine maxima-
le Kette in (E(A), <). : ’
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Beweis. Es sei a e E(4) und ¢ S a oder o < ¢ fiir jedes ¢ € A Wir setzen
AW(@) =pcf{o|0eW 0o}, Wy(x) =pcfo|oeW, ace}, B :Dt(-l‘(ASliI? C)‘JII(a),
9 =pr inf  W,(x). Esist id e A («), also (A,(x), <) ist eine nichtleere Kette in

(F(4,2),=
(6(4, §(),~é)) Demnach ist nach Satz der Nr. 22 B = U,(«) e G(4, <). Nach
Definition von 2,(«) ist ferner e 2 (), denn B < « und (A L {B}, <) ist: eine
Kette. Ahnlich, mit Beriicksichtigung des Satzes Nr. 20, kann nachgewiesen werden,
dass o =y e%[z(oc) ist. Offenbar ist § = y. Ist y + «, so existiert nach Hilfssatz der
Nr. 28 ein 6e G(4, <) mit <6 und (5,9)e|< in (G(4. =), =). Wegen der
Maximalitit der Kette 2 in (G(4, <), <) ist 5 € A und aus § = y folgt & & A{(a),
d.'h. 6 < a. Nach Korollar der Nr. 27 und wegen den Eigenschaften von ¢ ist-dann
= § e, also A ist eine maximale Kette in (E(4), <).

30. Hilfssatz. Die geordnete Menge (X, o) sei ein vollstindiger Verband, in dem
zu beliebigen zwei x,yeX, x + y, (x,y) €0 ein = = z(x, y)e X mit (x,z)e|o
in (X, o) und (z, y) € o existiert. Es sei a, be X, (a, b) € 6. Dann gibt es in

{a,by =p;{x|x€X, (a,x) €0, (x,b)ec}
eine =-maximale a-wohlgeordnete Kette.

Beweis. Fiir a = b ist die Behauptung offenbar richtig. Es sei denn a + b. Es
sei A die erste aller Ordnungszahlen ¢, fiir die card <{a, b) < N, ist. Wir setzen ¢, = a.
Es sei 5 eine Ordnungszahl und n < ;. Wir setzen nun voraus, dass fiir jede Ord-
nungszahl ¢, & < #n das Element c, definiert ist und folgende Eigenschaften besitzt:

(a) ccela,by; c kb fir & <& <n ist (cgnc)eo und e, + cpy
(Cyr o) = ¢ ({ce | € < n}, o) ist eine wohlgeordnete Kette und fiir £, { < ¢

ist (C; U {¢;}, 0) eine =-maximale Kette in ({co, ¢, 0).
Ist n eine Limeszahl, so setzen wir ¢, = sup C,. Ist n = { + 1, so wihlen wir ¢, so,

(X,0)
dass (c;, c,) €|o in (X, o) und (c,, b) € 6. Aus der Definition der Ordnungszahl 1

folgt, dass eine Ordnungszahl v, v < w;, fiir die ¢, = b, existiert. Aus der Konstruk-
tion folgt, dass (Y,6) =p ({c;| ¢ < v + 1}, 6) die Bedingungen (a) erfiillt mit der
einzigen Ausnahme c, = b; insbesondere ist (Y, o) eine o-wohlgeordnete Kette
in {a, b).

Es sei d € (a, b) ein mit allen x € Y o-vergleichbares Element. Mit 5(d) wollen wir
die erste aller Ordnungszahlen &, £ < v + 1, fiir die (d, ¢) € o ist, bezeichnen. Wegen
(d,b)eound b = ¢, ist n(d) < v + 1 tatsichlich definiert. Ist 5(d) eine Limeszahl,
so gilt d = ¢, € Y; fiir jedes & < n(d) ist namlich (c., d)e s, (d, cyu)) €0 und
Cyay = SUp Cyay, also auch (¢, d)€a. Ist n(d) = { + 1, so ist (c;, cyq)) € |0 in

(X,0)

(X, o), (cg d)ea, (d, cyq) €0, also wiederum d = ¢, €Y. Ist n(d) =0, so ist
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d = a = cyeY. Somit haben wir also bewiesen, dass (Y, ¢) eine <-maximale und
o-wohlgeordnete Kette in ({a, b), o) bildet.

31. Hilfssatz. Es seien die Voraussetzungen von Hilfssatz der Nr. 30 erfiillt.
Ferner sei Y < X und (Y, a) sei eine wohlgeordnete Menge. Dann existiert eine
wohlgeordnete Menge (Z,0) mit Y= Z = X, die eine maximale Kette in (X, o)
bildet.

Beweis. Gemiss Voraussetzung ((Y, o) ist wohlgeordnet) kann aus den Elementen
von Y eine og-zunechmende Folge (x§+,)§+,< , gebildet werden, wobei mit A und &
Ordnungszahlen bezeichnet wurden. Ist 7,7 < A + | eine Limeszahl, setzen wir
X, = sup {x“, | & + 1 < A} und wahlen x, = inf X. Ist  eine isolierte Ordnungs-

(X,0)

(X,a)
zahl'), setzen wir x; = x,,, = sup X: im Falle, dass 1 eine Limeszahl ist, wihlen
(X.0) .
wir x, = sup X. Aus jeder der Mengen (x;, xz4 > (¢ < A + 1) wihlen wir (s. Hilfs-
(X o)

satz der Nr. 30) eine in ({X, X¢+ ; ), 0) S-maximale wohlgeordnete Menge (Z;, o). Als
(Z. o) wihlen wir alsdann die Ordnungssumme ( Y (Z; — {x:11},0)) @ ({x,4.}. 0)
E<A+1

mit {x;,,} = pr 0 falls x, ., nicht definiert ist (d. h. falls A eine Limeszahl ist).

32. Satz. Es sei W = G(A, £). Ferner sei (A, 2) eine wohlgeordnete Menge.
Dann existiert M < G(A, <) derart, dass W < M und (M, 2) eine wohlgeordnete
in (G(A, <), 2) maximale Kette ist.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Nr. 28 und 31.
33. Korollar. Der vollstindige Verband (G(A4, £), <) ist |-atomar.

34. Bemerkung. Weiter wird die Problematik der maximalen Ketten in (G(4, <), <)
nicht erlautert, obwohl die erreichten Ergebnisse bei weitem nicht als endgiiltig
betrachtet werden konnen. Es wurde z. B. die Frage der Méchtigkeit und des Ord-
nungstypus maximaler Ketten ganz beiseite gelassen. Ist z. B. 4 = R die gewdhnlich
geordnete Menge aller reellen Zahlen, existieren maximale Ketten sowohl von der
Michtigkeit des Kontinuums, als auch der Méchtigkeit X,. Als Ordnungszahlen
2-wohlgeordneter maximaler Ketten kénnen alle &, w, £ ¢ < w, auftreten u. a.
Einfach steht die Frage im Falle endlicher Mengen. Ist ndmlich 4 eine endliche
Menge, sind alle maximalen Kett enin (G(4, <), <) isoton isomorph. Dies folgt aus
Satz der Nr. 29 und aus den evidenten Eigenschaften von (S(4), €), die man leicht
aus den in [9], S. 163 angefiihrten Ergebnissen herleiten kann. .

1y d. h. die Ordnungszahl /. ist keine Limeszahl.
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35. Definition. Es sei B = A und X < B. Die Menge X heisst konvex in (B, <)
genau dann, wenn fiir zwei beliebige x, y € X, (x, y)e < die Beziehung {x, y> N
N B = X gilt. Die Zerlegung & in A nennen wir konvex in (B, <) genau dann, wenn
jede X € o/ eine konvexe Menge in (B, <) ist. Die Aquivalenz ¢ € D(A) wird konvex
in (B, <) genau dann genannt, wenn Afp eine konvexe Zerlegung in (B, <) ist. Die
Menge aller in (B, <) konvexen g, ¢ € D(A) wollen wir mit K(B, <) bezeichnen. Ist
B = A, sprechen wir einfach von der ,,Menge aller konvexen ¢ € D(A)*, statt von der
..Menge aller in (B, <) konvexen ¢ € D(4).*

36. Satz. Es sei o € F(A, £). Dann ist ¢ € K(dom g, £).

Beweis. Essei(a, b)eo n <, xedomo, (a, x) € <, (x, b)e <. Danniist (a, x) €
€o.(<.0) s £,. Esist (b,a)eo, daher (x,a)eoc.(2.0) S <, also (x,a)e
€ <,n(Z,)"" = =, = g. Der Satz ist somit bewiesen.

37. Bemerkung. Die Konvexitét tritt in dieser Abhandlung nur als Hilfsbegriff auf.
Die folgenden Behauptungen werden deshalb ohne Beweis aufgestellt. Ubrigens sind
die Beweise einfach. Vorausgesetzt wird B < A.

a) Es sei X < B. Dann definieren wir als konvexe Hiille ky(X) der Menge X in
(B, <) die Menge genau derjenigen z € B, fiir die zwei x, y € X derart existieren,
dass (x, z) € < und (z, y) € < ist. Wir bezeichnen k(X) = ps k4(X).

Die Menge ky(X) ist konvex in (B, <). Die Menge X ist konvex in (B, <) genau
dann, wenn X = ky(X) ist.

b) Es sei 4 ein nicht leeres System von in (B, <) konvexen Mengen. Dann ist %
eine in (B, <) konvexe Menge. Ist X < B, so ist kg(X) =N{Y| X = Y = B, Y kon-
vex in (B, £)}.

c) Die geordnete Menge (K(B. <), <) ist ein vo]]sténdi;ger Verband. (Wir nehmen
b) und die Tatsache, dass B konvex in (B, <) ist, in Betracht).
d) Es sci o € D(B), dann existiert ky(o) =p; inf {o|0€K(B, £),0 < g} Wir

(K(B,£).S)

bezeichnen k(o) = k ,(o). Es ist ky(o) € K(B, <).

38. Hilfssatz. Es sei o€ F(A, £). Dann ist Alk(e) = {k(X)| X € Alo} und fiir
X,Ye Alo, X + Y gilt k(X) + k(Y).

Beweis. Es sei X, Ye Afo. Gibt es ein z € k(X) n k(Y), so existieren x,, x, € X,
Vi, y2 €Y derart, dass (x;,z2),(z, x5), (1, 2) (2, y2) € £ und (xy, x5), (y1» v2) €0
sind. Dann ist (xq,y,), (y;, x2)€ <, d. ho (x4, y)), (x2, y2)€0. (£ .0) € <,
Ebenso zeigen wir, dass (x;, y,), (x5, y,) €(=,)”" und daher (x4, y,), (x2, y2) €
€ =, = ¢, d. h. X = Yist. Hieraus folgt, dass & = {k(X) | X € Ao} ein disjunktes
System, das eine Zerlegung in A ist. Es ist nimlich X < k(X) < A fiir jedes X € A/o.
Zugleich ist nachgewiesen, dass aus X, Ye Afo, X + Y folgt k(X) * k(Y).
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Ist o € D(A) und & = Ao, so ist nach Nr. 37a ¢ € K(4, <). Fiir jedes reK(A <)
0 S tist nach Nr. 37b & € Afr,d. h. ¢ = 7, also ¢ = k(o)

39. Hilfssatz. Es sei ¢ € F(A, £). Dann ist k(o) € F(4, £).

Beweis. Es sei (X, y) € = Dann gibt es zwei m,ne N derart, dass (x, y)e
e k(o) . (= . ko))", (v, x) € k(o) - (£ . k(o))" gilt. Es existieren also Xo, X1 +-+» X2m+ 1
Xam+25 Y0s Y1 -» V2u+ 15> Yans 2 € dOm k(Q) derart, dass xo = X = Yau420 Vo =V =
= Xpm+1 = Xams2 iSt, und fiir jedes i =0,1,2,...,m und jedes j =1,2,...,n
(x2i9 x2i+1), (ij’ _Vz,'+1) € k(@), (X2i+1» x2i+2)’ (J’2j+1’ y21+2) € <, gilt.

Nach Definition von k(g) und nach Hilfssatz der Nr. 38 existieren solche a;, b;,
¢, d; e dom g, dass (a, b)), (b, ¢;), (c’d) €0 und (ay x57), (x50 b)) (civ X2141)s
(%2041, dj) € < gilt.

Es ist (x;41, X2i4,) € <, woraus (c;, by, ;) € < fiir i + m folgt. Es ist also'z. B.
(co» ¢1) € < . ¢ und durch Induktion ist leicht nachzuweisen, dass (co, ¢;) € (< . 0)'
fiir i =0, 1,2, ..., mist. Insbesondere ist (c, c,,) € (< . o)™

Aus denselben Griinden existieren aj, b}, ¢}, dje dom ¢ mit (a}, b)), (bj, ¢,
(CJ’ J)GQ und (al’ y2]) (ylj’ ./) ( y21+1) (y21+1’ J)E =.

Ahnlich dem vorigen Verfahren beweisen wir (cg, ¢;) € (< . o)". Es ist xo = x =
= Yontr1> Yo =V = Xomy 1, a180 (4, ¢,)s (cos €1) € 0, woraus (c,, co) €. (£ .0)" =
c £, folgt. Es ist also (co, ¢,,) € =, = ¢, womit auch (a,, a,,), (bo, b,) (co» Cm)s
(dos d,,) € 0 nachgewiesen ist. Es ist (ao, x), (x, bo)s (¢ ¥), (v, d,) € <, also (x, v) e
€ k(g). Es gilt daher k(o) = =,,), d. h. k() € F(4, <).

40. Hilfssatz. Es sei ¢ € F(A, ). Dann ist ¢ < k(o) und fiir x, y e dom g ist
(x, y) € 0 genau dann, wenn (x, y) € k(o) ist.

Beweis. Fiir jedes X € Afo ist X < k(X) (s. Nr. 37a, b). Dies und Hilfssatz der
Nr. 38 liefert die zu beweisende Behauptung.

41. Hilfssatz. Es sei ¢e F(A, <); weiter sei definitionsgemdss @ =ps k(@) U
U id 4 gomke)r Dann gilt 0 = 9, 9€ G(A, £) und fir x, yedom g ist (x,y)ee
genau dann, wenn (x, y) € § ist.

Beweis. Offenbar ist dom g = dom k(o) U (4 — dom k(g)) = A und (g)™" =
= (k(@))—1 v (idA-domk(g))—l = g, ¢ ist also eine symmetrische Relation. Die Mengen
k(@) und id, gomi() sind elementenfremde Aquivalenzen, daher ist .5 = (k(g) U
U i gomi@)® = (K(@))* U 0 U 0 U (id . gomie)? S k(0) U idsdomiey = & @ist also
eine transitive Relation. Hieraus folgt g € E(4).

Esseime Nund X, ..., X,,,, € 4/g. Ferner sei (X;, X;+1) € "<, (Xps2, Xo) €° 5
i=0,...,m+ 1. Aus X,, ..., X, , greifen wir die Teilfolge genau derjenigen Glie-
der Y;, ..., Y, die in Afk(o) liegen, heraus. Aus der Form der Elemente von
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Afid 4 gomuey> aus der Definition von * <, aus der Tatsache, dass < .4 = S ace)

(s. Nr. 17) ist, folgt nach Nr. 39 und 19, dass < 4, eine Ordnung darstellt und deswe-
gen gilt Y, = ... =Y,. Dies hat X, = ... = X,, ., zur Folge, also (4/k(0). < )
ist eine geordnete Menge. Nach Satz der Nr. 19 ist alsdann ¢ € G(4, <).

Die Richtigkeit der letzten Behauptung des Hilfssatzes folgt unmittelbar aus der
Definition von ¢ und aus Hilfssatz der Nr. 40. Aus derselben Definition und aus der
Nr. 37d folgt ¢ < 0.

42. Symbolik. Es sei ¢ € F(4, <). Mit G,(4, <) bezeichnen wir die Menge genau
derjenigen o € G(4, <), die den Forderungen

a) o S o,
b)ist X,Yedlo, X +Y, X V. YS W, V,We Ao, soistV + W,
genligen.

Nach Hilfssatz der Nr. 41. ist g € G, (4, <).

43. Satz. Es sei 9 € F(A, <). Dann enthilt die geordnete Menge (G (4, <), <)
ein kleinstes Element . Ist 2 < G,(A, <) eine nichtleere Menge, so existiert

inf A= inf AeG, (4, £).

. (Go(4,2),5) (F(4,2),9)

Ist 0 € G(A, <), so gibt es in (G, (A4, <), <) ein maximales Element t mit ¢ < .

Insbesondere ist GQ(A, <) ein algebraisches System abgeschlossener Elemente
auf dem vollstindigem Verband (F(4, <), <); also G(4, £) = G, (4, <) ist
auch ein algebraisches System abgeschlossener Elemente auf dem vollstindigem
Verband (F(A, £), <) und die Abbildung ~: F(A, £) - G(4, £) ist die zugeho-
rige algebraische Hiillenoperation.

Beweis. Die Existenz und Form des Infimums der nichtleeren Menge A <
S G,(4, £)in (G,(4, £), <) ist durch die Sétze der Nrn. 20, 21 und durch die Defi-
nition des Systems GQ(A, §) gesichert. Der extremale Charakter des Elementes g
in (G,(4, £), <) folgt aus Hilfssatz der Nr. 41, aus der Definition von G4, £)
und aus der Nr. 36.

Nach Satz der Nr. 22 erfiillt die geordnete Menge G,(4, <), die Voraussetzungen
des Lemmas von Zorn, woraus dann die Existenz des Elementes t mit den genannten
Eigenschaften folgt. '

Die Richtigkeit der letzten Behauptung folgt aus dem Vorangehenden und aus
Satz der Nr. 22.
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Isotone Abbildungen.?)

44. Symbolik. Die Symbole nat, ker haben die gewdhnliche Bedeutung (s. z. B.
[3]). Istf: X — Y, wird f : X[ker f — Y durch

ZeX[kerf, zeZ=f(Z)=pf(2)
definiert.

Die Bezeichnungsweise f : (X, ¢) /~ (¥, o) bedeutet, dass (X, ¢) und (Y, o) geordnete
Mengen und f eine isotone Abbildung von (X, ¢) in (Y, o) ist (d. h. f: X — Y und
fiir x, y € X, (x, y) € o, gilt (f(x), () € ).

45. Satz. Es sei B< A und [:(B, £) 7 (C, <). Dann ist ker fe F(A, <) n
N G(B, £).

Beweis. Es sei (x, y)e =, Dann existieren m,ne N derart, dass (x, y)€
eker f. (< . ker f)", (y, x)eker /. (< . ker f)". Es existieren also xo, ..., X,,,4 € B
Mit Xo = X, Xoms1 = Xomez = Y UNd (xz5 Xp54 1) €Ker f, (Xai4 1, X2545) € <, 0 =
= 0, ..., m. Die Isotonie von f hat (f(x5;4 1), f(X2:+2)) € < zur Folge, die Relation <
ist auf C transitiv, also (f(x), f(y)) € <. Ahnlich wird (f(y), f(x)) € < nachgewiesen.
Es ist also f(x) = f(y), d. h. (x, y) € ker /. Offenbar ist dom ker f = B, also ker f €
€ F(A, £) n G(B, £).

»

46. Satz. Es sei ¢ € D(A) und (Afo, <) sei eine geordnete Menge. Dann
(b) nat ¢ : (dom o, <) 7 (4/e. <)
genau dann, wenn < 4, = <.

Beweis. Fiir ¢ = 0 ist der Satz offenbar giiltig. Es sei also ¢ # 0. Es gelte (b) und
(X.Y)e £, X. Ye Afo. Nach Nr. 17 existieren n e N, Xo, ..., X,4 1 € Afo, Xy = X,
X,+1 = Yderart, dass x; € X;, X, 1 € Xp+1, (X5 X;21)€ <, i =0,...,n, ist. Aus der
Isotonie von natg folgt (nato(x;). nato(x;,,))e <, d. h. (X;, X;,,)e <. Die
Transitivitit von < auf A/g hat (X, Y)e <,d. h. = < < zur Folge.

=40 S
Umgekehrt sei <, = <. Ist xe X e Afo, yeYe Afo, (x, y)e <, so gilt (X.Y)e
€'< n(Afe x Alo) = <,,, = <, also (nat g(x), nat g(y)) € <. Es gilt also (b).

47. Satz. Es sei g9 € F(A, £). Dann existiert eine geordnete Menge (C, <) und
eine surjektive Abbildung f :(dom ¢, <) ~ (C, <) derart, dass ¢ = ker f ist.
2) Siehe z. B. [1], [6], [7], [8]. Die Bezeichnungsweise ,,/sotone Abbildung* ist bereits mehr oder
weniger stabilisiert. Aus diesem Grund wird sie auch in dieser Abhandlung benutzt, obwohl*ich
der Meinung bin, dass die Bezeichnung ,,schwach isotoner (monotoner) Homomorphismus*
zutreffender wire.
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Beweis. Wir wihlen C = Ao, < = <,,, / = nato. Nach Satz der Nr. 19 ist
< 4), €ine Ordnung auf Ale. Nach Satz der Nr. 46 gilt dann nat ¢ : (dom g, <)
7~ (Afe, <.4,,)- Die Abbildung nat ¢ : dom ¢ — Ag ist offensichtlich surjektiv.

48. Hilfssatz. Es sei o/ < B(A), o + 0, 0¢.o/. < sei eine Ordnung auf of
mit "< N (.;zf X .5%) S <. Dann ist o eine Zerlequng in A, <, eine Ordnung
auf o und <, < <.

Beweis. Ist B, Ce s/, Bn C * 0, so folgt aus "< N (& x &) < < und aus der
Definition von "< (s. Nr. 17) (B, C), (C, B) € <, d. h. B = C. Somit ist also &/ eine
Zerlegung in A. Die Relation < ist transitiv auf o/ und <, ist die kleinste transitive
Hiille der Relation "< n (o x &) auf o/ (s. Nr. 17). Es gilt also £, < < und
wegen der Antisymmetrie von < auf o ist <, antisymmetrisch, d. h. (&, <) ist
eine geordnete Menge.

49. Korollar. Ist g € D(A), so ist ¢ € F(4, <) genau dann, wenn es eine solche
Ordnung < auf Al gibt, fiir die nat ¢ : (dom o, <) ~ (Afe, <) ist.

Beweis. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung offenbar richtig. Es sei also ¢ + 0. Ist
o€ F(A, £), so wihlen wir auf A4fg als Ordnung < =p; <, (s. Nr. 17 und 19).
Dann folgt nat ¢ : (dom ¢, <) ~ (Afe, <) aus Satz der Nr. 46.

Ist umgekehrt nat ¢ :(dom g, £) 7 (4o, <), so ist <,, < < nach Nr. 46.

Nach Hilfssatz der Nr. 48 ist (4/o, < 4/,) eine geordnete Menge, woraus nach Satz
der Nr. 19 g € F(A, <) folgt.

50. Bemerkung. Ist QGF(A <), so ist < 450 im Sinne der Mengeninklusion die
kleinste Ordnung <, fiir die nat ¢ : (dom ¢, <) / (4/o, <) gilt. Dies folgt aus Nr. 46
und Nr. 19. Eine andere Ordnung < auf A/, fiir die nat ¢ : (dom g, <) 7 (Afe, <)
ist, wird in [4] von H. Prof. CuLik erértert; in [4] handelt es sich eher um eine
Modifikation der Relation < auf A.

51. Satz. Gegeben sei eine geordnete Menge (C, <), eine Abbildung [ : (A, £) #
7 (C, <) und eine Aquivalenz o e F(C, <). Wir setzen o/ = {f '(Y)|Ye Clo,
f(A) Y % 0}. Ist o/ + 0, so existieren ¢ € F(A, <), &/ = Alo und eine Abbildung
9:(#. =) 7 (Clo, <¢p).

(Der Satz der Nr. 45 ist ein Sonderfall dieses Satzes.)

Beweis. Nach Nr. 19 ist die Relation <, eine Ordnung auf Clo und £,
ist eine Quasiordnung auf /. Die Existenz von ge D(4) mit o/ = Afo folgt
nach Nr. 10 aus den Voraussetzungen des Satzes. Es sei X, X, € %, (X,,Xz),
(X3, X,) € <4 MitY,, Y, € Clo bezeichnen wir diejenigen Elemente, fiir die f(X,) <
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S Yy, f(X,) € Y, gilt. Nach Definition von <, gilt dann wegen "< n (& x ) <
c <, und da f isoton ist (Y;, Y,), (Y,, Y;) € </, wWoraus Yy = Y, folgt. Es ist also
auch X, = X,, womit die Antisymmetrie von <, auf ./ nachgewiesen ist. Nach
Satz der Nr. 19 ist also ¢ € F(4, £).

52. Satz. Es sei f: (4, £) 7 (C, <). Dann existieren:

1. eine isotone surjektive Abbildung g,

g = natkerf: (4, £) 7 (Afker f, < 4jers) 5

)

eine isotone bijektive Abbildung h,
h=f:(Alker f, S upees) 7 (f(4), <)
3. eine isotone Einbettung i,
i =ids 1 (f(4), <) 7 (C, <)
derart, dassf = i.h.g ist.

(Der Satz der Nr. 52 ist eine Analogie der Sitze iiber kanonische Zerlegungen von
Homomorphismen).

Beweis. Die Abbildung g ist isoton nach Nr. 45 und Nr. 46. Nach Definition
von = 4., und wegen der voratsgesetzten Isotonie von f ist auch h = f isoton.
Die tibrigen Behauptungen sind evident.

53. Satz. Es sei eine Abbildung f: (A, £) 7 (C, <) und eine Aquivalenz ¢ e
€F(4, £), 0= o < ker f gegeben. Dann existiert genau eine Abbildung g :
(Ao, 450 7 (C. <) so, dass f | dom ¢ = g . nat g.

Beweis. Fiir X € Ao, x€X definieren wir g(X) = f(X). Aus o < ker f folgt,
dass g wirklich eine Abbildung g : AJ¢ —» C darstellt und aus der Forderung
f|dom g = g . nat ¢ folgt die Eindeutigkeit dieser Abbildung g (s. [3], Satz der
Nr. 3.3, Kap. I, S. 29 der russischen Ubersetzung, angewandt auf f | dom g). Es
sei X, Ye Ao, (X,Y) e <,/,- Nach Nr. 17 existiecren neN, n 2 1 und Uy, ..., U, €
edlomit X =U,, Y=U, (U,U,;;,)e <, i=0,...,n— 1. Aus ¢ < ker f folgt
die Existenz solcher Vy, ..., V, € A[ker f, fiir die Uy < V, ..., U, SV, ist. Es ist also
(Vi Vis1) € " <. Beachten wir noch die Isotonie von f so erhalten wir (f(V,), f/(V; ,)) €
€ <, also (g(X), g(Y)) € <. Die Abbildung g ist somit isoton.

54. Symbolik. Es sei ¢, 6 € E(4), 0 = 0. Mit oo bezeichnen wir diejenige Aqui-
valenz auf Alp, fiir die (X, Y) € o/¢ genau dann ist, wenn X, Ye 4o und fiir x € X,
yeY (x, y)eoist.
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55. Satz. Es sei g, 0 € G(4, g), ¢ © 0. Dann gibt es genau eine surjektive Ab-
bildung f, : (Afe. £4,,) 7 (Alo, £ 4/,) und genau eine bijektive Abbildung

11 ((Alo)(o]0), (£ wareriiare) 7 (Alos < 410)

derart, dass das Diagramm in Fig. 1 kommutativ ist.

A afo S (4 (o)
AN /
N /
nat @ \\ J1 /f'l
N
N /
N A/(T 4

Fig. 1

Beweis. Nach Nr. 17, Satz der Nr. 19 und nach den Voraussetzungen g, 0 €
€G(A4, £), 0 < o ist ((4/0)/(c/2), (£ 4s0)/0y0/)) €inE geordnete Menge. Die Be-
zichung f; : (Afo, < 4,) 7 (4o, < 4,) folgt aus Satz der Nr. 53, falls (4o, < ,/,) =
= (C, <), nat ¢ = f (s. Satz der Nr. 46) und f, = g gewihlt wird. Die Beziehung

fi :((4]0)[()e). (£ s asonere) 7 (4]0, = 410)

folgt wiederum aus Satz der Nr. 53, wenn man f; = f, f| = g wihlt und ker f; =
= ¢/o beriicksichtigt.

Den Beweis der iibrigen Behauptungen findet man in [3], Kap. I, Satz Nr. 3-4
(S. 30 der russichen Ubersetzung).

56. Bemerkung. Die Sitze der Nr. 45— 55 wurden durch die Homomorphiesitze
der Nr. 3.1—3.4in [3], Kap. I angeregt. Die Sitze der Nr. 45— 55 sind deren Analo-
gien.

Zum Schluss mége beachtet werden, wie die Theorie der <sf-Aquivalenzen auf die
Theorie der isotonen Erweiterungen isotoner Abbildungen angewandt werden kann.
(Ober isotone Erweiterungen isotoner Abbildungen siche z. B. [8], wo andere
Existenzkriterien fiir isotone Erweiterungen erdrtert werden.)

57. Satz. Gegeben sei B, B < A, und f : (B, £) ~ (C, -<) Dann sind die folgen-
den Behauptungen dquivalent:

a) Es gibt eine Abbildung
g:(4,<)7(C.2), g|B=1.
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b) Es gibt ein 9 € Gy, (A4, <) (s. Nr. 42) und eine injektive Abbildung
h:(Afe, £ 40) 7 (C. <)
derart, dass (h . nat o) | B = f ist.

Beweis. Gilt a), so geniigt es ¢ = ker g, h = § zu wihlen. Gilt b), so geniigt es
g = h . nat ¢ zu wahlen.
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