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Czechoslovak Mathematical Journal, 25 (100) 1975, Praha 

ЗАМЕТКА О ПЕРИСТЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

H. в. ВЕЛИЧКО, Тюмень 

(Поступило в редакцию 13. УП. 1972 г., переработаное 6. IV. 1974 г.) 

В заметке автора [5] изучено поведение слабо паракомпактных р-пространств 
при замкнутых и совершенных отображениях. Мы продолжим изучение свойств 
перистых пространств, основное внимание уделив строго перистым простран­
ствам и проблеме уплотнений. 

Строго перистые пространства обладают рядом интересных свойств, из 
которых нам хотелось бы отметить следующие: 

Теорема 1с Строго перистое пространство изокомпактно. 

Теорема 2. Строго перистое нормальное пространство является Р-простран-
ством Морита. 

Теорема 3. Строго перистое всецело нормальное пространство параком-
пактно. 

Понятие строгого оперения введено в [3]. Оказалось возможным несколько 
ослабить это свойство, не теряя при этом основных его достоинств. 

В основном мы будем придерживаться соглашений и обозначений, принятых 
в [5]. 

Пишем 7 > сг, если у является измельчением а, т. е., всякий элемент Hey 
содержится в некотором Ve а. 

Некоторые обозначения: 

у = (J{H : H еу} — тело у, 
у пА = {Н пА:Неу}, 
\Х\ — мош,ность X. 

Напомним определение перистых пространств. 
Пусть X Ç У. Последовательность {у„} открытых в УпокрытийХ называется 

оперением XBY, если ОУпХ ^ X для каждой точки х е X. Важный для нас случай 



получается при У = ßX, где ßX — стоун-чеховское бикомпактное расширение X. 
Если X обладает оперением в ßX, то X называется перистым, или р-прост~ 
ранством [2]. 

1. ПОЛУ СТРОГО ПЕРИСТЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Оперение {у }̂ пространства X в ßX называется строгим, если f)y,,x = С)1Уп^1рх 
п п 

для каждой точки х е X [3]. Все свойства строгих ^-пространств, доказанные 
в этой работе, переносятся на более широкий и не менее естественный класс 
пространств, определение которого приводится ниже. 

Определение 1. Оперение {у^} пространства X в Y называется полустрогим, 
если П[7«^]г ^ ^ для каждой точки х е X. Пространство X назовем полустрого 

п 

перистым, или кратко ssp-пространством, если X обладает полустрогим 
оперением в ßX, 

В следующем списке собраны элементарные свойства таких пространств. 

Предложение 1. Имеют место утверэрсдения : 
(A) Если X обладает оперением полустрогим в некотором бикомпактном рас­

ширении ЬХ, то X обладает полустрогим оперением и в любом расширении сХ. 
(B) Замкнутое подпространство ssp-npocmpancmea полустрого перисто. 
(C) Тихоновское произведение счетного числа ssp-пространств полустрого 

перисто, * 
(D) Если ssp-пространство уплотняется на пространство с измельчающейся 

последовательностью покрытий, то оно само обладает измельчающейся после­
довательностью. 

(E) Совершенный прообраз ssp-npocmpancmea полустрого перист. 
(F) Если {у„} — полустрогое оперение X в ßX и у^ локально конечно на X для 

калсдого п, то X паракомпактно. 
(G) Если [у^ — полу строгое оперение X в ßX и у^ точечно конечно на X для 

всякого п, то X слабо паракомпактно. 
Все вышеприведенные утверждения доказываются стандартно, либо элемен­

тарно — за исключением (G). 
Докажем (G). Можно предположить, что 7„ > Уп-i-
Пусть у — открытое покрытие X, t^ — совокупность всех элементов из 

у̂  п X, покрываемых конечным числом элементов у. Семейство t = (Jt^^ покры-
п 

вает X. Действительно, пусть х е X. Тогда Кх == Oiyn^lßx ^ ^ бикомпактно, 
п 

поэтому покрывается конечным семейством у^ ^ У- В силу полу строгости най­
дется п такое, что (УпХ п X) я у^, и если х е Р е 7„ п X, то Р е Г„. 



Пусть Р 6 f„ и Р Е и{Яг : Я; g у}. Положим Pi = Рп Н^, è„, = {Р,:Ре t„} 
и „̂ = \J^ni- Тогда ô„ точечно конечно, ô = U<5„ измельчает у и „̂ > у„. 

i 

Положим К^ = tils' :SGÔ, S ф \J §.}^ считая о̂ пустым. Семейство {К„} 

точечно конечно и покрывает X. Действительно, пусть хеХ. Так как биком­
пакт Кх покрывается семейством {SJ, то найдется UQ такое, что (у^х п X) ^ 
Я {J{^i ' Ï й ^о} при п ^ HQ. ЯСНО, ЧТО Х ф К^ при п > HQ. ПОЛОЖИМ 7Г„ = 
= {Кп п H : H е \Jôi, i ^ n}, TI = [Jn^. Тогда тг — точечно конечное измельче­
ние у. Действительно, п„ точечно конечно в силу точечной конечности ôi, i ^ п. 
ЕСЛИ же хф К^, то х ф п^. Легко проверить, что п покрывает X, (G) доказано. 

Пространство X называется изокомпактным, если всякое замкнутое счетно 
компактное множество в X бикомпактно [9]. 

Этим полезным свойством обладают и 55р-пространства: 

Теорема 1. Всякое ssp-пространство изокомпактно. 
Более общей является 

Теорема 2. 77ол^ст/7ого перистое "^^-компактное пространство финально 
компактно. 

Пространство X называют "^^-компактным, если всякое несчетное множество 
в X имеет предельную точку. 

Теорема 1 следует из теоремы 2: финально компактное пространство изо­
компактно [9]. 

Наиболее общую форму теоремы 2 мы получим, введя следующее понятие. 

Определение 2. Пространство X назовем {счетно) микрополным, если к любо­
му (счетному) открытому покрытию у пространства X можно будет подобрать 
последовательность {у„} открытых покрытий X таким образом, чтобы выполня­
лось условие: для точки хеХ найдется п = п(х) такое, что у^х покрывается 
конечным числом элементов у. Последовательность {у«} назовем для удобства 
а-измельчением у. 

Предложение 2. Всякое ssp-пространство микрополно. Микрополное полное по 
Чеху пространство полустрого перисто. 

Основным свойством микрополных пространств является следующее: 

Предложение 3. Микрополное ^i-компактное пространство финально ком­
пактно. 

Доказательство. Финально компактные пространства характеризуются 
свойством: свякое счетно центрированное семейство замкнутых множеств 
имеет непустое пересечение. 
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Пусть g — центрированное семейство замкнутых в X множеств с пустым 
пересечением. Положим F = П{М^х : ̂  е g}. Тогда F ^ ßX\X. Для каждой 
точки X Е X находим окрестность Ох в X такую, что [Ох]̂ ;̂̂  п F = ф. Пусть 
{а„} — сг-измельчение покрытия {Ох : хеХ]. По его определению для каждой 
точки X е X найдется п — п{х) такое, что [сг„х]̂ з;̂  п F = 0. Положим Т^ = 

00 

= {х е X : п{х) = т]. Ясно, что X = \J Т^. Для каждого m найдется счетное 
m = l 

00 

ЧИСЛО точек Xi{ni) G Т^ таких, что Т^ с: (J а^ Xi{rn). Действительно, если предпо-
i — m 

л ОЖИТЬ противное, то по трансфинитной индукции можно построить несчетную 
последовательность {xj^ni) : ос < со^} точек множества Т„, с выполнением усло­
вия: 1) х^т) ф [J{(T^ Xß{m) : ß < а}. 

Из 1) следует, что множество M = {xj[m) : ос < coj ç X несчетно и не имеет 
предельной точки (пусть XEXRXEHECT^, если а — первое такое, что xj^m) е 
е Я, то Xß{m) ф H при ß > ос по условию 1)). Доказанное противоречит К^-
компактности X. 

Для каждой пары (i, m) найдется множество Ф̂ ^ е 5 такое, что Ф̂ ,„ п 
о сг̂  Xi{m) — 0. Действительно, если предположить противное, то семейство 
^mi = {[ö"w ^ii^yißx ^ {."^Ißx • ^ е 5} было бы центрированным для некоторой 
пары(г, т), так что П{^ • ^ ^ ^mt} + 0. Но последнее невозможно ([сг̂  ^»(^)]/?х (^ 
п F = 0). Так как X = \J{(T^ х^т) : i, m = 1, 2,. . .}, то П ^ш = 0- Следова­
тельно, 5 не является счетно центрированным. ''"̂  

Предложение доказано. 

Следствие 1. Пространство X строго перисто тогда и только тогда, когда 
X — изокомпактное Л-пространство. 

2^-пространства определены в [11]. В одну сторону утверждение доказано 
в [8]. 

Следствие 2. Микрополное М-пространство Морита [15] паракомпактно. 

В частности: 

Следствие 3. Полустрого перистое М-пространство паракомпактно. 

Теорема 3. Произведение нормального ssp-пространства на метризуемое нор­
мально. 

Доказательство. Произведение пространства X на всякое метризуемое 
пространство Y нормально тогда и только тогда, когда X является нормаль­
ным Р-пространством в смысле Морита [15]. 

Пусть {G{oci,..., а̂ ) : сс^,..., а̂  Е Q, i = 1, 2,...} — такое семейство открытых 
в X множеств, что G(ai, ..., а,) Ç G(ai,..., а̂ , а^+х). Положим Р{ос^,..., а,-; к) = 

И 



= {x e X : jkX Ç 0(ai, ..., a^)}, где y^ = (D„ n X, и {a)„} — полустрогое опере­
ние X в ßX. Положим, далее, T(ai, ..., а̂ ; к) = [P(ai, ..., а,-; 1с)]̂ . Тогда 
T(cci, ..., а,.; к) ^ G(ai,..., а )̂. Действительно, если х ф G(ai, ..., а )̂, то при 
X е H е jj, выполняется Я п P(o6i, ..., а,-; /с) = 0. Положим F(o6i, ..., а̂ ) = 

00 

= и (̂̂ 1? •••' ^^ ^)- Тогда, очевидно, F(ai, ..., а,) Ç G(oci,..., а )̂. 
л = 1 

00 

Пусть X = и G(ai,..., а̂ ) для некоторой последовательности {а^,..., а^-,...}. 
i = l 

Пусть X е X. Множество Кх = () \jn^lx = Г)[.^п\\рх бикомпактно, следователь-
п п 

но, найдется i такое, что Кх ^ G(ai,..., а )̂. Тогда найдется п такое, что у„х ^ 
Ç G(ai,..., ofj). Поэтому х еP(ai, ..., а̂ ; п) ^ P(^i,..., а,)- Таким образом, 

00 

X = и F(ai,..., а,). Семейство {F(at, ..., а̂ ) : aj, ..., а̂  G О, f = 1, 2, ...) F^-мно-

жеств в нормальном пространстве X удовлетворяет условиям леммы 3.1 из 
[15]. Следовательно, X есть Р-пространство. 

Теорема доказана. 

Следствие 1. Произведение совершенно нормального полустрого перистого 
пространства на метризуемое совершенно нормально. 

Учитывая результаты [15], [16], имеем 

Следствие 2. Произведение коллективно нормального ssp-пространства на 
метризуемое коллективно нормально и счетно паракомпактно, т. е., сильно 
нормально в смысле М. Катетова [14]. 

Аналогичными средствами доказывается 

Предложение 4. Счетно микрополное нормальное пространство счетно пара-
компактно. 

Пространство X называют всецело нормальным (entirely normal, см. [19]), если 
окрестности диагонали ^ в X х X образуют равномерность в смысле Вейля. 

Теорема 4. Всецело нормальное ssp-npocmpancmeo паракомпактно. 
Пространство X обладает свойством (*), если всякое открытое покрытие у 

имеет открытое измельчение со такое, что со* = [(х>х : х еХ] звездно вписано 
в -у* = [ух : X е X} [6]. 

Теорема 4 вытекает из следующей 

Теорема 5. ssp-npocmpancmeo, обладающее свойством (*), паракомпактно. 
Действительно, всецело нормальное пространство обладает свойством (*), 

однако последнее много общее. 
Мы докажем 

12 -



Предложение 5. Микрополное пространство, обладающее свойством (*), 
паракомпактно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у — открытое покрытие X, {у,,} — сг-измельчение у. 
Так как X обладает свойством (*), то каждое у* нормально, следовательно, 
у* имеет открытое локально конечное измельчение со„. Пусть о}[^ я со„ — сово­
купность всех элементов из œ^, покрываемых конечным числом элементов у. 
Положим ш = {jo^'tr Тогда со — (т-локально конечное покрытие X. Для H е œ 

п 

пусть {Pi{H) : i = 1, 2, . . .} — конечное покрытие Я элементами у. Положим 
Ö„, = {Нп PJ^H) : H G со;}, е = U{Ö„. : п, m = l, 2, . . . } . 

Тогда в — сг-локально конечное измельчение у. 
Предложение доказано. 

Замечание . Анализ доказательства предложения 5 позволяет сделать сле­
дующее заключение. Скажем, что пространство X обладает свойством (MC), 
если к любому открытому покрытию у пространства X можно подобрать 
последовательность {у^} открытых покрытий X, обладающую свойством: 
для всякой точки хеХ найдется п — п{х) такое, что у^х покрывается счетным 
числом элементов у. 

Предложение 6. Если X обладает свойствами (MC) и (*), то X паракомпактно. 
Полустрого перистые пространства наследственны по замкнутым множе­

ствам, но не открытым. Например, TW{œi) — пространство порядковых чисел, 
меньших первого несчетного œ^ — открыто в бикомпакте rJ^(coi + 1), но не 
является полустрого перистым (теорема 1). 

В силу этого имеет смысл 

Теорема 6. В тотально нормальном ssp-пространстве всякое С^-мно:хсество 
полустрого перисто. 

Для доказательства теоремы 6 нам потребуются следующие результаты. 

Предложение 7. Если Х^ ^ Y полустрого перисты, то X = f]X,^ полустрого 
перисто. " 

Предложение 8. Если X = \JX^ и {Х^] — точечно конечное семейство откры­
тых ssp-подпространств, то X полустрого перисто. 

Доказательства нескложны. 

Теорема 7. Пусть/ : X -^ Y — непрерывное отображение ssp-npocmpancmea X. 
Тогда XQ =f~^YQ полустрого перисто для каж:дого полустрого перистого 
подпространства YQ Я Y. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / * : /?Х-^ j57 — стоуновское продолжение / по 
непрерывности. 
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Пусть {у„] - полустрогое оперение X в ßX, (TTJ - полустрогое оперение Fo 
в lYo]ßY- Положим у'п = У„г^ {Xojßx, n'„-=f''^n'^ [Xojßx- Элементы семейства 
{у'„, < } занумеруем в последовательность {(т„}. Каждое а„ открыто в [Хо]^^^, 
так как [ХоЪх ^f~\lYo]ßY)' Пусть хеХо, х'ф Х^. Если х'еХ, то / х ' = 
= У eY\Yo ^ найдется к такое, что [ % J ] ^ F Ф у\ где у = /х . Если < = (T̂ Ĵ̂ ), 
то х' ^ [<т„(л)Л:]/зл:- Пусть х' ф X. Тогда найдется m такое, что [ущХ^х Ф ^\ и если 
Ут = Ыт). ТО х' ф l(J„(m)^']ßx- Доказано, что {(jj - полустрогое оперение XQ 

Теорема доказана. 
Теорема 7 имеет важное значение, так как из нее можно вывести ряд полезных 

следствий. 

Следствие 1. Всякое конуль-мно:и€естео в ssp-пространстве полустрого 
перисто. 

Следствие 2. Всякое открытое Е„-множ:ество в нормальном ssp-пространстве 
полустрого перисто. 

Обозначим через Л{Х) совокупность всех Л £ X, для которых существует 
непрерывное отображение / : X -> У на метризуемое пространство Y такое, 
что А ^f~^B, Б Ç У. 

Следствие 3. Если X — ssp-npocmpancmeo, то всякое А е ^#(Х) полустрого 
перисто. 

В совершенно нормальном пространстве семейство J^{X) содержит все 
борелевские множества СЖ(Х) содержит все замкнутые множества и замкнуто 
относительно дополнений и счетных пересечений: если А = f)A„, А„ е Jf{X) 
и Л = Г'В,, В, е У„, то Л - Г'В, где / - П/„ : X -^ Ш„, В = Ш, ^ ПУ„). 
Из этого немедленно вытекает 

Теорема 8. Всякое борелевское мно:нсество в совершенно нормальном ssp-
пространстве полустрого перисто. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 6. Пусть Я открыто в X. Тогда H = [JH^, где 
{Н^} — локально конечное (в Я) семейство открытых в X F^-множеств. Каждое 
Яд полустрого перисто (Следствие 2 теоремы 7). Тогда Я полустрого перисто 
по предложению 8. По предложению 7 всякое С^-множество в X полустрого 
перисто. 

Теорема доказана. 

Замечание . Пространство X называют совершенныт, если всякое замкнутое 
множество в X имеет тип G^ [12]. 

Если диагональ zl в X х X имеет тип Ĝ  в X х X, то говорят, что X — про­
странство с G^-диагональю. 
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E. Г. Пыткеев доказал; что: 
1) В совершенном ^-пространстве всякое борелевское множество перисто. 
2) Перистое пространство с О^-диагональю наследственно перисто. 

2. ПРОБЛЕМЫ УПЛОТНЕНИИ 

Если строгое р-пространство уплотняется на пространство с измельчающей­
ся последовательностью покрытий, то оно само обладает измельчением [3]. 
В связи с этим возникает вопрос: верно ли это для перистых пространств, или 
хотя бы для локально бикомпактных пространств? [3]. 

Получить положительный ответ здесь нельзя, так как в некоторых моделях 
теории множеств возможна следующая ситуация. 

Теорема 9. В предпололсении 2^^ = 2^^ существует пространство X, обладаю­
щее свойствами: 

\) X локально бикомпактно, 
2) X уплотняется на компакт {числовой отрезок), 
3) квазиметризуемо, 
4) X не совершенно, т. е., не обладает измельчением. 
Теорема требует пояснений. 
Квазиметрикой (или Л-метрикой) называют вещественную функцию d{x, у) ^ 

^ О, удовлетворяющую условиям: 
1) J(x, j ) = О эквивалентно х = у, 
2) d(x, у) ^ d(x, z) + d(z, у). 
Пространство X называется квазиметризуемым (А-метризуемым), если 

его топологию можно задать квазиметрикой d по правилу: множество Ä 
открыто в X тогда и только тогда, когда для каждой точки х е Ä найдется 
г > О такое, что S(x, г) = {у : d(x, у) < е} ^ Ä, [17], [20]. 

Свойство 3) пространства X интересно в силу следующего результата: 

Предложение 9. Полустрого перистое квазиметризуемое пространство обла­
дает измельчением. 

Предложение 9 вытекает из общего результата, доказанного в [13]. 

Доказательство теоремы 9. Пусть/ = [О, 1] —, числовой отрезок, Ä а I — 
множество мощности К .̂ Для каждого несчетного множества В ^ А выполня­
ется: | [Б] / \Л | = 2^° — так как всякий компакт либо счетен, либо имеет мощ­
ность 2^° [1]. Семейство всех несчетных подмножеств А имеет мощность 
2*̂ ^ = 2^°. Следовательно, каждому такому подмножеству В можно поставить 
в соответствие точку х{В) с выполнением условий: 

а) х{В)е1\А, 
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b) х{В) Ф х{В') при В Ф В', 
c) x(ß)e[ß] , . 
Положим Е = {X(JB) : JB ^ Л, В несчетно}. Введем на / следующую топо­

логию. 
Для каждой точки х{В) выберем последовательность х„{В) такую, чтобы 

выполнялись условия: 
d) х{В) = lim х^В), 
е)х„(Б)еБ. 
Все точки множества 1\Е считаются изолированными. Стандартной окрест­

ностью точки х{В) будет множество 7Дх(Б)) = {^(В)} и \j{^i{B) • i ^ '4- По­
лученное пространство X обладает свойствами 1) и 2), что очевидно. Если хф Е, 
то положим Р̂ ,(х) = {х}. Тогда семейство окрестностей {F„(x) : х е Х} удовле­
творяет условию: если у eF^x), то V^(y) ̂  F„(x). Тогда X квазиметризуемо по 
теореме Рибейро [18]. 

Докажем, что X не совершенно. Пусть {G„} — произвольная убывающая 
последовательность окрестностей множества £, которое замкнуто в X, Тогда 
Ä \ G„ счетно для каждого п — по определению топологии в X. Тогда Ä\f)Gn 

п 

счетно, следовательно, f)G,^\E =^ Ф я Е RQ является О^-множеством. Теорема 
доказана. " 

Итак, в общей постановке задача не решается положительно. Рассмотрим 
частные случаи. 

Легко устанавливается 

Предложение 10. Если локально бикомпактное пространство локально связно 
и уплотняется на пространство с измельчающейся последовательностью, то оно 
само обладает измельчающейся последовательностью. 

Пространство X называется п-бикомпактным, если оно обладает базисом 
открытых множеств л = {U} таким, что граница Гр U бикомпактна для каж­
дого и en. 

Предложение 11. Если локально связное п-бикомпактное пространство 
уплотняется на пространсп%во с измельчением, то оно само обладает измель­
чением. 

Доказательство Предложения 11 особых трудностей не содержит. 
Пространство X называется металинделефовым, если во всякое открытое 

покрытие X можно вписать открытое точечно счетное [П]. 

Теорема 10. Если локально псевдокомпактное металинделефово простран­
ство X уплотняется на пространство с измельчающейся последовательностью 
покрытий, то X метризуемо. 

Прежде чем доказывать эту теорему, выясним некоторые моменты. 
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Пространство X будем называть локально псевдокомпактным, если каждая 
точка хеХ имеет псевдокомпактную окрестность Ох. 

Следующее предложение доказано в [5]: 

Предложение 12. Перистое псевдокомпактное пространство полно по Чеху, 
Из предложений 12 и 2 выыытекает 

Предложение 13. Для того чтобы псевдокомпактное пространство было 
полустрого перистым, необходимо и достаточно, чтобы оно было перистым 
и микрополным. 

Существенно для нас 

Предложение 14. Уплотнение псевдокомпакного пространства на пространство 
с первой аксиомой счетности является гомеоморфизмом. 

Доказательство. Пусть / : Z -> У — данное уплотнение. Докажем, что / 
замкнуто. Пусть множество F замкнуто в Z, уф/Р, {0„у} —убывающая 
фундаментальная система окрестностей точки у BY. Тогда Г\/~^0„у = f~^y = 

п 

= X ф F.y точки X найдется окрестность Ох такая, что [Ох] п F = ф. Положим 
Sn = f~^{0„y) \ \_Ох^х- Множества S„ открыты в X а система {S„ : п = 1,2,...} 
локально конечна: для свякой точки z Ф х найдутся окрестности О „у и 0(fz) 
такие, что О „у п 0{fz) = 0. Тогда семейство {5„} содержит только конечное 
число не пустых множеств (в силу псевдокомпактности X, см., например, [10]), 
Следовательно, у ф [/F]^ и / замкнуто. Предложение доказано. 

Следствие. Псевдокомпактное MHootcecmeo в пространстве с первой аксиомой 
счетности замкнуто. 

Пространство X называется бэровским, если всякое открытое множество в X 
имеет вторую категорию. 

Всякое полоное по Чеху пространство — бэровское. Следовательно, цсевдо-
компактное р-пространство — бэровское. 

Положим у^ = {<Р> : Р еу}, где у — некоторое семейство множеств. 

Предложение 15. Пусть у — замкнутое о-дискретное покрытие бэровского 
пространства X. Тогда у" плотно в X. 

Предложение доказано в [4]. 

Предложение 16. Псевдокомпактное пространство X с измельчающей после­
довательностью покрытий сепарабельно. 

Доказательство. Пространство X обладает замкнутой с-дискретной сетью 
у = \jy^ (см., например, [3]). Так как у^ дискретно, то оно содержит лишь 

17 



конечное число не пустых множеств, тогда у^ содержит счетное число не пустых 
элементов. В каждом не пустом <Р> е у^ выберем одну точку х{Р). Пусть 
S — совокупность выбранных точек. Докажем, что S плотно в X. 

Пусть Я открыто в X. Положим оэ = {Р еу : Р ^ Н}. Тогда со — сеть в Я, 
Так как X — бэровское, то Я — тоже. Тогда с5̂  плотно в Я (предложение 15). 
Ясно, что Я п 5 ф 0. 

Предложение доказано. 

Доказательство теоремы 10. Пусть/ : X -^ Y — уплотнение, х е X, Имеется 
псевдокомпактная окрестность Ох точки х. Множество Ох замкнуто в X — так 
как/(Ох) замкнуто в 7(следствие предложения 14). Тогда Ох металинделефово, 
отображение / гомеоморфно на Ох (предложение 14), обладает измельчением, 
потому сепарабельно (предложение 16). Отсюда следует, что Ох обладает 
счетной базой. 

Пусть у = {[/} — открытое точечно счетное покрытие X такое, что любое 
и еу обладает счетной базой. Тогда у звездно счетно, и по теореме Смирнова 
[7] X распадается в дискретную сумму пространств со счетной базой. 

Теорема доказана. 
Аналогичными средствами можно доказать: 

Теорема 11. Если локально псевдокомпактное а-паракомпактное пространство 
уплотняется на пространство с измельчением, то X обладает измельчением. 
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