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Czechoslovak Mathematical Journal, 25 (100) 1975, Praha 

ÜBER APPROXIMATIVE DERIVIERTE ZAHLEN 

LADISLAV MISIK, Bratislava 

(Eingegangen am 2. Januar 1974) 

1. L. ZAJICEK hat in [5] folgendes interessantes Resultat (Corollary 1.) bewiesen. 
Die Menge aller Zahlen x, für die D^^f{x) n D~p/(x) = 0 gilt, ist für jede reelle 
Funktion / einer reellen Veränderlichen mit der Lipschitze Eigenschaft höchstens 
abzählbar. Dabei bedeutet D^pf(x), bzw. D~^f(x) die Menge aller approximativen 
derivierten Zahlen der Funktion / im Punkte x von rechts, bzw. von links. Hier 
geben wir einen neuen Beweis dieser Behauptuhg. 

Zuerst geben wir eine Eigenschaft für die Funktionen, die in einer offenen Halb
ebene definiert sind, an, welche dazu genügend ist, daß die Menge aller approxima
tiven Limeszahlen in der Richtung в und die Menge aller Limeszahlen in der Rich
tung в in einem Grenzpunkt der offenen Halbebene gleich sind. Daraus bekommen 
wir mit Hilfe eines Satzes von V. JARNIK [3] die Behauptung von L. Zajicek. Ferner 
werden einige weitere Folgerungen unseres Satzes gegeben. 

2. Unter der Menge < —oo, oo> werden wir die übHche zweipunktige Kompakti-
fikation von ( — 00,00) verstehen. Unter einem offenen Intervall in < —00, oo> 
verstehen wir offene Intervalle in (—00, 00) und die Intervalle (a, 00>, < — oo, a) und 
< —00, oo>, wobei а e < —00, oo> ist. Es sei R2 eine offene Halbebene und H ihre 
Grenze. Wenn PеН und 0 < ö < тс ist, dann bedeutet P(ö) die offene Halbgerade 
PQ mit Qe R2, die den Winkel в mit H hat. Für eine lineare Menge A wird |^| i 
das lineare äußere Lebesgueniaß von A bedeuten. Wenn X,YeR2 u Я ist, dann 
wird Q{X, Y) in eukHdische Metrik in Я J u Я bedeuten. Für А с P(ß) definieren 
wir für jede positive Zahl e folgende Zahl: d%A; P) = 8~^\{X : Q(X, P) < S] n A\^, 

Es sei / : î 2 -^ ( — oo» Qo) und P еН. Dann sagen wir, daß у e < — 00, oo> eine 
Limeszahl von / im P in der Richtung в ist, wenn P ein Häufungspunkt der Menge 
/~^{и(у)) n P(e) für jede Umgebung U{y) von у ist. Wir sagen, daß у e < — 00, oo> 
eine approximative Limeszahl von / in der Richtung в ist, wenn für jede Umgebung 
von у lim sup d%f~^{U{y)); P) > 0 ist. Die Menge aller Limeszahlen von/ im P in 
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der Richtung в bezeichnen wir mit C^(/; P). Die Menge aller approximativen Limes
zahlen von / im Punkte P in der Richtung 9 werden wir mit Clp{f; P) bezeichnen. 

Es se i / : R2 -> {— 00, 00). Wir sagen, d aß /d i e Eigenschaft K{9) im Punkte P hat, 
wenn es ein т > 0 mit folgender Eigenschaft gibt: Für ein Paar (/, Ji) von solchen 
offenen Intervallen in < —00, 00), für das / c: /^ gilt, existieren zwei solche positive 
Zahlen rj und C, daß für jeden Punkt QeP{9) nf~\l) n {X : Q{X, P) < т} ein 
solcher Punkt U e P{9) existiert, daß Q{U, P) й С Q{Q, P) und ^ ^ ( U , P ) ( / " 4 ^ I ) ' ^) ^ 
^ rj ist. 

Satz 1. Es seif : P2 "^ (~" ^> ^ ) ^^^^ Funktion, die im Punkte P e H die Eigen
schaft K{9) besitzt. Dann gilt C\f; P) = С Ц / ; P). 

Beweis. Aus der Definition von Limeszahlen und approximativen Limeszahlen 
ist es offensichtlich, daß Cfp(/; P) с C\f; P) gilt. 

Es sei у e C^{f; P), т > 0 die Zahl aus der Eigenschaft K(9) und (/, I^) ein Paar 
offener Intervalle in < —00, oo> für welche у el cz I cz I^ gilt. Es seien rj und С 
zwei positive Zahlen, die zu dem Paar (/, I^) nach der Eigenschaft K{9) gehören. Es 
sei s > 0. Da 3; 6 C^(/; P) ist, muß so ein Punkt Q e P{9) n / ~ ^ ( / ) existieren, für 
den Q(Q, P ) < min (т, ejC) ist. Nach der Eigenschaft K(9) muß ein solcher Punkt 
UeP{9) existieren, daß Q{U, P) ^ С Q{Q, P) < s und 4 t / ,P ) ( /~4^ i ) ' ^ ) ^ V ist. 
Daraus geht hervor, daß Hm sup dl(f~^(li); P) ^ rj > 0 für jedes offene Intervall I^, 

£-»•0 + 

das j enthält, gilt. Also ist y e Clp(f; P) und der Satz ist bewiesen. 

Satz 2. Es seien 9^ und 92, 0 < 9i < 92 < n zwei Richtungen. Es sei / : P j ~̂  
-» (—00, 00) eine Funktion, die die Eigenschaften K{9i) und K(92) in jedem Punkt 
P e H — HQ besitzt. Wenn HQ eine höchstens abzählbare Menge ist, dann ist die 
Menge Hl'/' aller Punkte P e H,für welche C^J,(/; P) n Cfj(/; P) = 0 ist, höchstens 
abzählbar. 

Beweis. V. Jarnik hat bewiesen ([З]), daß die Menge Я aller P e H, für welche 
zwei solche Richtungen (pi und (p2 existieren, daß 0 < cpi < (p2 < '^ ̂ ^^ C"^^(/; P) (^ 
n C^^(/; P) = 0 ist, höchstens abzählbar ist. Nach dem Satz 1 gilt: Cll,{f; P) = 
== C^\f; P) und C%{f', P) = C^f', P). Da die Menge П1'/^ eine Teilmenge von 
HQ и П ist, ist die Menge Я^ ,̂'̂ ^ höchstens abzählbar. 

Ähnlich beweist man folgenden Satz: 

Satz 2'. Wenn eine Funktion f : P j -» (—00, 00) die Eigenschaft K(9) für alle 
Richtungen 9 in jedem Punkt P e H — HQ hat, wobei HQ eine abzählbare Menge 
ist, dann ist die Menge Я^р aller Punkte P e H,für welche zwei solche Richtungen 9^ 
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und 02 existieren, daß 0 < 9^ < 02 < n und Cll,{f; P) n Cfj(/; P) = 0 gilt, 
höchstens abzählbar. 

3. Satz 3. Es sei R2 — {(x, y) :x, y e[—co, 00), x < y]. Dann ist H = [{x, x) : 
: X e (— CO, 00)}. Es sei 0 < в < n und g :(—co, со) -^ (— 00, 00) eine Funktion, 
die die Lipschitzeigenschaft hat. Dann hat die Funktion 

f(^,y) = ^(^)-3(y) 
X — у 

die Eigenschaft К(в) in jedem Punkt (x, x) e H. 

Beweis. Es sei L so eine positive Zahl, für welche \g{x) — g{y)\ S L\X — y\ für 
alle X, 3; 6 (— CO, 00) gilt. 

Es sei (/, II) so ein Paar offener Intervalle, daß I cz I^ gilt. Da \f{x, j ) | ^ L ist, 
genügt es nur solche Paare (/,/1), / с /^ zu nehmen, für welche /^ с { — Ь,ЬУ ist. 
Es sei also I^ с < —L, L>. Dann existiert ein d > 0 so, daß (z : Q{Z, 1) :^ d} CZ /^ 
gilt. Es sei Р{в) = {{x + at, x + bt) : t > 0}, wobei |a| + |b| > 0 und a Ф Ь ist. 
Setzen wir 

. , \a — b\ d 1\ ^ 1 , 2œ 
œ == m m ( —— - ' - — ? - I ? ^ ~ ^^^ ^ \2{\a\ + \b\)L 2) I - œ (1 + со) 

Es sei w > О und Î; > 0. Dann gilt: 

g{x + au) — L\a\ \v — u\ ^ g(x + av) g g(x + au) + L\a\ \v — u\ 

Daraus bekommen wir: 

, s /1 1\ Ь , I , ^ g(x + av) g{x + au) 
g{x + au) I |a| p — t/| ^ ~ ^ — ^ ^ ^ 

\v uj V V и 

й g{^ + ^u) l ) + - |fl| |t; - M| . 
\V UJ V 

Ähnlich bekommen wir: 

Ф + ъи) f l - l U ^ |b| \v-u\^ ^(^ + ^'^ - 9±ЛМ ^ 
\V UJ V V и 

s g{x + au) [ - - . - ) + - |b[ \v - u\ . 
\V UJ V 
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Aus diesen zwei Ungleichungen bekommen wir: 

— \g(x + au) — g(x + bu)\ J ' (|a| + \b\) \v — u\ ^ 
UV 

й {g{x + au) - g(x + bu)) ( ) (|a| + \b\) \v - u\ = 
\v uj v 

= g(x + au) I _ ) |a| |i? — w| — (g(x + bu) l 1 H— |б| |Ü — м|) ^ 
\г; uJ v \v uJ V 

g(x + av) g(x + au) g(x + bv) g(x + bu) 
" V и V и 

^ g(x + au) ( ) H— |a| |i; — w| — g(x + bu) ( ) + — |b| |Ü — w| ^ 
\V UJ V \V uJ V 

= Idi^ + ^w) ~ 9{x + bu)\ 
UV V 

+ ~(\a\ + \b\)\v - u\ . 

Daraus folgt: 

g(x + av) — g(x + bv) g(x + au) ~ g(x + bu) 
< 

^ \g(x + au) - g(x + bu)\ ^— ^ + - (|a| + |b|) \v ~ и 
UV V 

Also für jedes w > 0 und t; > 0 gilt: 

|/((x + ay, X + bv^ — f((x + au, X + bu))\ = 

_ \g(x + av) — g(x + bv) ^ g(x + au) — g(x + bu) 

(a — b)v (a — b)u 

- ITTTi (l̂ "̂" "̂  ""''"^ ~ (̂"̂  "̂  "̂̂ ' ^r^^ "̂  "̂ l""! ̂  î l̂  1̂  - "l) ^ UV V 

йу\.(ь\а - blJ-'^^ +'^{\a\ +\b\)\v - и 
\a — b \ \ UV V 

^ ЩИ + |b|) 
- \a-b\ 

Es sei ß 6 P(ö) n/~*(j). Dann existiert ein f > 0 so, daß Q = {x + at, x + bt) 
ist. Es sei t/ = (x + ам, x + bu), wobei м = (/(1 — со) ist. Dann gilt 

Q{U, P) = v'(a' + b') 
1 — CO 1 — Ю 

Q{Q, P) = с Q{Q, P) . 
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Es sei V e <(/(! + ю), г/(1 - ю)> und V = {x + av, x + bv). Dann gilt: 

< œ 

und 

| / (F) - / ( ß ) | = | / (x + aü, X + bv) - f{x + at, x + bt)\ й 

ЩИ + \b\) 
\a - b\ 

1 -
~ I« - 1̂ 

Da f{Q)eI ist, gilt e{f{V), 1) ^ d. Daraus bekommen wir, daß / ( F ) 61^ ist. 

Also ist 

dl,,Ar\h);P) = 
1 

Q{U, P) 
\{X 6 P(e) : Q{X, P) < в(и, P),f{X)eI,}l ^ 

t t 
Q{U, P) 1 + cu 1 — CO 

{i-œ)^{a^+b^)r 1 

^/(a^ + b )̂ r \1 - CO 1 + cô  

1 
= ^ 

4. Aus den Sätzen 2 und 3 bekommen wir das Resultat von L. Zajicek: 

Folgerung 1. Wenn g :(—co, со) -^ (—oo, oo) eine Funktion ist, die die Eigen
schaft von Lipschitz besitzt, dann ist die Menge aller xe(—oo, oo), für welche 
D^^f{x) n D~p/(x) = 0 gilt, höchstens ab zählbar. 

A. KHINTCHINE hat in [4] folgendes bewiesen: Wenn f eine monotone Funktion 
ist, die im Punkte x die approximative Ableitung besitzt, dann besitzt sie auch die 
Ableitung und beide sind einander gleich. Aus den Sätzen 1 und 3 geht folgendes 
stärkeres Resultat für Funktionen, die die Lipschitzeigenschaft besitzen, hervor: 

Folgerung 2. Es sei g : (—oo, oo) -> (—oo, oo) eine Funktion, die die Lipschitz
eigenschaft besitzt. Dann ist die Menge aller approximativen derivierten Zahlen 
(approximativen derivierten Zahlen von rechts, bzw. approximativen derivierten 
Zahlen von links, bzw. approximativen symmetrischen derivierten Zahlen) der 
Funktion g in jedem Punkt x gleich der Menge aller derivierten Zahlen (derivierten 
Zahlen von rechts, bzw. derivierten Zahlen von links, bzw. symmetrischen derivier
ten Zahlen) der Funktion g in x. 

Aus dem Beweis des Satzes 3 ist klar, daß die Funktion / : JRJ -^ (—oo, oo) die 
Eigenschaft К(в) im Punkte (x, x) hat, wenn es ein т > 0 und eine Konstante C(9) 
so gibt, daß \f(x + at, x + bt) - f(x + au, x + bu)\ S C(9) |l - tju] für alle 
0 < r ^ T , 0 < u ^ 2 r gilt, wenn Р(в) = {(x + at, x + bt) : t > 0} ist. 
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Es sei Ä die Klasse aller Funktionen/ : R2 -^ (— 00, 00), für welche in jedem (x, x) 
und für jede Richtung 0 ein т > 0 und eine Konstante С{в) so existiert, daß | / (x + 
+ at, X + bt) - f{x + au, x + bu)\ й С{в) |l - г/м| für alle 0 < t ^ т und 
0 < и S2t gilt, wenn P(ö) = {{x + at, x -{- bt) : t > 0} ist. Man kann leicht be
weisen, daß f : R2 -^ (—00, 00) aus A ist, wenn / die Lipschitzeigenschaft besitzt. 

A. M. BRUCKNER und C. GOFFMAN haben in [ l ] bewiesen, daß für jede stetige 

Funkt ion / : R2 -> (—00, 00) und alle Paare von Richtungen ö^ und 62 die Menge 
aller Punkte PeH, für welche C%{f; P) n €%{/; P) = 0 gilt, von erster Kategorie 
von Baire ist. C. GOFFMAN und W. T. SLEDD haben in [2] bewiesen, daß für jede 

stetige Funktion f : R2 -^ {—со, 00) und jede Richtung в die Menge aller Punkte 
PeH, für welche Cl^{f; P) = C^(/; P) gilt, eine Menge von erster Kategorie von 
Baire ist. Auf Grund unseres Satzes 1 und des zitierten Satzes von V. Jarnik gilt 
für die Klasse А folgendes: 

Satz 4. Wenn f eine Funktion aus der Klasse А ist, dann ist die Menge aller 
Punkte PeH, für welche zwei solche Richtungen в^ und 62 existieren, daß 
Cap(/; P) n Сзр(/; P) = 0 ist, höchstens abzählbar. Für jede Funktion f aus der 
Klasse А gilt Clp{f; P) = C^{f; P) in jedem Punkt PeH und für jede Richtung ö. 

Aus dem Satz 4 bekommen wir: 

Folgerung 3. Für jede Funktion f : R2 -^ {—оэ, со) mit der Lipschitzeigenschaft 
ist die Menge aller Punkte PeH, für welche zwei solche Richtungen 9^ und 62 
existieren, daß Cap(/; P) n Cll{f; P) = 0 gilt, höchstens abzählbar. Für jede 
Funktion f : R2 -> (—00, 00) mit der Lipschitzeigenschaft gilt Clp[f; P) = C^{f; P) 
in jedem Punkt PeH und jeder Richtung 6. 
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