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UBER APPROXIMATIVE DERIVIERTE ZAHLEN

LADISLAV MiSik, Bratislava

(Eingegangen am 2. Januar 1974)

1. L. Zas¢ex hat in [5] folgendes interessantes Resultat (Corollary 1.) bewiesen.
Die Menge aller Zahlen x, fiir die D}, f(x) n Dy, f(x) = 0 gilt, ist fiir jede reelle
Funktion f einer reellen Verdnderlichen mit der Lipschitze Eigenschaft hochstens
abzihlbar. Dabei bedeutet D, f(x), bzw. D, f(x) die Menge aller approximativen
derivierten Zahlen der Funktion f im Punkte x von rechts, bzw. von links. Hier
geben wir einen neuen Beweis dieser Behauptuhg.

Zuerst geben wir eine Eigenschaft fiir die Funktionen, die in einer offenen Halb-
ebene definiert sind, an, welche dazu geniigend ist, da} die Menge aller approxima-
tiven Limeszahlen in der Richtung 6 und die Menge aller Limeszahlen in der Rich-
tung 6 in einem Grenzpunkt der offenen Halbebene gleich sind. Daraus bekommen
wir mit Hilfe eines Satzes von V. JARNiK [3] die Behauptung von L. Zajidek. Ferner
werden einige weitere Folgerungen unseres Satzes gegeben.

2. Unter der Menge {—o00, co) werden wir die iibliche zweipunktige Kompakti-
fikation von (-— o0, 0) verstehen. Unter einem offenen Intervall in {— oo, 00}
verstehen wir offene Intervalle in (— oo, o0) und die Intervalle (¢, ), {— o0, ) und
{—o0, 00), wobei a e {—c0, o) ist. Es sei R; eine offene Halbebene und H ihre
Grenze. Wenn P e H und 0 < 6 < = ist, dann bedeutet P() die offene Halbgerade
PO mit Q e R}, die den Winkel 0 mit H hat. Fiir eine lineare Menge 4 wird |4,
das lineare duBere LebesguemaB von A bedeuten. Wenn X, Ye R; U H ist, dann
wird ¢(X,Y) in euklidische Metrik in Ry U H bedeuten. Fiir 4 = P(0) definieren
wir fiir jede positive Zahl ¢ folgende Zahl: dJ(4; P) = ¢™'|{X : o(X, P) < &} n A4|;.

Es sei f: R; — (— 0, o) und P e H. Dann sagen wir, da y e (—, co) eine
Limeszahl von f im P in der Richtung 0 ist, wenn P ein Haufungspunkt der Menge
f~HU(»)) n P(0) fiir jede Umgebung U(y) von y ist. Wir sagen, daB y € (— 0, 00}
eine approximative Limeszahl von f in der Richtung 0 ist, wenn fiir jede Umgebung
von y lim sup d2(f ~*(U(¥)); P) > 0 ist. Die Menge aller Limeszahlen von f im P in

e—0*
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der Richtung 0 bezeichnen wir mit C’(f; P). Die Menge aller approximativen Limes-
zahlen von f im Punkte P in der Richtung 6 werden wir mit Cj(f; P) bezeichnen.

Esseif: Ry — (—oo, o). Wir sagen, daB f die Eigenschaft K(6) im Punkte P hat,
wenn es ein t > 0 mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir ein Paar (I, I,) von solchen
offenen Intervallen in {— oo, 00, fiir das I < I, gilt, existieren zwei solche positive
Zahlen n und C, daB fiir jeden Punkt Qe P(6) nf~'(I) n {X : o(X, P) < 1} ein
solcher Punkt U € P(6) existiert, daB o(U, P) < C ¢(Q, P) und dg(uyp)(f‘l(ll); P) =
= n ist.

Satz 1. Es sei f : R; — (— o0, o) eine Funktion, die im Punkte P € H die Eigen-
schaft K(0) besitzt. Dann gilt C°(f; P) = Ci(f; P).

Beweis. Aus der Definition von Limeszahlen und approximativen Limeszahlen
ist es offensichtlich, daB CJ (f; P) = C%(f; P) gilt.

Es sei y € Cf; P), © > 0 die Zahl aus der Eigenschaft K(0) und (I, I,) ein Paar
offener Intervalle in {— o0, o) fiir welche yel < I = I, gilt. Es seien # und C
zwei positive Zahlen, die zu dem Paar (I, I,) nach der Eigenschaft K(6) gehdren. Es
sei ¢ > 0. Da ye C%(f; P) ist, muB so ein Punkt Q € P(0) n f~'(I) existieren, fiir
den ¢(Q, P) < min (r, ¢/C) ist. Nach der Eigenschaft K(f) muB ein solcher Punkt
U e P(0) existieren, daB o(U, P) < Co(Q, P) < & und dyy p(f '(I,); P) = n ist.
Daraus geht hervor, daB lim sup d2(f ~*(I,); P) = n > 0 fiir jedes offene Intervall I,

g0t

das y enthalt, gilt. Also ist y € C2,(f; P) und der Satz ist bewiesen.

Satz 2. Es seien 0, und 0,, 0 < 0, < 0, < © zwei Richtungen. Es sei f : Ry —
— (— o0, ) eine Funktion. die die Eigenschaften K(0,) und K(0,) in jedem Punkt
Pe H — H, besitzt. Wenn H, eine hochstens abzdhlbare Menge ist, dann ist die
Menge IT55% aller Punkte P e H, fiir welche Cli(f; P) 0 C2(f; P) = 0 ist, héchstens
abzdghlbar.

Beweis. V. Jarnik hat bewiesen ([3]), daB die Menge IT aller P € H, fiir welche
zwei solche Richtungen ¢, und ¢, existieren, daB 0 < ¢; < ¢, < wund C“"(f; P)n
N C*(f; P) = 0 ist, hochstens abziihlbar ist. Nach dem Satz 1 gilt: CJi(f; P) =
= C"(f; P) und C2%(f; P) = C*(f; P). Da die Menge IT;}** eine Teilmenge von
H, L IT ist, ist die Menge IT;1°°* hochstens abzihlbar.

Ahnlich beweist man folgenden Satz:

Satz 2. Wenn eine Funktion f: R; — (—o0, 00) die Eigenschaft K(0) fiir alle
Richtungen 0 in jedem Punkt Pe H — H, hat, wobei H, eine abzihlbare Menge
ist, dann ist die Menge Il,, aller Punkte P € H, fiir welche zwei solche Richtungen 0,

155



und 0, existieren, daf 0<0,<0,<n und Cl(f; P) n C2(f; P) =0 gilt,
hochstens abzdhlbar.

3. Satz 3. Es sei Ry = {(x,y) :x, ye(—o0, o), x < y}. Dann ist H = {(x, x) :
:x€e(—o0,)}. Es sei 0 <0 <n und g:(—o0,0)—> (—00, ) eine Funktion,
die die Lipschitzeigenschaft hat. Dann hat die Funktion

f(x,y) = 9(x) — 9(»)

x—y
die Eigenschaft K(0) in jedem Punkt (x, x) € H.

Beweis. Es sei L so eine positive Zahl, fiir welche |g(x) — g(y)| < L|x — y| fiir
alle x, y € (— o0, o) gilt.

Es sei (I,1,)so ein Paar offener Intervalle, daB I = I, gilt. Da |f(x, y)| £ List,
geniigt es nur solche Paare (I, 1), I = I; zu nehmen, fiir welche I, = (—L, L) ist.
Es sei also I; = {—L, LY. Dann existiert ein d > 0 so, daB {z :9(z,I) £ d} = I,
gilt. Es sei P(0) = {(x + at, x + bt) : 1 > 0}, wobei |a| + [b| > 0 und a = b ist.
Setzen wir

w=min<—|ﬁ:—lil—d— 1) C = ! und # = 20

2| + o)) L 2 1-o 1+ )

Es sei u > 0 und v > 0. Dann gilt:

g(x + au) — Lla| |v — u| £ g(x + av) £ g(x + au) + L|a| [v — u|.
Daraus bekommen wir:

g(x+au)<1—1 —I_‘|a||v_u|é.‘J()H'alJ)_g(:c+au)S
v u v v u =

L

§g(x+au)<1—£>+—
: v ou) v

|a] [o — u].

Ahnlich bekommen wir:

g(x+bu)<i—£>——%!bllv_ul§g(":If”)—g(x:b“)g

1

ég(x+au)<l———>+£|b||v«u].
v u v
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Aus diesen zwei Ungleichungen bekommen wir:
ot + ) = a6+ 0] 24— Ll o = 5
1
S (ot + o) — g+ ) (7= 1) = Tl + o~ w] =
1 1
= ot + o) ({ =) = Tlel o —ul = (o + b) (= )+ Tl - =
v ou v v u v

< g(x + av)  g(x + au) 3 g(» + bv) N g(x + bu) <
v u v u

1

gg(x+au)(l—%)+£]a||u-—u|—g(x+bu)(%—;)+%|b]|v——ul§

< |g(x + au) — g(x + bu) |u — uI + = ([a| + b)) |0 — u|.

Daraus folgt:

l9(x + av) — g(x + bv)  g(x + au) — g(x + bu) <

< |g(x + au) — g(x + bu)| J”u;vul + Ii([a| + [B]) [v = u|.

Also fiir jedes u > 0 und v > 0 gilt:

[/(x + av, x + bv)) — f((x + au, x + bu))| =

_ |g(x + av) — g(x + bv) _ g(x + au) — g(x + bu)_ <
| (a —b)v (a—b)u =
s g (1o o) = b Bt B e - ) <

s o (de - e Kl s - ) 5

< 2L(a] + [B) |, _u]
la — b v

Es sei Q € P(0) n f~'(I). Dann existiert ein ¢ > 0 so, daB @ = (x + at, x + bt)
ist. Es sei U = (x + au, x + bu), wobei u = t/(1 — w) ist. Dann gilt

oU,P) = Y@ +b?)—— =1 o0, P) = co(0. P).
1—-ow 1—w
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Es sei ve<t/(1 + o), t/(1 — ©)> und ¥V = (x + av, x + bv). Dann gilt:

lIA

'1— w

S |~

und

lf(V) = F(Q)| = |f(x + av, x + bv) — f(x + at, x + bt)| <

§2L(|a|—+|b_]) 11! %L_(|a|+lbl)

<
la — b] v la — b

w<d.

Da f(Q) e ist, gilt o(f(V), I) £ d. Daraus bekommen wir, daB f(V) eI, ist.
Also ist

Bl ) = 5 X € PO): o0 P) < oV PLI €LY, 2
J(a@® + b?) t t B
= o(U, P) <1+w’1—w>1_

=(1~w)\/(a2+b2)t<1 R )_

J(@® + b))t -0 1+ao)
4. Aus den Sitzen 2 und 3 i)ekornmen wir das Resultat von L. Zajicek:

Folgerung 1. Wenn g : (— o0, ) — (— o0, o) eine Funktion ist, die die Eigen-
schaft von Lipschitz besitzt, dann ist die Menge aller xe(——oo, oo), fiir welche
D, f(x) n D, f(x) = 0 gilt, hichstens abzdhlbar.

A. KHINTCHINE hat in [4] folgendes bewiesen: Wenn f eine monotone Funktion
ist, die im Punkte x die approximative Ableitung besitzt, dann besitzt sie auch die
Ableitung und beide sind einander gleich. Aus den Satzen 1 und 3 geht folgendes
starkeres Resultat fiir Funktionen, die die Lipschitzeigenschaft besitzen, hervor:

Folgerung 2. Es sei g : (— o0, 00) — (— o0, ) eine Funktion, die die Lipschitz-
eigenschaft besitzt. Dann ist die Menge aller approximativen derivierten Zanlen
(approximativen derivierten Zahlen von rechts, bzw. approximativen derivierten
Zahlen von links, bzw. apprbximativen symmetrischen derivierten Zahlen) der
Funktion g in jedem Punkt x gleich der Menge aller derivierten Zahlen (derivierten
Zahlen von rechts, bzw. derivierten Zahlen von links, bzw. symmetrischen derivier-
ten Zahlen) der Funktion g in x.

Aus dem Beweis des Satzes 3 ist klar, daB die Funktion f: Ry — (— oo, o0) die
Eigenschaft K(0) im Punkte (x, x) hat, wenn es ein © > 0 und eine Konstante C(0)
so gibt, daB |f(x + at, x + bt) — f(x + au, x + bu)| < C(0) |1 — t/u| fiir alle
0<t=<71,0<u<2tgilt wenn P(0) = {(x + at, x + bt) 1t > 0} ist.
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Es sei A4 die Klasse aller Funktionen f : R; — (— o0, 00), fiir welche in jedem (x, x)
und fiir jede Richtung 0 ein © > 0 und eine Konstante C(0) so existiert, daB |f(x +
+ at, x + bt) — f(x + au, x + bu)| £ C(6) |1 — tlu| fir alle 0 <t <1t und
0 < u < 2t gilt, wenn P(0) = {(x + at, x + bt):¢ > 0} ist. Man kann leicht be-
weisen, daB f: Ry — (—o0, 00) aus A4 ist, wenn f die Lipschitzeigenschaft besitzt.

A. M. BRUCKNER und C. GOFFMAN haben in [1] bewiesen, daB fiir jede stetige
Funktion f: R} — (—oo, o) und alle Paare von Richtungen 6, und 0, die Menge
aller Punkte P e H, fiir welche CJi(f; P) n C2(f; P) = 0 gilt, von erster Kategorie
von Baire ist. C. GorFMAN und W. T. SLEDD haben in [2] bewiesen, daB fiir jede
stetige Funktion f: R; — (— o0, o) und jede Richtung 0 die Menge aller Punkte
PeH, fiir welche C) (f; P) = C'(f; P) gilt, eine Menge von erster Kategorie von
Baire ist. Auf Grund unseres Satzes 1 und des zitierten Satzes von V. Jarnik gilt
fur die Klasse 4 folgendes:

Satz 4. Wenn f eine Funktion aus der Klasse A ist, dann ist die Menge aller
Punkte P e H, fiir welche zwei solche Richtungen 0, und 0, existieren, dafi
Cii(f; P) n C2(f; P) = 0 ist, hichstens abzdhlbar. Fiir jede Funktion f aus der
Klasse A gilt CJ(f; P) = C(f; P) in jedem Punkt P € H und fiir jede Richtung 0.

Aus dem Satz 4 bekommen wir:

Folgerung 3. Fiir jede Funktion f : Ry — (— o0, ) mit der Lipschitzeigenschaft
ist die Menge aller Punkte P € H, fiir welche zwei solche Richtungen 0, und 0,
existieren, daf Cl\(f; P) n C2(f; P) =0 gilt, hochstens abzéhlbar. Fiir jede
Funktion f : Ry — (— o0, o) mit der L:pschltzelgenschaft gilt C2(f; P) = C(f; P)
in jedem Punkt P € H und jeder Richtung 6.
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