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ZUR DARSTELLUNG VON POLYNOMEN
AUF DE MORGAN ALGEBREN

DIeTMAR DORNINGER, Wien, D. SCHWEIGERT, Kaiserslautern

(Eingegangen an 29. September 1976)

Sei M die Varietit der De Morgan Algebren, F[x,, x,, ..., x,,] die freie De
Morgan Algebra mit freiem Erzeugendensystem {xl, X3y onn x,,} und Le M. Unter
der Polynomalgebra L[xy, x,, ..., x,] iiber L in den Unbestimmten x,, x,, ..., X,
verstehen wir das Koprodukt (im Sinne der Kategorien) von L und #[xy,x,, ..., X,]
in M. — Die Elemente von L[x,, X, ...,x,| bezeichnen wir als (De Morgan)
Polynome in den Unbestimmten X, X5, ..., X,. (Zur Definition der Polynomalgebra
siche Lausch-Nobauer [6]).

Fiir die Varietiten der Verbande (Siehe ScHUFF [7]), der distributiven Verbénde
(Siehe HULE [4] und MitscH [5]) sowie der distributiven Verbinde mit 0 und 1
und der Booleschen Algebren (Vgl. LAUSCH-NGBAUER [6]) sind Normalformen-
systeme fiir die Polynome bekannt.

Im Folgenden geben wir fiir De Morgan Polynome in n Unbestimmten ein Normal-
formensystemen an. _

Dieses Normalformensystem zeigt uns, daB fiir eine De Morgan Algebra L die
Algebra P,(L) der durch die Polynome in n Unbestimmten vermittelten Polynom-
funktionen (= algebraische Funktionen im Sinne von GRATZER [3]) im allgemeinen
nicht isomorph zu L[x,, X5, ..., X, ist. Gleichwohl erhalten wir durch das Normal-
formensystem fiir die Polynome ein ,,Darstellungssystem® fiir die n-stelligen Poly-
nomfunktionen. Mit Hilfe dieses Darstellungssystems bestimmen wir im Falle von
vollstandigen, unendlich-distributiven De Morgan Algebren L ein Normalformen-
system fiir P,(L).

Fiir die verbandstheoretischen Operationen in einer De Morgan Algebra M
schreiben wir U und N, mit * bezeichnen wir den involutorischen Antiautomorphis-
mus von M, und 0, 1 seien die nulliren Operationen.

Nun definieren wir: Fiir ein Element y aus einer De Morgan Algebra M sei y° = 1
(Einselement von M) und y! = y. Damit zeigen wir
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Satz 1. Sei L € M und W der zweielementige Boolesche Verband bestehend aus 0
und 1. Die Menge aller Worte

. - (@13t O X A (x))2 0 x5 A (x5)% oA X A (x]) )
i1,i2,...,i2n)EW 2N

€L und a;;, i, Z Ajjy..jo
2 (jys jzs -+ jon) bildet ein Normalformensystem fiir die Polynome von
L[xy, x5, ..., x,]. Ferner gilt: Sind a,;, ;, bzw. b, ; die Koeffizienten in den
Normalformen zweier Polynome p und q, so ist p = q genau dann, falls a;
2 bii,..0,, ist fiir alle (iy, iy, ..., iy,) € W?N

Den Beweis fithren wir mittels dreier Hilfssatze.

mit a falls in W?" gilt (i, i, ..., 02,) =

iyiz...izn

1i2...000 =

Hilfssatz 1. #[x,] ist genau dann einbettbar in L[x,], falls lLl + 1 ist.

Beweis. Wir setzen x; = x.

Ist |L| = 1, so fallen in L das Eins- und Nullelement zusammen, und damit ist #[x]
nicht in L[x] einbettbar.

Sei |L| # 1. L[x] ist das Koprodukt von (L, ¢,) und #[x], ¢5), wo ¢, die Ein-
bettung von L in L[x] und ¢4 derjenige Homomorphismus ist, welcher die Ein-
bettung von {x} in L[x] fortsetzt. (Siehe [6]). Da |L| # 1, ist in L[x] x = a fiir
jedes a e L. Ferner kann nicht gelten x = x’, x = x’ oder x < x’, denn alle drei
Beziehungen wiirden die Identitdt 0 = 1 nach sich ziehen. Also sind x, x’, x U x’
und x N x’ paarweise verschieden. — Angenommen, x U x’ wire gleich 1 (Gleich-
bedeutend damit ist x N x’ = 0.) Die Abbildung /5 definiert durch Y z(x U x') =
= Yz(x) =Ys(x) = ¥s(x nx) = Yz(0) =0 und yY4(1)=1 ist ein Homo-
morphismus von #[x] in L; ist §, die identische Abbildung von L, so muf es gemiB
der Definition des Koproduktes einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢
von L[x] in L geben, sodaB gilt Yz = ¢ps und Y, = g¢,. Also miifite gelten
o(pzs(x U x)) =o(x Ux) =0(1) =1 und Yg(x U x’) =0, was ein Widerspruch
ist.

Damit erhalten wir, daB x, x’, x U x’, x 0 x’, 0 und 1 alle paarweise verschieden
sind, W.z.Z.W.

Im folgenden nehmen wir stets an, daB |L] + 1 ist, und betrachten #[x,]und L
als in L[x, ] eingebettet. (Fiir [L| = 1 ist Satz 1 trivialerweise richtig.)

Hilfssatz 2. Sei L e M; a,be L. In L[x] gilt: Aus xux' vazxux uUb
folgt a = b.

Beweis. Seien ¢, ¢4, ¥, Y& und g so gewahlt wie oben, dann gilt: x U x" U a
2xux ub=g(xux ua)ze(xux Ub)=o(xuUx)uela) 2 ox U x)
velb) = Ys(x ux)uia) 2 Ye(x ux) oy, (b)=a = b

>
)
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Hilfssatz 3. Sei L € M. Die Menge n aller Polynome der Form (a; N x N x’) U
U(a,nx)u(aznx’)ua,mita; = a, v asunda, N as 2 a, bildet ein Normal-
formensystem fiir die Polynome von L[x]. Ferner gilt: Sind (a; nx 0 x") U
U@ nx)u(asnx)uva, und (bynxnx)u(b,nx)u(bynx)ub, die
Normalformen zweier Polynome p und q, so ist p = q genau dann, falls a; = b,
ist fiir i = 1,2,3 und 4.

Beweis. Wegen
x=(1nxnx)u(lnx)u(0nx)u0
und
k=knxnx)u(knx)u(knx)uk

sind x und jedes konstante Polynom k aus n.

Wie man leicht nachrechnet, gilt unter der Voraussetzung a; = a, U a; und
a, N as = a,:
(* (a;nxnx)u(a;nx)u(asnx)ua, =

=(a,uxux)n(azux)n(a,ux)na.

Aus () folgt sofort, daB mit p und g auch p’ sowie p U g und p N g zu n gehoren.

Durch vollstdndige Induktion nach der Wortlange der Polynome erhélt man dann,
daB alle Polynome von L[ x] unter den Polynomen aus n vorkommen. (Zur Definition
der Wortlange vgl. [6].)

Angenommen fiir zwei Polynome p = (a; nxnx’)U(a,n x) U (a3 N x') U a,
und g =(bynxnx)u(b,nx)u(bsnx)ubsmita; = a, U as, a, Nas = a,
und by = b, U b3, b, n by = b, gilt p = g. Dann gilt insbesondere p(x) = g(x) fiir
die durch p und g vermittelten Polynomfunktionen p(x) und g(x). p(1) = (1) ergibt
a, 2 b, und p(0) = ¢(0) ergibt a; = by. Ausp=gfolgtpuxux' Zquxux,
d. h, xux"ua, = xuUx'"u b, Wegen Hilfssatz 2 ist dies gleichbedeutend mit

4 = b,. Weiter sicht man mit Hilfe von (), daB p 2 g,a; nxnx' 2 by nx N x'
nach sich zieht. Durch Anwendung der Operation * und Hilfssatz 2 ergibt sich daraus
a; = b,.

Da umgekehrt aus a; = b; fiir i = 1,2,3 und 4 folgt, daBl p = q ist, gilt also
p = q genau dann, falls a; = b, ist.

Dies beweist, daf3 n ein Normalformensystem ist.

Beweis von Satz 1 durch vollstandige Induktion nach n:
Fiir n = 1 ist der Satz gemaB Hilfssatz 3 richtig.
Angenommen, der Satz ist richtig fiir alle n < N, dann gilt:
Die Menge der Polynome

p=(p 0 Xne1 O X)) V(P20 Xy n ) U(psnlaxy)u(penlnl)

mit p, = p, U ps und p, N p3 = py, wobei pyeL[xy, Xp, ..., Xy} ist fir k =
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= 1,2,3,4, bildet ein Normalformensystem fiir (L[x,, X, ..., Xy]) [xy+], und
die Polynome

(iy,i i2N)! Wln(aizlz...iuv N 'xill N (‘xll)iz N x? N (xlz)“ Nn...n x;"ZN—1 N (x;V)iZN)
i1,i2,00,i2N)€

mit Aiyiy...izn g aju'z...j“p falls (il’ iza AR i2N) g (jl’jZ! e jZN) iSta Sind ein Normal-
formensystem fir L[x,, x,, ..., xy]. Sind a{*), ,, . fiir k = 1,2, 3 und 4 die Koeffi-

zienten von p, in diesem Normalformensystem, so gilt nach Induktionsvoraus-
setzung, daB fiir alle (iy, iy, ..., iy) € WY

(r)

SO > as. .
iriz...ian = Yigiz...i2Nn

und a'\” . > al®

a i1i2...0i2N
ist fiir ¥ = 2 und 3. Definieren wir nun

ah —a @)

itiz...izN iyigeianil > Qijisiiay = Qifis..izn10 5
(3) - ) _
irizeizn = Figizeian01 > igision = Rigiz...izn00
: ; ; AN+2 (i &
so gilt also, daB a; 5, 1) isnsrionss = Djija.. jonions ian s 1St falls in W (iys igs .-

oo iang2) 2 (J1s Jas -+ s Jan+2)- Setzen wir in
p={@ioxyeinxyr)U(peoxy 0 )u(psnlaxy)u(panlnl)

die Normalformen von p;, p,, p3 und p, ein und formen nach dem Distributiv-

gesetz um, so erhalten wir

p= U (@iripizn 2 OXE O (X2 XE A (X)L A XBY T A (xp) 2V +2)
(i1502,000si2N+2)EW2N+2

Mit G5 nes 2 Qg jonsa 1S (s s o ians2) 2 (Fgs Jias oo Jans o) istin W2V 2,

Ist g ein weiteres Polynom aus (L[x,, X5, ..., Xx]) [xy+1] und ist (g; N xy4q N
NxXye) V(@20 xyeyn1)u(@snlnxyy)u(ganlnl) seine Normaldar-
stellung in (L[xy, x5, ..., Xy]) [Xy+1], so muB im Falle p > g gemiB Hilfssatz 3
(bzw. Induktionsvoraussetzung) gelten p, = g, fir k = 1,2, 3 und 4.

Sind b; i, i,ni11 D 1ia..iayoo die auf dieselbe Weise
wie oben definierten Koeffizienten in den Normaldarstellungen der Polynome
qi, 92, 93 bzw. g4, so muB3 damit und nach Induktionsvoraussetzung
a =>b sein fiir alle (iy, is, ..., iy42) € WHN*2,

ivizizn100 Diiroizyo1s DZW. b;

iyiz...iaNniaN+1i2v+2 = Yigia...ianiaN+1i2N+2

Beriicksichtigen wir, daB es einen LU {xy, x,, ..., xy} festhaltenden Isomorphis-
mus von (L[xy, X5, ..., xy}) [xy+1] auf L[x;, X5, ..., Xy, gibt (Vgl. [6]), so ist
damit die Behauptung von Satz 1 mit n = N + 1 gezeigt.

Bemerkung 1. Ist L die zweielementige De Morgan Algebra, so ist die Poly-
nomalgebra L[x,, x,, ..., X,] isomorph zur freien De Morgan Algebra #[x, x,, ...
..., X,] und das gefundene Normalformensystem ein Normalformensystem fiir die
Elemente der freien Algebra.
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Bemerkung 2. Sei L € M. Die Algebra P,,(L) der n-stelligen Polynomfunktionen
iiber L ist im allgemeinen nicht isomorph zur Polynomalgebra L[x,, X, ..., X,].

Dies zeigt uns etwa der

Satz 2. Ist L eine vollstindige unendlich-distributive De Morgan Algebra und
s = (xnx'), so bildet die Menge n der Funktionen p(x)= (a nxx’)u

xeL

U (bnx)u(cnx)udmitb,c beliebig aus Lund ae{a ns|aeL a2z buc}
de{du(snbnc) l deL, bnc =08} ein Normalformensystem fiir die ein-
stelligen Polynomfunktionen von L.

Beweis. Jede Polynomfunktion ist aus n, denn gemaB Hilfssatz 3 erhélt man alle
Funktionen aus P,(L), indem man alle Polynome p(x) = (¢ n x n x)u (b nx)u
U(lenx)ud mit a=buec, bnc= 0 bildet, und wegen (x) gilt (mit = im
Sinne von Gleichheit von Funktionen in der Variablen x):

(nsnxax)u(bax)ulenx)usu(s nbnd) =
—(@nxnx)u(bax)u(enx)ud) U nbnd)=
—(uxux)neu)nbur)ng U nbnd) =
—(uxux U abn) AUl nbneUx)n

ABUE AbNYUY) N nbnd)=

=(@@uxux)n(cux)n(bux)na=px).

Angenommen fiir zwei Funktionen p(x), g(x) € P,(L) gilt p(x) = g(x), dann erhalten
wir, wenn (anxnx)u(bnx)u(cnx’)ud und (a; nxnx)u(b; Nnx)u
U (¢y nx’) U d, die in Satz 2 angegebenen ,,Normaldarstellungen* von p(x) bzw.
g(x) sind:

Aus p(1) = ¢(1) und p(0) = q(0) folgt b = by, und ¢ =¢;; p(x)UxuUx =
=g(x)uxuxegibtduxux =diuxux'=N(duxux)=(d uxu

xeL xeL
ux)=dus =dus=dus)nbne=(d,us)nbnc=>du(snbn
ney=dyu(nbnc)=>d=d;, dennd, d, 2 (s nbnec)

p(x)nxnx =g(x)nxnx ergibt (xnx)n(@ubuc)=(xnx)n(a, v
vbuce=avbuc)ns=(a,uvbuc)ns=avu((buc)ns)=a, u((bu
ve)ns)=a=a,daa,a; 2(buc)nssind.

Damit ist gezeigt, daB n ein Normalformensystem ist.

Satz 2 gestattet, sukzessive die n-stelligen Polynomfunktionen einer unendlich-
distributiven vollstindigen De Morgan Algebra L zu bestimmen, denn P,(L) ist
isomorph zu P,(P,_,(L)). (Vgl. [1].)
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