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Czechoslovak Mathematical Journal, 30 (105) 1980, Praha 

ZUR DARSTELLUNG YON POLYNOMEN 
AUF DE MORGAN ALGEBREN 

DIETMAR DORNINGER, Wien, D. SCHWEIGERT, Kaiserslautern 

(Eingegangen an 29. September 1976) 

Sei M die Varietät der De Morgan Algebren, # ' [x i , ^ 2 , . . . , x„] die freie De 
Morgan Algebra mit freiem Erzeugendensystem {x^, X2, ..., x„} und LE M. Unter 
der Polynomalgebra L[xi, X2, ..., x j über L in den Unbestimmten x^, X2, ..., x„ 
verstehen wir das Koprodukt (im Sinne der Kategorien) von L und «^[x^, X2, ..., x„] 
in M. — Die Elemente von L[xi, X2,..., x„] bezeichnen wir als (De Morgan) 
Polynome in den Unbestimmten x^, X2,..., x„. (Zur Definition der Polynomalgebra 
siehe Lausch-Nöbauer [6]). 

Für die Varietäten der Verbände (Siehe SCHUFF [7]), der distributiven Verbände 
(Siehe HULE [4] und MITSCH [5]) sowie der distributiven Verbände mit 0 und 1 

und der Booleschen Algebren (Vgl. LAUSCH-NÖBAUER [6]) sind Normalformen­
systeme für die Polynome bekannt. 

Im Folgenden geben wir für De Morgan Polynome in n Unbestimmten ein Normal­
formensystemen an. 

Dieses Normalformensystem zeigt uns, daß für eine De Morgan Algebra L die 
Algebra P„(L) der durch die Polynome in n Unbestimmten vermittelten Polynom-
funktionen ( = algebraische Funktionen im Sinne von GRÄTZER [3]) im allgemeinen 
nicht isomorph zu L[xi, X2, ..., x„] ist. Gleichwohl erhalten wir durch das Normal­
formensystem für die Polynome ein „Darstellungssystem" für die n-steüigen Poly­
nomfunktionen. Mit Hilfe dieses Darstellungssystems bestimmen wir im Falle von 
vollständigen, unendhch-distributiven De Morgan Algebren L ein Normalformen­
system für P I ( L ) . 

Für die verbandstheoretischen Operationen in einer De Morgan Algebra M 
schreiben wir u und n , mit ' bezeichnen wir den involutorischen Antiautomorphis-
mus von M, und 0, 1 seien die nullären Operationen. 

Nun definieren wir: Für ein Element y aus einer De Morgan Algebra M sei y^ = 1 
(Einselement von M) und y^ = y. Damit zeigen wir 
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Satz 1. Sei L G M und W der zweielementige Boolesche Verband bestehend aus 0 
und 1. Die Menge aller Worte 

и Ki...b. ^ 4' П (x;y^ n x̂^ n (xi)'^ n ... n x i - - n (x;y-) 
( i i , i 2 » 2 п ) е Ж 2 " 

= {jiy Ji^'"^ Jin) bildet ein Normalformensystem für die Polynome von 
L[xi, X2,..., x„]. Ferner gilt: Sind cii^i2...i2„ bzw. bi^i^i^^ die Koeffizienten in den 
Normalformen zweier Polynome p und q, so ist p^ q genau dann, falls cii^i^ ^^^ ^ 
= biii2..J2n ist für alle {i^, /2. •••. hn) e W^''. 

Den Bev^eis führen wir mittels dreier Hilfssätze. 

Hilfssatz 1. ^\xi\ ist genau dann einbettbar in L[xi] , falls \L\ Ф 1 ist. 

Beweis. Wir setzen Xj = x. 
Ist | L | = 1, so fallen in L das Eins- und Nullelement zusammen, und damit ist ^ [ x ] 

nicht in L [ X ] einbettbar. 
Sei | L | Ф 1. L[x] ist das Koprodukt von (L, cp^) und # ' [x ] , cp^), wo cpj^ die Ein­

bettung von L in L [ X ] und cp^ derjenige Homomorphismus ist, welcher die Ein­
bettung von {x} in L[x] fortsetzt. (Siehe [6]). Da | L | Ф 1, ist in L[x] x Ф а für 
jedes aeL. Ferner kann nicht gelten x = x', x ^ x' oder x ^ x', denn alle drei 
Beziehungen würden die Identität 0 = 1 nach sich ziehen. Also sind x, x', x u x' 
und X n x' paarweise verschieden. — Angenommen, x u x' wäre gleich 1 (Gleich­
bedeutend damit ist x n x' = 0.) Die Abbildung \p^ definiert durch ф^{х u x') = 
= ^^(^) = ФЛ^') = ФЛ^ (^ ^0 = ФЛ^) = ö und фs>^{i) = 1 ist ein Homo­
morphismus von =^[x] in L; ist xj/^ ^i^ identische Abbildung von L, so muß es gemäß 
der Definition des Koproduktes einen eindeutig bestimmten Homomorphismus g 
von L [ X ] in L geben, sodaß gilt ij/^ = gcp^ und ф^ — Q^L- ^l^o müßte gelten 
д{(р^{х u x')) = ^(x u x') = ^(1) = 1 und ф^{х u x') = 0, was ein Widerspruch 
ist. 

Damit erhalten wir, daß x, x', x u x', x n x', 0 und 1 alle paarweise verschieden 
sind, w.z.z.w. 

Im folgenden nehmen wir stets an, daß | L | Ф 1 ist, und betrachten ^[^x{] und L 
als in L [ X I ] eingebettet. (Für |L | = 1 ist Satz 1 trivialerweise richtig.) 

Hilfssatz 2. Sei L e M; a, b e L. In L[x] gilt: Aus x u x ' u a ^ x u x ' u b 
folgt а '^ b. 

Beweis. Seien (p^, cp^, ф^, ф^ und Q SO gewählt wie oben, dann gilt: x u x' u а ^ 
^ X u x' u Ь =^ ^(x u x' u a) ^ ^(x u x' u b) => ^(x u x') u д(а) ^ ^(x u x') u 
u g(b) => ф^{х u x') u IAL(^) ^ ф^{^ ^ x') u IAL(^) =^ ^ = ^• 
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Hilfssatz 3. Sei L e M. Die Menge n aller Polynome der Form (a^ n x n x') ^ 
u («2 n x) u (аз n x') u Д4 mit a^ ^ a2 u a^ und ^2 (^ ^3 ^ ^4 bildet ein Normal-
formensystem für die Polynome von L[x]. Ferner gilt: Sind (a^ n x n x') и 
u (a2 n x) u (^3 n x') u «4 wnJ (bi n X n x') u (^2 n x) u (Ьз n x') u ^4 die 
Normalformen zweier Polynome p und q, so ist p ^ q genau dann, falls â  ^ bi 
ist für i = 1, 2, 3 und 4. 

Beweis. Wegen 

X = (1 n X n x') u (1 n x) u (0 n x') u 0 

und 

/c = (/c n X n x') u (/c n x) u (/c n x') u /c 

sind X und jedes konstante Polynom к aus n. 
Wie man leicht nachrechnet, gilt unter der Voraussetzung a^ ^ «2 u ^3 und 

«2 П «3 ^ ^4* 

(*) (a^ n X n x') u («2 П x) u (аз n x') KJ a^ = 

= (a4 u X u x') n (аз u x) n (a2 u x') n a^ . 

Aus (*) folgt sofort, daß mit p und q auch p' sowie j? u ^ und p n q zu n gehören. 
Durch vollständige Induktion nach der Wortlänge der Polynome erhält man dann, 

daß alle Polynome von L[x] unter den Polynomen aus n vorkommen. (Zur Definition 
der Wortlänge vgl. [6].) 

Angenommen für zwei Polynome p = (ai n x n x') u (a2 n x) u (аз n x') u a4 
und q = [bi n X n x') и (b2 n x) u (63 n x') u b^ mit a^ ^ a2 u аз, a2 n аз ^ a4 
und bi ^ ^2 u Ьз, ^2 n Ьз ^ b4 gilt p ^ q. Dann gilt insbesondere jp(x) ^ ^(x) für 
die durch p und ^ vermittelten Polynomfunktionen p{x) und g(x). ]7(l) ^ ^(1) ergibt 
^2 = ^2 ^^^ K^) = ^(^) ergibt аз ^ Ьз- Aus p ^ q folgt p u x u x' ^ ^ u x u x', 
d. h., X u x' u a4 ^ X u x' u b^. Wegen Hilfssatz 2 ist dies gleichbedeutend mit 
a4 ^ b^. Weiter sieht man mit Hilfe von (*), daß jc? ^ ^, a^ n x n x' ^ bi n x n x' 
nach sich zieht. Durch Anwendung der Operation ' und Hilfssatz 2 ergibt sich daraus 

Da umgekehrt aus â  ^ b,- für г = 1, 2, 3 und 4 folgt, daß p ^ q ist, gilt also 
p ^ q genau dann, falls ai ^ bi ist. 

Dies beweist, daß n ein Normalformen system ist. 

Beweis von Satz 1 durch vollständige Induktion nach n: 
Für П = 1 ist der Satz gemäß Hilfssatz 3 richtig. 
Angenommen, der Satz ist richtig für alle n -^ N, dann gilt: 
Die Menge der Polynome 

P = (Pl П X^+i n x;^ + i ) U {P2 n X^+i n 1) U (рз n 1 n x'^+i) U (p4 n 1 n 1) 

mit Pi ^ P2^ Рз und P2(^ Рз '^ PA^ wobei Pf, e L[xi, X2, ..., x^] ist für к = 
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= 1,2,3,4, bildet ein Normalformensystem für (L[xi, X2, ..., x^v]) [x^y+i], und 
die Polynome 

и (^м...л-.. п xi* n (xiy^ П x̂ ^ n (xi)̂ '̂  n ... n хГ-^ n (x;,y-) 
(ii,ï2,...,f2N)e»^2jv 

^ i t «,-,i,...i2^ ^ ^ju2..j2N' f^lls (/1, 12, ••., Ï2]v) è {JUJ2,'"J2N) ist, sind ein Normal­
formensystem für L[xi, X2, ..., Хдг]. Sind cif^]2-i2N ^^^ ^ =" ^' ^' ^ ^^^^ 4 die Koeffi­
zienten von p}, in diesem Normalformensystem, so gilt nach Induktionsvoraus­
setzung, daß für alle (i'i, 12, ..., Ï2iv)^ ^ ^ ^ 

ist für r = 2 und 3. Definieren wir nun 

iiii-'-iiN ^iii2---i2Nll ' * ^ i i t 2 . . . i 2 i v ^ ^ i i i 2 . . . i 2 2 v l O » 

SO gilt also, daß ,̂-,,-,..л-2л./2 .̂ 1/2 .̂2 ^ «7U2...7W2...U2^.2 ist, falls in Pf ̂ ^^^ ( Ï \ , /2, . . . 
••-, iiN + i) ^ 0*1,7*2, •••,72iv+2)- Setzen wir in 

P = (Pl П X;v+1 П x ; + i ) U (p2 П X^+i n 1) U (рз n 1 n x;^+i) U (p4 П 1 n 1) 

die Normalformen von Pu P2, Рз ^^à. p^ ein und formen nach dem Distributiv­
gesetz um, so erhalten wir 

™it«ù -̂2...f2^^2 ^ «ju2..j2^.2'falls(ii,i2, ...,Ï2iv+2) ^ 0 ' i , ; 2 , ...,;2iv+2)istinPf^^''^ 
1st q ein weiteres Polynom aus (L[xi, X2, ..., x^]) [x̂ y + i ] und ist (q^ n Хдг+i n 

n xJv+i) u (^2 '^ ^iv+i '^ 1) ^ (<2з '^ 1 ^ -^îv+i) ^ (^4 П 1 n 1) seine Normaldar­
stellung in ( L [ X I , X2, ..., X;v]) [^iv+i}, so muß im Falle p ^ q gemäß Hilfssatz 3 
(bzw. Induktionsvoraussetzung) gelten p̂ ^ ^ <7;̂  für /c = 1, 2, 3 und 4. 

Sind bi^i^^^j^^ii, b,-^;^...i,^^o, b,-,^,...i^^oi. bzw. b,-̂ ,.̂ ..̂ 2Noo die auf dieselbe Weise 
wie oben definierten Koeffizienten in den Normaldarstellungen der Polynome 
Чл^ Яъ Чъ bzw. ^4, so muß damit und nach Induktionsvoraussetzung 

^hi2...h.i2^.,i2^.2 ^ i^hi2..J2Ni2r..li2N.2 ^^^^ ^^Г allC ( / j , I2, . . . , ^ 2iV + 2) ^ Ж "'^ "̂  ^ 
Berücksichtigen wir, daß es einen L u {x^, X2, ..., x^} festhaltenden Isomorphis­

mus von ( L [ X I , X2, ..., XjsJ]) [xjv+i] auf L[xi, X2, ..., Xjy+i] gibt (Vgl. [6]), so ist 
damit die Behauptung von Satz 1 mit n == N + 1 gezeigt. 

Bemerkung 1. Ist L die zweielementige De Morgan Algebra, so ist die Poly­
nomalgebra L[xi, X2, ..., x„] isomorph zur freien De Morgan Algebra ^[xi, ^2, >-. 
..., x j und das gefundene Normalformensystem ein Normalformensystem für die 
Elemente der freien Algebra. 
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B e m e r k u n g 2. Sei L G M. Die Algebra P„{L) der n-stelligen Polynomfunktionen 

über L ist im allgemeinen nicht isomorph zur Polynomalgebra L[xi, X2, ..., x„]. 

Dies zeigt uns etwa der 

Satz 2. Ist L eine vollständige unendlich-distributive De Morgan Algebra und 
5 = и (x n x'), so bildet die Menge n der Funktionen p[x) = (a n x n x') u 

xeL 

u (b n x) u (c n x') u J mit b, с beliebig aus L und а e {a n 5 | а e L, а ^ b и c}, 
d e {Ô Kj (s' n b n c)\ Ô e L, b n с ^ ô} ein Normalformensystem für die ein­
stelligen Polynomfunktionen von L. 

Beweis. Jede Polynomfunktion ist aus n, denn gemäß Hilfssatz 3 erhält man alle 
Funktionen aus Pi{L), indem man alle Polynome p(x) = (a n x n x') u (b n x) u 
u (c n x') u (5 mit a ^ b u c , b n с "^ ô bildet, und wegen (*) gilt (mit = im 
Sinne von Gleichheit von Funktionen in der Variablen x): 

{a n s n X r\ x') u (b n x) u (c n x') u (5 u (s' n Ь n c) = 

= ((a n X n x') u (b n x) u (c n x') u <5) u (s' n Ь n c) = 

= ((^ u X u x') n (c u x) n (b u x') n a) u (s' n Ь n c) = 

= (((5 u X u x' u (5' n Ь n c)) n (^c и [s' n b n c) и x) n 

n (b u (s' n Ь n c) u x') n (a u (s' n Ь n c)) = 

= ((5 u X u x') n (c u x) n (b u x') n а = p(x) . 

Angenommen für zwei Funktionen p{x), q{x) e PI{L) gilt p{x) = q{x), dann erhalten 
wir, wenn (a n X n x') u (b n x) u (c n x') u d und [a^ n x n x') u (bj n x) u 
u (ci n x') u dl die in Satz 2 angegebenen „Normaldarstellungen" von p[x) bzw. 
^(x) sind: 

Aus p(i) = q[i) und p{0) = q(0) folgt b = b^ und с = c^; p(x) u x u x' = 
= ^(x) u X u x' ergibt d и x ^ x' = d^ и x и x' => f](d и x и x') = O^d^ и x и 

xeL xeL 

^ x') => d и s' = dl и s' => (d \j s') n b n С = (dl KJ s') n b n С => d и [s' n b n 
n c) = dl yj (s' n b n c) => d = dl, denn d, di ^ [s' n b n c). 

JP(X) n X n X' = q(x) n X n x' ergibt (x n x') n (a u Ь u c) = (x n x') n (a^ u 
u Ь u c) => (fl u Ь u c) n s = («1 и Ь u c) n s => а u ((b u c) n s) = fli u ((fe u 
u c) n s) => а = «1, da a, a^ ^ (b u c) n s sind. 

Damit ist gezeigt, daß n ein Normalformensystem ist. 
Satz 2 gestattet, sukzessive die n-stelligen Polynomfunktionen einer unendlich­

distributiven vollständigen De Morgan Algebra L zu bestimmen, denn P„(L) ist 
isomorph zu Pi{P„^i{L)), (Vgl. [1].) 
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