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EPIMORPHISMEN VON LOKALEN TERNARRINGEN

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 11. October 1980)

Affine und projektive Ebenen werden algebraisch durch sog. Terndrkdrper be-
schrieben, die eine Verallgemeinerung der gewdhnlichen Korper sind. Terndrringe
stellen dann eine solche Verallgemeinerung von Ternédrkorper dar, daf3 sich jeden Ring
mit Einselement als Terndrring auffassen 148t. In [4] definierte man Ideale von
Ternérringen und es wurde gezeigt, dal diese Ideale dhnliche strukturelle Eigenschaf-
ten wie die Ideale in Ringen besitzen. Mit den vollstindigen Idealen definierte man
lokale Ternirringe, die fiir algebraische Beschreibung der sog. Klingenbergschen
Ebenen in [5], [6] und in etwas anderer Form in [1], [2] verwandt wurden. Lokale
Ternériinge stellen dabei eine Verallgemeinerung von lokalen Ringen dar.

Die vorliegende Arbeit kniipftan [4]an. Hier werden notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir festgelegt, damit das Bild eines lokalen Terndrringes im Epi-
morphismus wieder ein lokaler Terndrring ist. Dieses Ergebnis 148t sich z.B. zur
algebraischen Beschreibung von Epimorphismen affiner Klingenbergscher Ebenen
benutzen.

Definition 1. Es sei T = (R, ) ein Ternédrring ([4], Def. 1). Ein Element a e R
heiBt links invertierbar bzw. rechts invertierbar, wenn es ein Element b € R bzw.
ce Rmit (b, a,0) = 1 bzw. t(a, ¢, 0) = 1 gibt. Ist @ weder links noch rechts invertier-
bar, dann heiBt es nichtinvertierbar.

Lemma 1. Ist J ein Ideal des Terndrringes T = (R, t) mit J # R ([4], Def. 4),
dann ist jedes Element von J nichtinvertierbar.

Beweis. Nehmen wir an, daB a € J z.B. links invertierbar ist, d.h. es gibtein b € R
mit #(b, a, 0) = 1. Nach [4], Folgerung 1 der Definition 4 folgt daraus 1 € J, denn 0,
a € J. Fiir ein beliebiges Element x € R gilt dann #(x, 1, 0) = x und 1, 0 € J impliziert
x € J, also J = R. Dies ist aber ein Widerspruch.

Lemma 2. Es sei T = (R, t) ein Terndrring. Ist N ein vollstindiges Ideal von T
([4], Def. 6), so ist jedes Element a € R\ N links und zugleich rechts invertierbar.
Bildet die Menge J aller nichtinvertierbaren Elemente von T ein Ideal, dann ist J
das einzige maximale Ideal von T.
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EBeweis. 1. Es sei N ein vollstindiges Ideal von T = (R, r). Wegen R # N ist nach
Lemma 1 jedes Element von N nichtinvertierbar. Es sei a ¢ N. Ist T = (R/N, ) der
zu N gehorige Restklassen-Terndrring mit den Elementen a, b, ... ([4], Def. 5),
dann gilt @ # 0. Nach Kj(a) von [4], Definition 6 gibt es zu a, 0, 0, 1 genau ein x
mit #(x,a,0) = (x,0,1) = 1 und a ist links invertierbar. Analog gibt es nach
[4], Ki(a) genau ein Paar (x,y)eR x R mit 1 = #(a,x, y), 0 = #(0, x, y). Da
zugleich (0, x, 0) = 0 gilt, ergibt sich nach [4], K, y = 0 und folglich #(a, x, 0) = 1.
Dies bedeutet, dall a auch rechts invertierbar ist.

2. Es sei J ein Ideal von T = (R, t), das genau alle nichtinvertierbaren Elemente
enthdlt. Wegen | ¢ J ist J = R und nach Lemma 1 ist jedes Ideal von T in J enthalten.
Also J bildet das einzige maximale Ideal von T.

Bemerkung 1. Es szi # = (R, +, -) ein lokaler Ring. In £ gibt es dann genau
ein maximales Ideal N und N enthilt alle nichtinvertierbaren Elemente von # (siche
z.B. [3], § 3.7). Setzt man (a, b, ¢) = ab + c fiir alle a, b, ce R, dann ist T = (R, )
ein Ternérring. Nach Beispiel 2 von [4], S. 566 bildet N ein vollstdndiges Ideal von T
und Tist daher ein lokaler Terndrring ([4], Def. 8). N ist zugleich genau ein maximales
Ideal von T ([4], Bem. 3) und enthélt alle nichtinvertierbaren Elemente von T. Im
folgenden Beispiel wird ein Terndrring 7 mit genau einem maximalen Ideal N
konstruiert, so daB3 ein nichtinvertierbares Element a € T mit a ¢ N e «istiert. Dann
ist N kein vollstdndiges Ideal von T.

Beispiel. Auf der Menge R = {0, 1,2, 3} erkldren wir zwei bindre Operatio-
nen + und - durch folgende Tabellen:

+0 1 2 3 - 01 2 3
001 2 3 0 00 0O
112 30 1 01 2 3
2 2 3 01 20 2 20
3301 2 303 23

(R, +) ist zu der additiven Gruppe Z, isomorph. Setzen wir #(a, b, ¢): = (ab) + ¢
fiir alle a, b, c € R, dann ist T = (R, t) ein Terndrring. Es 4Bt sich zeigen, daB N =
= {O, 2} ein Ideal von T ist. N ist genau ein nichttriviales Ideal von T: Es sei J ein
Ideal von T. Aus 1€ J folgt offenbar J = R. Es sei 3 € J. Dann ist t(l, 3, 3) =
= 3 + 3 = 2 und nach [4], Folgerung (1) der Definition 4 gilt 2 € J. Ferner ergibt
sich t(1,2, 3) =2+ 3=1und aus 2,3 € J folgt 1 eJ, also J = R. Somit ist N
genau ein maximales Ideal von T. Dabei gilt 3 ¢ N und 3 ist ein nichtinvertierbares
Element von T.

Satz 1. Es sei ¢ ein Epimorphismus des Terndirringes T, = (Rl, t,) auf den Ter-

nirring T, = (R, t,) ([4], Def. 3) und sei I der Kern von ¢, also I = {x e R,
x? = 0'}. Ist J ein Ideal von Ty mit J < I bzw. I < J, dann bildet J* = {x' € R,
Ix e Jy, x? = x'} ein Ideal von T,.
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Beweis. Gilt J < I, dann ist J* = {0’} und nach [4], Satz 2 ist J? ein Ideal von T,.
Ferner sei I < J. Wir wollen zeigen, daB J? die Forderungen (i)—(iv) der Definition
4, [4] erfiillt.

Ad (i). Nach Beweis des Satzes 6, [4] ist 0 = 0’ und wegen O e J gilt 0" € J*.

Ad (ii). Es seien a’, b’ € Ry, ¥’ € J® mit b" = t,(1’, a’, r'). Dann gibt es a, be R,
und r e J mit a® = a’, b® = b’ und r® = r'. Setzen wir d = t,(1, a, r), dann gibt es
nach (ii)ein r; € J mit a = t,(1, d, r;). Da ¢ ein Epimorphismus ist, erhdlt man
d = [t,(1,a,7)]* = t,(U',a', ) = b und a® = a’ = 1,(I',d* 1) = t,(1', b', r9),
wo r{ e J? ist.

Ad (iii). Es seien a’,b’,c¢'€R, und 7,7y, r3€J% Es gibt a,b,ceR; und
P, Ty, 13 € J mita® = a’, b? = b', ¢® = ¢’ und r{ = ry, 1§ = ry, r$ = rj. Nach (i)
gibteseinre Jmitt,(a @ ry, b D ry, ¢ @ r3) = ty(a, b, ¢c) ® r. Dabeiista @ r; =
=t;,(1,a, r)und (a ® r,)* = t,(1, @', ¥;) = @’ @ r}. Analog 1Bt sich (b @ r,)” =
=b" @®r, und (c (@) r3)"’ = ¢ @ r; beweisen. Setzen wir d = t(a, b, ¢), dann
der)=d®r°=1ta,b,c)®r’, wo r”eJ’ ist. Somit erhalten wir
(tl@a@r, b@ry c@®r))” =1((a®r)% (bDr,)% (c®r3)”) =1(a @1y,
b @ry, ¢ @ry)=(ty(a, b, c) ®r)” = ty(a’, b, ') @ r’.

Ad (iv). Es seien a’, b',x’, y' € R, und " € J® mit t,(a’, b, y') = 1,(a’, b', x') @
@ r'.Esgibta,b,x,yeR, und reJ mit a” = a’, b? = b’, x? = x’, y¥ = y’ und
¥ = 1. Dann gilt [t,(a, b, y)]* = t,(a’, b, y') und [t,(a, b, x) @ r]® = t,(a’, V',
x') @ 1. Wegen [1,(a, b, )]° = [t,(a, b, x) @ r]® gibt es ein k eI mit t,(a, b, y) =
= (t(a, b, x) ® r) @ k. AusI < J folgt k € J und nach Folgerung (3) des Definition
4,[4] gibteseinseJ mit (¢,(a, b, x) ® r) ® k = t,(a, b, x) @ s, folglich 1,(a, b, y) =
= t,(a, b, x) @ s. Nach (iv) gibt es daherein pe Jmit y = x @ p, woraus y® = x* @
@ p® =y = x' @ p? mit p®e J? folgt.

Lemma 3. Es sei N ein Ideal des Ternirringes T; = (Ry, t;) mit N + R, welches
alle nichtinvertierbare Elemente von T, enthdlt und sei ¢ ein Epimorphismus
von Ty auf einen Terndrring T, = (R,, t,). Dann ist N® genau ein maximales Ideal
von T,.

Beweis. Nach Lemma 1 und 2 stellt N genau ein maximales Ideal von T, dar.
Ist J der Kern von ¢, dann J < N und N ist ein Ideal von T,. Zu jedem Element
a' € R, \N¥ gibt es ein a € R{ \ N mit a® = a' und a ist rechts oder links invertier-
bar. Wir nehmen z.B. an, daB ein be R, mit #,(b, a,0) = 1 existiert. Dann gilt
1,(b%, a’,0') = 1’ und a’ ist links invertierbar. Also N* enthilt alle nicht invertierbaren
Elemente. Es sei 1’ € N¢. Dann gibt es ein x € N mit x? = 1’ = 1% und mithin gibt es
einreJmitl=x@® r =11, x,7). Wegen J = N gilt r € N und nach Folgerung (1)
der Definition 4, [4] ist 1 € N. Dies ist aber ein Widerspruch. Mithin erhalten wir
1”¢ N und N? & R,. Nach Lemma 1 enthélt N* nur nichtinvertierbare Elemente
und nach Lemma 2 stellt N genau ein maximales Ideal von T, dar.
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Bemerkung 2. Es seien T; = (R, 1;), T> = (R,, 1,) lokale Ternirringe mit
vollstindigen Idealen N;, N, und ¢ : T, —» T, sei ein Epimorphismus. Da N, die
Menge aller nichtinvertierbaren Elemente von T, ist, bildet N{ genau ein maximales
Ideal von T,. Da zugleich auch N, genau ein maximales Ideal von T, ist, gilt NY = N,.
Es seien Z; = (R;, +, *) ein lokaler Ring mit maximalen Ideal N, #, = (Rz, +, )
ein Ring und ¢ : #, — #, sei ein Epimorphismus. Erkldren wir nach Bemerkung 1
die zu #,, #, gehorigen Ternarringe T; = (Ry, 1;), T, = (R,, 1,), dann ist ¢ ein
Epimorphismus von T, auf T,, weil [ty(a, b, c)]® = (ab + ¢)* = a®b® + ¢* =
= t,(a% b?, ¢®) gilt. N stellt ein vollstindiges Ideal von T; dar. Nach Lemma 3
ist N genau ein maximales Ideal von T,. Nach [4], Folgerung (1) der Definition 4
ist N? auch ein Ideal von £,. N? ist zugleich genau ein maximales Ideal von %,
und #, bildet einen lokalen Ring.

Lemma 4. Es sei ¢ ein Epimorphismus des Terndrringes T, = (Ry, t;) auf den
Terndrring T, = (R,, tz) mit dem Kern J. Ist N ein Ideal von T; mit J = N, dann
ist y:X > X, VxeR, ein Isomorphismus der Restklassen-Terndirringe Ty =
= (Ry/N, ;) und T, = (R,/N?, 1,), wo X, die durch das Element x” bestimmte
Restklasse von T, ist.

Beweis. Zuerst beweisen wir, daB y wirklich eine Abbildung ist. Gilt a = b,
dann gibt es ein re N mit b = 1,(1, a, r), woraus b? = 1,(1%, a®, r?) mit 1% = 1’
und ¥ € N” folgt. Dies aber bedeutet a, = b, also a¥ = b¥. Ferner beweisen wir,
daB y injektiv ist: Es sei ¥ = j¥, also X, = 7,. Es gibt ein 7' e N* mit }* = x* @ 1’
und gleichzeitig gibt es ein r € N mit r* = r'. Dann gilt y* = x* ® r? = 1,(1’, x*,
r?) = [1,(1, x,7)]® = (x @ r)? und mithin gibt es ein seJ mit y = (x @ r) @ s.
Wegen J < N ist se N und nach Folgerung (3) der Definition 4, [4] gibt es ein
peN,sodaBB y = x @ p gilt. Hieraus folgt y = X. Nach der Definition der Ternir-
operationen 7, und 7, ergibt sich [i(a, b, ¢)]¥ = (1,(a, b, ¢)), = 1,(@,, b,, ,) =
= i,(a’, bY, &).

Definition 2. Es seien T = (R, t)einlokaler Terndrring mit vollsténdigen Ideal N und
T = (R|N, i) der zu N gehorige Restklassen-Terndrring. Ferner sei J & R ein Ideal
von Tund T = (R/J, T) der zu J gehorige Restklassen-Terndrring. Das Ideal J heiBt
fastvollstindig, wenn folgendes gilt:

(J1) Sind m,d, n, e, m’,d’, n’, ¢ Elemente von R mit i + 71, W' = i, d' = d,
=7, & =& und gilt 1(x, m,d) = t(x, n,e), (x',m',d') = t(x',n’,¢), dann ist

!

2

’

(32) Sind a,b,c,d,a’,b',c’,d Elemente von R mit a +¢, @ =da, b = b,
'=¢ d =d und gilt b=1ta,me), d=1cm, e, b=1d,m,e) d =
f(c¢’, m', €), dann ist /i’ = 1t und & = &.

“e [/

o

Bemerkung 3. Nach [4], Definition 6 ist jedes vollstindiges Ideal eines Terndr-
ringes zugleich fastvollstindig.
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Satz 2. Es seien T; = (Ry, t,) ein lokaler Terndrring, T, = (R,, t,) ein Terndrring
und ¢ : Ty —» T, ein Epimorphismus mit dem Kern J. Das Ideal J ist fastvollstindig
genau dann, wenn T, lokal ist.

Beweis. Bezeichnet man mit T = (R,/J,7) den zu J gehdrigen Restklassen-
Ternérring, dann a? = b? < d = b ([4], Beweis zum Satz 6). Es sei N, das voll-
standige Ideal von T, und T = (R/N, i) der zugehorige Restklassen-Ternérring.
Gilt @ = b, dann gibt es ein reJ mit b = t,(1,a,r). Wegen J = N ergibt sich
reN und folglich @ = b. Setzen wir N{ = N, und T, = (R,/N,, I,), so gilt nach
Lemma 4 a = b<a, = b,

1. Es sei T, lokal. Nach Bemerkung 2 ist N, das vollstdndige Ideal von T,. Wir
beweisen, daB J fastvollstindig ist.

Ad (Jl). Es seien m, d, n,e, m’, d’', n', ¢’ Elemente von R, welche dien Forderun-
gen von (J1) erfiillen. Dann gilt i, * i, m'® = m?, d'? = d° n'® = n?, % = ¢
und 1,(x%, m?, d°) = 1,(x%, n% €), ty(x'?, m? d?) = t,(x'?, n? ). Da N, voll-
stdndig ist, erhalten wir nach Kj(a) x'? = x?, also X’ = X.

Ad (J2) Es seien a, b, ¢, d, a’, b, ¢’, d" Elemente von R,, welche den Forderungen
von (JZ) geniigen. Dann gilt 4, # ¢,, a’? = a% b'? = b% ¢'* = ¢*, d'* = d* und
b? = 1,(a® m?, e?), d* = t,(c?, m?, e), b® = t,(a’, m'?, %), d* = 1,(c?, m'?, €'*).
Nach K (a) erhalten wir m? = m'?, ¢* = ¢'?, also 1 = 1, & = &'.

2. Es sei dasIdeal J fastvollstindig. Wir mdchten beweisen, daB3 N, ein vollstindiges
Ideal von T, im Sinne der Definition 6 von [4] ist.

Ad Kg(a) Es seien a’, b’, ¢', d’ € R, mit a’ # ¢’. Wir wihlen Elemente a, b, ¢, d €
€R;mita® =a',b® =b,c* =c,d? =d.Danngilta ¢ =a,+c¢,=a+¢
und es gibt daher ein x € R, mit 1,(x, a, b) = 1,(x, ¢, d), woraus 1,(x%, a', b') =
= 1,(x?, ¢/, d') folgt. Es sei y’ € R, ein anderes Element fiir welches ,()’, a’, b') =
= t,(y', ¢, d') gilt. Wihlen wir ein y € R; mit y* = y’, dann gibt es nach [4], K, ein
meR; mit t,(y,a, b) = 1,(y, ¢, m) und unter Anwendung von ¢ erhalten wir

Ly, a, b)) = t,(y, ¢, m?) = t,(y, ¢ ,d’), also m? = d' = d°. Wegen t,(x, a, b) =
= t,(x ¢, d), ty(y,a,b)=1,(y,c,m), a+¢ und i =d ergibt sich nach (J1)
= J, also x? = »? = y".

Ad Kj(b) Es sei tz(x a,b)=1,(x,¢,d), L(y,a,b)=15(,c,d) mit
a' # ¢. Wir wéhlen a, b,c,d,x,ye R, mit a® =d’, b? =b', ¢®* =, d* = d,
x¢ = x', y* = y'. Wegen a, + ¢, gilt a + ¢ und nach [4], K, gibt es ¢in me R,
mit 1(x a, b) = tl(x ¢, m). Hieraus folgt 1,(x', a’, b') = t,(x’, ¢’, m?) und
L,(¥,a,b) =1y(x, ¢, m,) =1,(X, & d). Da T, ein Ternirring ist, ergibt sich
daraus m, = d' =d,, also i = d. Analog gibt es em neR; mit t,(y,a, b) =
=~ t;(y, c, n), wo w1eder i = d ist. Es gilt daher 7,(%, a, b) = 1,(X, ¢, d) tl(y, a,b)=
= 14(y, ¢, d). Da T, lokal ist, erhdlt man X = , also )?q, = jw und X' = j'.

Ad Kj(a) Es seien @', b', ¢, d’ € R, mit @ = ¢'. Wihlen wir Elemente a, b, ¢, d €
€ Ry mit a® = a’, b? = b', ¢® = ¢', d* = d’, dann ist @ & ¢ und es gibt genau ein
Paar (x,y)eR, x R; mit b =t,(a,x,y), d=t)c,x,y). Hieraus folgt b’ =
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= 1,(a’,x% ), d' = t,(c',x% y°). Es sei (m',n’)e R, x R, ein anderes Paar
mit b’ = 1,(a’, m’, n')und d’ = t5(c’, m’, n’). Dann gibt es ein Paar (m, n)e R, x R,,
so daBl m? = m’ und n® = n’. Setzt man p = ty(a, m, n), g = tl(c, m, n), so ist
P’ =tla,m,n') = b, g% =t,(c, m’,n) = d' und folglich b = p,d = §. Nach
(J2) ergibt sich m = %, /i = 7, also m? = x?, n? = y°.

Ad Ki(b) Es sei b' =i,(a.x,y), d = i,(¢, X', 7) und zugleich b =i,(a,
m', i), d =1i,(¢, m, ') mit @ # ¢. Wihlt man Elemente a, b, ¢, d,x, y, m, n
von R, mita® =a',b?* = b',c* = ¢, d* =d,x" = x',y* =y, m’=m',n? =n’
dann ist @ + ¢ Wird p, = 1,(a,x,y), p» = 1,(c,x, ), g, = ti(@.m,n), g, =
= t,(c, m, n) gesetzt, so gilt p§ = t,(a’, X', 7), p3 = t5(c’, x', '), g7 = ta(a’, m', w'),
g% = ty(¢, m',n') und (py), = L,(a', X, y') = b, (py), = 1(s ,9)=d,(g), =
=h(a,m, i) =D, (g,), = i,(¢, ', i') = d'. Hieraus folgt (p;), = (91)¢> (P2)p =
= {9y, und p, = g, p, = §,. Nach der Definition der Terndroperation 7, ergibt
sich also p, = 7,(a, %, ), p, = (¢, %, 7), py = 4,(a, m, i), p, = 1,(¢, m, ). Da T,
lokal mit dem vollstindigem Ideal N, ist, folgt daraus m = X, i1 = j, also i, =
=X, i, =j,und W =X, i = j.

Bemerkung 4. Nach [4], Satz 6 erhélt man: Ist J ein Ideal des lokalen Ternér-
ringes T, = (Ry, t,), dann bildet T = (R,/J, 7) einen lokalen Ternirring genau dann,
wenn J fastvollstindig ist.

Bemerkung 5. Nach Bemerkung 2 ist jedes Ideal des lokalen Ringes fastvoll-
standig.

Bemerkung 6. In [1] fiihrt P. Y. Bacon gewisse Mengen M mit zwei Ternar-
operationen T, T' ein, die Biterndrringe genannt werden (Definition 2.1.5). Nach
den Forderungen (B1)—(B5) der Definition 2.1.3 stellt dann (M, T) einen lokalen
Terndrring dar. In [2], Definition 15.1.2 werden dann Ideale der Biterndrringe
definiert. Nach (J00), (J1)—(J5) ist jedes Ideal des Biternirringes (M, T, T") zugleich
ein fastvollstindiges Ideal des lokalen Terndrringes (M, T).
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