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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

NUMERICKA PRAXE

V rubrice ,,Numerickd praxe' bude dasopis Aplikace matematiky uvetejiovat osvéd-
¢ené metody FeSeni Casto se vyskytujieich aloh. Tyto postupy jsou uvedeny v literatuie,
nejsou viak vétSinou béiné znamy.

Prosime étendfe, aby nds upozorfiovali na numerické metody, kterd se osvaddéily
v jejich praxi, ‘

SCHEMA PRO RESENT SOUSTAV LINEARNICH ALGEBRAICKYCH
ROVNIC ELIMINACT

OLGA POKORNA

Jednou z nejzndméjiich metod numerického fedeni soustav linedrnich al-
gebraickych rovnic je eliminacéni metoda. Pomérné malo znamé viak je prak-
tické schema, které pro tuto metodu uvadi W. E. MiLNE [3], a které velmi
usnadni praei p¥ eliminaci. (Toto schema se jen nepatrné lisi od star§i Ba-
nachiewiczovy metody, uzivajici t. zv. krakowiant [1}). Podrobné matema-
tické odvozeni metody je uvedeno v literatuie (na pt. [2], [4]) a nebudeme
je zde opakovat,.

Uvadime zde jen podrobny popis vypodtu pii pouziti tohoto schematu.
Pro usnadnéni popisu uvedeme schema jen pro soustavu ¢ty rovnic, které
oznadime ‘

axy A by A ey + dy = e (1=1,2,3,4).

Koeficienty soustavy (i pravé strany) sestavime do tabulky, oznadené na
obrazku pismenem A. Kromé toho si pfipravime jesté jednu tabulku stejného
tvaru, na obrdzku oznatenou pismenem B. Tabulka B je na zaditku vypodtu
prazdna. Na obrazku jsou jednotliva pole tabulky B o¢islovana indexy 1 az 20
v tom pofadi, v jakém je pii vypoétu postupné zaplitujeme. P¥i popisu postupu
budeme symbolem (r> oznatovat &islo (i se znaménkem), lezici v poli tabulky B
oznadeném indexem r. Tedy na pi. (6> je &islo v poli 6. Tak zvans diagonélni
pole, t. j. pole v i-tém Fadku a i-tém sloupei tabulky B (¢ = 1, 2, 3, 4), jsou
podtrZena pro lepdi orientaci pfi dalim podetnim postupu.
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Tabulku B vypliiujeme takto: Nejprve do jejiho prvniho sloupce opiSeme
piisludné stejnolehls ¢isla z tabulky A. Tedy na p¥. v poli 3 bude &islo (3> = aj,.
Pak do prvniho ¥adku, poéinajice polem 5, napiseme &isla, vznikld ze stejno-
lehlych éisel v tabulce A, délenych ¢dislem z (podtrzeného) pole 1 tabulky B.
Tedy na pt. v poli 5 bude éislo (5> = b, : (1>, Takto jsme tedy obsadili v§echna
pole v prvaim sloupei a v prvnim ¥adku tabulky B.

Déle postupujeme v obdobnych dvojicich kroki tak, Ze podéinajice druhym
sloupcem a druhym fddkem vyplnime postupné vidy:

a) Jeden sloupec smérem shora doldi, poéinajice jeho prvnim prizdnym
polem, t. j. polem diagonalnim.

b) Jeden Fadek podinajice jeho prvnim prizdnym polem, t. j. polem vpravo
vedle diagondlniho.

Postup vypodtu:

a) Vypocet prvka v diagondle nebo pod ni, tedy prvkd, poditanych ve sloupei,
je takovyto: od stejnolehlého prvku v tabulce A odedteme postupné souédin
kazdého prvku, leziciho v tabulce B vlevo v tomtéz fadku jako uvazovany
prvek, s pFisluSnym prvkem, lezicim v tomtéZ sloupei jako poditany prvek,
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a to v ¢asti nad diagonalou. (Pfitom ,,pfislusnym” prvkem k ¢-tému prvku zleva
v uvedeném Fadku zde rozumime ¢-ty prvek shora v uvedeném sloupei).
Tedy na pf.:

ALy = by — (4> X By
nebo

A9y =d, — (4> X {T> — (A1) X {13y = 16> X (17> .

b) Vypodet prvki v polich nad diagondlou, tedy prvka, poéitanych v fadku,
je podobny: od stejnolehlého prvku v tabulce A odetteme postupné soudin
kazdého prvku, lezicitho v tabulce B vlevo od diagonily v tomtéz fadku jako
poditany prvek, s piislusnym prvkem, lezicim nad poéitanym prvkem v tomtéz

sloupei. Vysledek pak jesté délime prisluénym diagondlnim prvkem (podtrze-

nym). Tedy na pi.:
2y = ey — {2y X (6] 49,
nebo
A8 = ey, — <35 X {8 — 10> x (1457115,

\

Poznamka 1: Vyjde-li ndhodou v diagonale v tabulce B nula (nebo ¢islo
velmi blizké nule), je nutno vyménit piisludny rddek s nékterym tadkem pod
nim, ktery v ptisluném sloupei nemé nulu. Kdyby takovy fddek nebylo mozno
vybrat, znamenalo by to, Ze soustava nema jednoznaéné feseni.

Poznamka 2: Je-li matice soustavy symetrickd, muZeme poéitat prvky
nad diagonalou v tabulce B usporngji tak, Ze vidy prvek pod diagonalou
tabulky B, poloZeny symetricky k poéitanému prvku, délime piislusnym
diagonalnim prvkem této tabulky. Kdyby tedy byla matice v tabulce A na
obrazku symetricka, bylo by v tabulee B na p¥. (13> = (11> : (9. Prvky
ve sloupei tabulky B, odpovidajicim sloupei pravych stran rovnie, se oviem
pocitaji normalné.

Vyplnénim pole v pravém dolnim rohu tabulky B (v nagem piiklad¢ pole 20)
je eliminace skontena a zbyva jeSté provést vypocet hodnot neznamych z,
pomoct t. zv. zpétné substituce. K té pouzivame uz jen ¢asti tabulky B vpravo
od diagonaly. Vypotitané hodnoty «,; vypliujeme postupné od prava do ta-
bulky C. Cislo v poli 20 ptimo udiva hodnotu x, = ¢(20>. Hodnotu z, vypodi-
tdme pomoci z, z tietiho fadku v tabulce B takto: x; = (18> — (17> X x,.
Podobné z druhého ¥adku bude x, = (14> — (13> X x, — (12> X x, a ko-
netné z prvniho fadku x, = (8> — (7> X x, — (6> X x; — (5> X x,. Postup
pro jiny podet » neznamych a rovnic je zcela analogicky postupu pro zvoleny
piiklad s n = 4.

Poznamka 3: Je-li tieba Fesit né¢kolik soustav s touz matici a s riznymi
pravymi stranami, ptipojime k tabulce A vpravo sloupce vSech uvaZovanych
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pravych stran, k tabulce B pfipojime rovnéz pislusny pocet dalsich sloupei
a k tabulee C pislugny podet fadki a Fedime pak viecky takové soustavy zroven,
nebot pro né je celd tabulka B, kromé sloupee odpovidajiciho pravym stranam,
stejna.

v

Abychom se zabezpedili alesport dastedné proti chybam, vzniklym béhem
vypodétu, pouzivame takovéto prabéiné kontroly:

Kromé¢ dané soustavy fe$ime jesté pomocnou kontrolni soustavu, ktera se
Ji8] od dané soustavy jen pravymi stranami a to tak, Ze v kazdé rovnici dané
soustavy je piicten k hodnoté pravé strany jesté soudet viech koeficientt
t¢to rovnice. (V nasem piikladé tedy nova soustava ma tvar

iy 4 by - ey - diys = s;
kde
Spom e bd, b by e - dy, = 12,3,40)

Kontrolni =oustava ma touz matici jako dand soustava. Budeme ji tedy Tesit
soudasné s danou soustavou podle poznamky 3 tak, %e vedle pravé strany kazdé
rovnice dané soustavy napifeme jeste do pridaného sloupce v tabulce A soudet
viech koeficientti a pravé strany této rovnice. Odpovidajici prvek, ktery
z tohoto soudtu dostaneme b&hem eliminace v piidaném sloupci tabulky B,
je pii spravném vypodtu roven (az na zaokrouhlovaci chybu) soudtu viech
prvkii v tabulee B, lezicich s nim na tomtéz radku vpravo od diagonaly, zvét-
senému o 1.

Pii zpétné substituei pouzivame ke kontrole toho, Ze pro teseni x, dané sou-
stavy a TeSeni y, kontrolni soustavy plati vztah y;, = x;, + 1 (¢ = 1, 2, ..., n).
Po vypoétn kazdé hodnoty x; tedy vidy hned vypoditame piisludnou hodnotu
¥; & zjistime, je-li (aZ na zackrouhlovaci chybu) y, o 1 vétéi nez .

Vyhoda uvedeného schematu je hlavné v tom, Ze nezapisujeme zbyteénd
tastetné vysledky pfi vypodtu skalarnich soudint. To viak na druhé strané
klade zvysené pozadavky na pedlivost vypoétite, nebot chyba, které se dopusti,
se pak dosti obtizné hleda, coz je nepiijemné zvlaité pro velka n.

Pii feseni vétsich soustav si je moZno praci jedté usnadnit tim, Ze na pr.
hodnoty z poli pod diagondlou tabulky B se zapisuji postupné na zvlagtni
prouzek papiru v piislusném potadi tak, aby po ptilozeni tohoto prouzku
papiru k piisludnému sloupei tabulky B piisla vedle sebe praveé ta Sisla, jejichz
soudiny je tteba postupné poditat. Také je mozno na tomto prouzku oznadit
gipkou misto, na némz leii v tabulee A prvek, od kterého soudiny odditame,
po pripadé i pozndmku o nutnosti déleni pii vypodtn prvku vpravo od diago-
naly. Takovouto pomtcku uvadi ve své knize W. K. Milne. Jinak je také
mozno pouZit dvou prouzkid papiru, na nichz oc¢islované sipky sméfuji na jed-
nom z nich k prvkim v fadcich a na druhém k prvkim ve sloupcich tak,



ze stejné odislované Sipky sméfuji (pfi spravném piilozeni k tabulee B) k prv-
kiim, jejichZ sou¢iny mame poéitat. Prouzky prikladame ve vzajemné kolmé
poloze na tabulku B tak, aby prvni &ipka vodorovného prouzku smétovala
k prvnimu prvku ptislu§ného fadku a prvni Sipka svislého k prynimu prvku
prislu§ného sloupce.

Pro ilustraci ptipojujeme numericky piiklad, prevzaty z citované knihy
W. E. Milneho (str. 20). Je to vyfefeni soustavy ¢étyi rovnic o étyiech nezna-
mych popsanou metodou. Je pouzito kontrolniho souétového sloupee.

. I U ‘}ﬁgw — —
6,4375 2, 1849 -~ 3,7474 ‘ 1,8822 | 4,6351 ‘ 11,3‘))5
SR L i I
2 1356 5,2101 1,6220 | —1,1234 | 52131 12,9574
z% | ‘ S U — — —
38,7362 1,4998 6421 | 12324 5,8665 12,5046
[ PO — ! . — _
1,8666 —1,1104 1,2460 | 83,3312 4,1322 | 14,4656
N |
— e s B e \\ R :
6,4375 0,339402 | —0,582120 0,202381 1 0,720016, 1,769678 |
S DU AU R N (R
2,1356 4,485273 0,616501 | —0,389677 0,819445 2,046270 :
Bl—-— B — B [P e e B
l —3,7362 2767874 3,760786 | 0,904963 | ; |

1,672125]  3,577085
i
|

1,8666 | —1,743928 3,407719 4,022013 | —0,368189] 0,631814

2,185177 | —0,560313 | 2,005322 | —0,368189

I T __\ S S S —

[ 0,489692)  3,005317 0,63 1814‘

Na dal&ich obrazeich je znazorn&no pouziti pomocuyech prouzkid papiru
pii vypodtu prvku v poli 15 (v nafem piikladé ¢tisla 3,760786)
a) podle Milneho,

b) druhym uvedenym zptusobem.

Poznamka 4: Akademik prof. dr VAcrav Da$gk upozornil na daldi
moZné upravy pii postupu podle uvedené metody. Predné je mozno pii vyplio-
vani tabulky B zapisovat v8ecky prvky v kazdém Fadku vpravo od diagonaly
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—3,7474
1,5220
A l—
od ——> | 17,6421
- — _
oded&ti: 1,2460 |
S U N -
—3,7362 X —0,582120
2,767874 X 0,616501
Bl
Vysledek*) ———
*) Vpravo od diag.
delit!
a)
6,4375 | 0,339402 | -0,582120 | <1
2,1356 4,485273 0,616501 | «—- 2
B S
—3,7362 2,767874
i - e
1 1 1
1 2

b)

s obrdcenym znaménkem, takze pak v pfedpise pro vypoéet prvka v tabulce B
se zméni odeéitdni soudint dvojic prvki na pficitdni téchto soudint. To mize
usnadnit vypoétafi manipulaci se znaménky.

Dalsi Gprava se vztahuje k pozniamee 2, tykajici se zjednodugeni vypodtu
pro soustavy se symetrickou matici. Akademik V. Dasek navrhuje ptipojit
k matici takovéto soustavy v tabulece A daldi Fidek, sestaveny ze stejnych

240



hodnot jako sloupec pravych stran soustav, takZe pak cela tabulka A (i s pra-
vymi stranami a pfidanym fadkem) pfedstavuje symetrickou matici fadu o 1
vyssiho (s nulou v poslednim poli vpravo dole). K tabulce B se rovnéZ piipoji
jeden Fadek. Pii vyplilovani tabulky B pak je mozno pouzit postupu, uvede-
ného v pozndmece 2, i pro vypoéet prvkh v poslednim sloupei této tabulky,
takze cely postup je zcela jednotny. Analogicky lze rozsitit symetrickou matici
zarovenl o nékolik fadkd, fedime-li zaroveni nékolik soustav s touz matict
a riznymi pravymi stranami.
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