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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 5

O NAPJATOSTI NEHOMOGENNTHO PODLOZI

IVO BABUSKA
(Doslo dne 23. dubna 1957.) DT: 624.043:539.311

V préei jsou uddny vzorce pro napjatost nehomogenni poloroviny
8 modulem pruinostt K(h) == I, .h* a konstantni Poissonovou kon-
stantou o.

Podlozi stavebnich konstrukei jest material, ktery ma casto proménlivé
vlastnosti, pomérné nesnadno zjistitelné. Z tohoto hlediska, zvladté pii nedo-
konalé znalosti materidlovych vlastnosti podloii, nutno chapat i ovéfovani
dosazenych vysledkti ve srovnani s theoretickymi zavéry, ovéfovani klade-
nych predpokladi a vysoké poZzadavky praxe na jednoduchost zavéri. Proto
se v praxi nékdy omezuji pfipady pouze na nejjednodussi pfipady Feseni
o rovnoviaze, pii temz se vychdzi s experimentalnich zkuSenost{ (srv. [1], [2]).

Na druhé strané se v praxi Casto uzivd theorie homogenniho poloprostoru.
Rada experimenti vSak ukazuje, %e theorie pruzného homogenniho polo-
prostoru mé i pfi pomérné stejnorodych podloZich mnohem menéi aplikabilitu
nez by bylo mono o¢ekdvat. Zejména pii vétdich zatézovacich plochach jsou
skuteéné deformace podstatné mensi nez deformace vypoctené podle theorie
pruzného poloprostoru. Tak na pi. Koegler (viz [3], str. 342) méiil deformace
v zavislosti na zatéZované ploSe pfi konstantnim napéti. Na obr. 1 jest znazor-
nén theoreticky a experimentalni prabéh této zavislosti. K podobnym vysled-
kiim se dospélo i pfi vodnim dile Orava, kde skutedné deformace jsou podstatné
mendi nez podle theorie pruzného homogenniho poloprostoru.

Nékteré z uvedenych obtiii odstranime, kdyZz ve shodé se zkuSenostmi
a skutednym stavem ve vétsiné praktickych piipadd, zavedeme do vypodtu
skutecénost, Zze modul roste s hloubkou na pt. podle rovnice

Eh) = Eyh +c)*, ¢=>0, (1)
kde h jest hloubka pod povrchem, x koeficient vzriistu (zpravidla 0 =Z x = 1)
(viz na pt. [4]), Poissonovo ¢islo predpokladame konstantni.

Domnivime se, Ze tento vztah velmi dobie vystihuje ve vétsing piipada

skutecénost.
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Vhodnost tohoto predpokladu je patrna z obr. 1, kde je znizornéna vyse
uvedend zavislost mezi zatéZovaci plochou a deformaci za predpokladu, e

E(h) = Eh>°
V této praci se budeme zabyvat rovinnym problémem napjatosti podlozi

za piedpokladu proménného modulu pruznogti podle rovnice (1). Nejprve
budeme piedpoklddat ¢ = 0 a pak provedeme praktické rozsifeni aplikability

nasich zévért i na ptipad ¢ = 0.

%20
N
~

N
N\ podle Teorie pruZngho
\/ poloprostoru
U

7 10
podle experimentdiniho
méreni |NKoglerova
)
=
3
g
15 [225m?) {70 [100m?] 5 [25mF S B
). ¥
velikost strany zatéZovaného Ctverce
Obr. 1.

Problémem nehomogenniho podlozi se zabyval Oup® [5] a BorowiCKa,
u nas pak K. HruBaN [6], ktery se zabyval specidlnimi pHpady v zdvislosti
Poissonovy konstanty a indext vzrastu. S uvaZovanim plastickych vlast-
nosti za jistych specialnich predpokladit zabyval se timto problémem na pt.
Ovrszar, MURZEWSKI, GOLECKI [7].

V tomto ¢&lanku ukédZeme jednoduchy tvar napjatosti v obecném piipadé
v zavislosti na Poissonove ¢isle a koeficientu vzristu.

1. Rovinny problém napjatosti nehomogenniho prostiedi')

Pti studiu homogenni poloroviny zatiZené na hranici jest problém ekviva-
lentni s problémem nalezeni Airyho funkee U(x, y), kterd vyhovuje biharmo-
nické rovnici. Slozky tensoru napéti jsou uréeny Airyho funkei rovnicemi:

a2l] elr
Xy:.T{.’, ’ 71:32»" (2)
oy’ ox?

%) Predpokladdme vidy rovinnou deformaci.
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V piipadé nehomogenniho prostiedi se stilou Poissonovou konstantou m
a modulem pruznosti K zavislém pouze na soutadnici y (hloubce pod po-
vrchem), dojdeme iplné stejnym postupem jako v klasickém ptipadé homo-
genniho prostiedi k obecnéjsi rovnici, kterd mé tvar

_ oAU o:U
_} / BN 2 [ X o= e R . ’II o
(@ — b) AAU - 2(a b’ Sy = (a b"YAU — a A )
kde
_m+1 0 vk ;
= mE(y) b= mE(y) > y=h. )

PonévadZ problém je linearni a modul pruznosti zavisi pouze na hloubee pod
povrchem, stadi k dplnému fefeni znat napjatost od svislého a vodorovného
jednotkového biemene.

2. ReSeni problému nehomogenni poloroviny s pribéhem
modulu tvara E(h) = h=

Za predpokladu, %e modul pruznosti probihd podle rovnice E(h) = he,
vzhledem k homogennimu tvaru, musi nutné Airyho funkce pro osamélé bie-
meno v podatku mit tvar

U =iy, (4)

kde 7, % jsou poldrni soufadnice (srv. obr. 2). Tento piipad odpovida paprsko-
vému roznafeni bfemene. Jest pii tom

S|~

Ro= L (f 1) = - Py, )

kde R, je radidlni slozka napéti.

Dosazenim (4) do (3) dochizime k zavéru, Ze tvar (4) miZe byt feSeni rovnice
(3) tehdy a jen tehdy, je-li spInéna diferencidlni rovnice tvaru

F" 4 Fatgy + F(u +vtg?y) =0,
kde je

A= 2x, = — ol 1) 424 1, (6)

Polozime nyni F(y) = D(yp) cosa p, a dojdeme z (6) k ekvivalentni rovnici

D" 4wt =0, (7)
kde
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Tato rovnice je vSak snadno Fesitelna. Je viak tieba rozlisovat piipady, kdy
pur=0, u*>0, pu*<o0.

V téchto jednotlivyeh piipadech dostavime nasledujici feSeni: (Znacime
SRr(r, ) resp. " Rr(r, ) radialni slozku napéti pro svislé resp. vodorovné osa-
meélé biemeno plsobici v podatku.)

f o
L ¥ =0,
Jest
. 21,
¥ RB(r,p) = — — . YOy cos*y,  (8.1)
r 7T
S 21
p SR (r, p) = . SComeos®y,  (8.2)
kde konstanty "C, ., S(J’avm jsou jisté konstanty
Obr. 2. (viz. obr. 3) zavislé na «, m, které vyjadiuji
podminku rovnovahy. Budou uréeny dale. P¥i-
pad I. nastava v piipadé bud « = — 1 nebo a = m — 1. Vzhledem k tomu, ze¢

m == 2 a v praxi vétéinou je 0 < a << 1 nemad tento piipad velky prakticky
vyznam.

II. p* > 0.
V tomto pripadé je
2 1 —
VR,(r, p) = — o Y y.m €O *p sin ]/‘u*zp , (9.1)
: 21 -
SR, (r, y) = T SC\.m €08 4 cos |y . (9.2)

Tento piipad nastava pro « > — lam — 1 > « (vzhledem k tomu, Ze m = 2).
IHL p* < 0.
V tomto piipadé jest

21 : —
YR, (r, ) = — e YOy m cos* p sh V,u*yv , (10.1)
. 2 1 -
SRy(r, y) = P 5C 4m c0s% 3 ch /¥y . (10.2)

Tento piipad nastdvd pro « << —lam — 1> anebo o> — 1, m — 1 < a.
Prakticky je nejvyznamnéjsi ptipad II.
Urdeme nyni konstanty "C,,,, °C, .. Vzhledem k paprskovému rozniseni
musf byt in

r [ SR,(r, ) cos pydy =1,
im

+in

r [ VR, p)sin pdy = — 1
in
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‘ v S - e i
a z této podminky uréime konstanty °C, ., Y'C, .. Vypoditinim uvedenych
integralti dostavime:

pro x>0, m—1=n
jest
I S A -8 -
o2 1)
SO P L Y
(“a,'m 11((\ 7}7 2) ’ (1])
kde - ]
[ T .|
y = Vi ] (v 1 ‘)(1 S 1),
pro
x>0, m—1<na
jest ,
X 8 —— g A e 8 A
M( <43 w) p(:,,f f)___.!_w)
SO .\ Y S S 12
Co TS : (12)
kde

. e =
i= =1, y=n.
Pro & = 0 jest °C,,, = 1. Déle pak plati

Voa,m =7 lesCmm pro y == V!j“ﬂ + 0, (13)
Y
VCpm=(x + 1)5C,,, pro y=|lu¥ =0. (14)
Na obr. 3 jsou vykresleny hodnoty °C, ,.

Zméame-li radialni napéti £, zname tim také sloZky tensoru napéti. Jest
Y, = R,cos?yp, x,= R, sinycosy, X,=R sin?y. (15)

Koeficient °C,, ,, ndm vyjadiuje pomér napéti pod svislym bfemenem k hod-
not¢ téhoz napéti v ptipadé homogenni poloroviny. Vidime tedy, Ze pro vétsi
max > 0je°C,,, > 1atedy e napéti se pomaleji rozndsi nez v piipadé homo-
genniho podloZi. Je to i ve shodé s experimenty (srv. také [2]).

Zname-li napéti uréime snadno také deformace. Je-li I, ¢ posunuti v polar-
nich soufadnicich (viz obr. 4), pak plati pro « = 0 vzorce pro posunuti v ta-
bulce 1.

Nejdtlezitéjsi jsou deformace na povrchu.

Dostavime zde:
A. Sviglé bfemeno

a) Svislé posunuti »
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b) Vodorovné posunuti «
Enu - S‘gn xr !xl_a (_ ,”H—Z’—“l‘) SC.!.m Sﬂ:,m : (]7)

B. Vodorovné biemeno

a) Svislé posunuti »

., 1 m? — I 2
Ey = sgna Jo]7e — = E«} , S 5C g VB - (18)
i m. !'\ 7
b) Vodorovné posunuti «
X m2— 1\ 2
E()u - I(Ij;““ (“N?’)’)Z) n? Vca.m Vﬁg,m * (19)

Konstanty "% ., "8 ., e s B2 . jsou uvedeny v tabulce 2. V téZe tabulce
je uvedena také napjatost pro
vodorovné a svislé bfemeno.

Tim mame Gplné roziesen
problém napjatosti nehomogenni
poloroviny pro zatizené hranice
s  modulem pruinosti tvaru

2 E(h) — Eu,h* a neproménnym
11
A
10
\\
09 N
. ~
YN
.
OIB ’,\\
- ~. 1
m.. 22 26 32 36 42 46 52 56 t
v§—~+-»,-+—*-5.,_.__t_l t 4 A
2 24 283 34 384 4% 485 54 586
Obr. 3. Obr. 4.

Poissonovym &fslem. Skutednd totiz p¥i obecném zatizeni bychom prostd
integrovali v podstatt timtéz zpisobem jako v piipadd homogenni poloroviny,
vzhledem k tomu, e modul pruznosti zavisi pouze na hloubce. Uvedli jsme
viechny theoretické mo#nosti. Nejvétsi praktickou dilezitost maji oviem pii-
pady 0 <<~ < 1.
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3. Redeni problému nehomogenni poloroviny s priththem
’ modulu tvaru E(h) = (b -}- ¢)* E,

Tento pripad je jiz sloZitéjsi, ponévad? se napéti neroznasi paprskovité.
Vzhledem k nespolehlivosti piedpokladt v praxi nema smyslu uzivat slozi-
t¢j8i theorie, 1 kdyz v pifpadé, ktery je uveden vyse, mize vzniknout namitka
neredlnosti predpokladu (0) = 0. Naptti a deformace vak v piipadsg, ze
¢ > 0, pomérné dosti rychle se zvétSujicim se r (v piipad¢ osamélého biemene)
se blizi pripadu pribshu modulu E(h) = kK, Na druhé stran¢ mame-li polo-
rovinu s modulem pruznosti tvaru Fy(h + c¢)* mizeme si predstavit, Ze je to
tast poloroviny s modulem E(h) = Eh=, kterd ma viak povrch ve vzdalenosti
¢ nad skuteénym povrchem.

Je proto nejvhodnéjsi v praktickych stavebnich pripadech uzit vzorct pro

Tabulka 2.

I iﬁ[. ) TiI.

Pf‘ipa(l x — — 1 nebo o << — 1 m— 1 >«
N o= — 1 x> =1, m—1%>a« nebo
N x> — 1 m— 1 <«
) £ £
Sﬂv 0 sin Y= sh y—
o m 2 2
Spu . T 1 iy 4
a.m 1 cos y 2 chy 3
| Vv T ud
Bom 0 cosy chy 5
i Vﬁu l sin y il sh y 4
[ a,m 5 3 s 5
i
v 2 v, 21 v ) 21 »
R.(r, ) - Comp cOS* 3| — Ty Oy oos?® ysinyy| — . C . COS% y shyy
| 21 21 21 \
| SR(r, ) — ~ 80, heosry | — —5C,  costycosyy | — — S0, cos® pchyy \
| Tr T xor }
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polorovinu s modulem (L) = Eh= a napéti urdéovat ve vzdalenosti /1 -}- ¢ =
= h od povrchu ndhradni poloroviny. Tim oviem na pivodnim povrchu neni
splnéna okrajovda podminka. Ve vétsiné praktickych piipadd neni vSak
chyba velika viéi praktické nespolehlivosti zatizeni. V piipadé, ze by byla
chyba vétsi, povaZujeme ji za dalsi zatiZzeni, které odecteme (piiblizné stejnym
zplsobem) pomoci ndhradni poloroviny, jak jsme to uéinili v prvém pripadé.
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Pezwme
O HAIPSIEHHOCTU HEOJIHOPOJAHOI'O OCHOBAHIHA

UBO BABYHIKA (Ivo Babuska)
(Mocrymuno 8 pefakuio 23/1V 1957 r.)

B paGore npusemenst Gopmysbsl ML HAUPAKEUTOCT HEOANOPOIOH THI0C-
roetu ¢ mopysiem ynpyrocran E(h) = Eghe u nocrosupoit woucranroi Ilyac-
couna o.

Zusammenfassung

DER SPANNUNGSZUSTAND EINES NICHTHOMOGENEN
BAUGRUNDES

IVO BABUSKA
(Eingegangen am 23. April 1957.)

In dieser Arbeit werden die Formeln, fiir den Spannugszustand einer nicht-
homogenen Halbebene mit dem Elastizitdtsmodul E(h) = Ehe und der
unveranderlichen Poissonschen Konstanten o, angegeben.
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