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SVAZEK 3 (1958) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 

В Л И Я Н И Е СВОЙСТВ И С Т О Ч Н И К А П Е Р Е М Е Н Н О Й 

С И Л Ы НА К О Л Е Б А Н И Я М Е Х А Н И Ч Е С К О Й СИСТЕМЫ 

ЛАДИСЛАВ ПУСТ (ЬасШау РйвЪ) 

(Поступило в редакцию 30/Х 1957 г.) БТ: 621.8—752:531.391 

В статье дается теоретический анализ движения механической 
системы, которая приводится в колебательное движение источником 
периодической силы с конечной инерцией и с данной завиеимостью 
мощности от числа оборотов. 

1. Введение 

На тихий ход многих машин, на напряженнотсь и усталость их деталей, 

а тем самым и на их рабочую надежность и аварийность оказывает большое 

влияние величина амплитуд установившихся периодических колебаний, 

с которыми встречаемся практически у всех машин, как вращательных 

так и поршневых. Также и при расчетах оснований и рамных конструкций, 

как железных, так и бетонных, важно знать их поведение с точки зрения 

колебаний. В этих случаях расчет пока проводился при условии, что 

частота возбуждающей силы является постоянной и что она не зависит от 

величины амплитуды и от угла сдвига фаз колебательной системы. Также 

и устойчивость периодических колебаний, играющая важную роль в иссле

довании сложных и нелинейных систем, изучалась только в том случае, 

когда возбуждающая частота была постоянной. 

Однако в действительности часто возбуждающую периодическую силу 

создает источник энергии с конечной инерцией и с определенной зависи

мостью мощности от числа оборотов. Итак, нельзя молча обойти то обсто

ятельство, что колебательная система будет в свою очередь оказывать 

влияние на источник энергии, обороты которого, а, следовательно, и час

тота возбуждающей силы будет меняться согласно состоянию колебатель

ной системы в данный момент. Ясно, что у настоящих машин (двигатели 

внутреннего сгорания на упруго уложенном основании, колебания рото

ров больших вращательных машин и т. под.), где энергия колебаний со

ставляет лишь несколько процентов общей мощности, это влияние не осо

бенно велико. 
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Но при исследовании поведения машин и конструкций по моделям этот 

вопрос выступает на первый план. Например, производя по моделям испы

тания оснований машин, измеряя модели упругих муфт и демферов, опре

деляя критические обороты и области неустойчивости на моделях ротора 

и т. д., пользуемся такими источниками энергии, максимальная мощность 

которых рассчитана только на то, чтобы покрыть, с определенным запасом, 

максимальное возможное потребление энергии в модели колебательной 

системы. 

Итак, при испытаниях моделей бывает источник энергии и его инерция 

по сравнению с энергией колебательной системы гораздо меньшим, чем 

у настоящих машин. Также и в том случае, когда вызываем колебания 

настоящих конструкций, оснований машин и т. п. с помощью вибратора, 

бывает мощность и инерция последнего меньше общей мощности и инерции 

машины, воздействие которой заменяет вибратор. 

В таких случаях может в большой мере сказаться влияние малой инер

ции источника энергии и влияние зависимости частоты от мощности, так 

что результаты испытаний моделей могут отличаться от поведения насто

ящей системы. 

В предлагаемой работе проводится анализ влияния инерции источника 

энергии и его характеристики на резонансные амплитудовые кривые ли

нейной системы с одной степенью свободы, на вид и устойчивость периоди

ческих колебаний. Линейная система была нами избрана потому, что ее 

расчет является наиболее простым и что на ней наиболее наглядно видно 

влияние свойств источника возбуждающей силы. 

2 . Составление основных уравнений для системы с одной степенью свободы 

Большинство колебательных систем, с которыми встречаемся на практи

ке, можно упростить и свести к системе с одной степенью свободы, при

водящейся в колебания воздействием простой синусоидальной возбужда

ющей силы. Схема такой системы, поведением которой будем теперь зани

маться, показана на рис. 1а. Колебательная система состоит из массы 

т [к^стг1»2], которая посредством демфера с линейным коэффициентом 

затухания к [к^енг 1 »] и пружины жесткости с [ к ^ с п г 1 ] прикреплена к бес

конечно большой массе. Возбуждающая периодическая сила действует 

на массу посредством мягкой пружины жесткости с1 {сх<^с). 

Нижний конец этой пружины приводится в периодическое движение 

хх кулачком или кривошипом, прикрепленным к валу мотора. Мотор 

имеет момент инерции / [к§ств 2 ] и может развить крутящий момент 

М(у, ос), о котором будем предполагать, что он зависит от числа оборотов, 
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т. е. от угловой скорости <р — <\<р\<\1х) и от параметра ос, определяющего 

положение регулирующего устройства, при помощи которого регулируем 

снабжение мотора энергией. Параметр ос определяется, например, налад

кой регулирующего трансформатора в случае электрической тяги, поло

жением дроссельной заслонки у двигателей внутреннего сгорания и т. под. 

'777777. 

777TУ7~7--~~\ 

a) . 6) 

Pиc. 1. 

Исследуя двюкение колебательной системы, не будем принимать во 

внимание влияние собственного веса массы т, потому что система на рис. 

1а может представлять настоящую систему, которая колеблется в горизон

тальной плоскости, или крутилыю-колебательную систему и, вообще, це

лый ряд других колебательных систем, у которых влияние земного при

тяжения на колебаниях не сказывается. 

Приступим теперь к составлению уравнений движения. Сила пружины 

сх, действующая на массу т, равна 

Р — с х (— х + хх) = с 1 ( ~ х + г сов <р) ; (1) 

движение массы т в таком случае описано дифференциальным уравнением 

тх + кх + (с + сх) х — сгг соз <р . (2) 

Но однако сила Р (уравн. (1)) оказывает обратно влияние на вал мотора 

и вызывает на нем крутящий момент 

М — Рг 8Ш (р = СХГ( X + Г СОВ <р) 8Ш Ср . (3) 

Вал мотора находится еще под воздействием момента инерции —Г<р и кру-

тящено момента М(ф, ос), вызванного статором, так что условие равновесия 

моментов на вале мотора запишется в виде 

— Гер + М(ф, ос) + схг(— X + г сое <р) зт <р — 0 . (4). 

Уравнения (2) и (4) описывают, следовательно, поведение всей системы 

с учетбм свойств источника возбуждающей силы. Из этих уравнений видно, 

х) Мы не считаемся здесь с зависимостью момента от угла ср. Когда имеем дело с кол
лекторными регулирующими моторами, которые чаще всего применяются для возбуж
дения колебаний модели, это предположение вполне обоснованно. 
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что угол поворота <р, или же угловая скорость <р, в действительности опре
деляется решением дифференциального уравнения (4). Предположение 

постоянной круговой частоты со = ~ , с которым встречаемся практи

чески во всех вышедших до сих пор работах, посвященных решению 

вынужденных колебаний, является, следовательно, крайним случаем, 

имеющим место только для бесконечно большого момента инерции / или 

для бесконечно твердого источника.2) В остальных случаях следовало 

бы рассмотреть и уравнение (4), и тем скорее, чем источник колебаний 

меньше. 

Для решения дифференциальных уравнений удобно ввести не имеющие 
размера величины: 

у = - , т = пг, 

сг к к 
ех = — ± — , её = —^ = cx + c mû У(C l + c ) m ' 

гдe 

.0 = I = mR*. (5a' 
т 

Уравнения движения тогда примут вид 

сгт1 + с1т~ + У е * С 0 8 ^ ' 

С1209 /(109 \ 

ск 2 = е//' 1 а т ' а ) + Е~щ 8Ш 9?(со8 ^ ~~ У) ' ( 6 ) 

В уравнениях (б) и (6) символ в означает малый параметр. Это значит, что 
коэффициент затухания к является малым по сравнению с критическим 
затуханием кк = ]/(сх + с) т, что жесткость сх мала по сравнению с жест
костью с + сг (сг <^ с -4- сх), что радиус кулачка г мал по сравнению с ра-

-) У бесконечно твердого источника энергии малое изменение нагрузки (момента) 
не вызовет никакого изменения частоты. Если для разложения в ряд Тейлора в окрест
ности точки ф — со будет 

дМ(со, а) . 
М(<р, а) ~ М(со, ос) Н : (<р — со) + малые члены , 

б<р 

то твердый источник определяется соотношениями 

эм 
т = со , М(со, л) = 0 , —— (<о, а.) = со . 

дф 

431 



диусом инерции К (г <^ В) и, далее, что внешний момент мотора М(ф, а) 

мал по сравнению с моментом инерции Ю2 (М(ф, а) <^ Ю2). 

Момент мотора /л можем с целью более наглядного вычисления3) прибли

женно заметить линейной функцией 

/л(<р', а) == //0(а) — [лх(а) <р' , (7) 

т. е., к а к показано на рис. 2, заменить настоящий график функции ц ка

сательными в точках [л = 0. 

Решение уравнений движения можно получить только приближенно. 

В данной статье покажем применение подходящим образом приспособлен

ного приближенного вычислительного метода, опирающегося на асимпто

тические ряды. Мы не будем здесь ближе рассматривать чисто математи

ческие вопросы, касающиеся решения (например, существование периоди

ческого решения и т. под.); им будет посвящена подготовляемая статья 

д-ра Вейводы. 

Предположим, что мотор в системе на рис. 1 вращается все время в том 

же направлении. Следовательно, угол <р является монотонно возрастающей 

функцией времени 

' <? = (/^)> ^ > 0 ' ( 7 а ) 

Монотонность функции (р(г) позволяет ввести с большой выгодой для нас 

новую независимую переменную величину (р вместо времени т. Если еще 

обозначим 

& " • <8а> 

то 

&-•&&-*% + •%* < 8 Ь » 
и уравнения (6) примут вид 

# У + Цд' + е<5) у' + у = ек сов ф , 

дд' = е/и0 — е[1х§ + е2ко вит <р (сов <р — у) , (9) 

где черточкой помечена производная по <р. 

Итак, нам удалось понизить порядок второго дифференциального урав

нения на единицу. Решение получим в виде у((р), д((р). При помощи соотно

шения (8а) найдем зависимость (р(г), после подстановки которой в у(<р), 

д((р) получим 

У = У(?) , # = #(т) • (9а) 
3) Расчет системы с более общей функцией ц ничуть не труднее, но не является столь 

наглядным. 
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,(j(f',ч) 

Решая уравнения (9), можем наблюдать за основными видами движения 

системы, зарисованной на рис. 1. Это, во-первых, — периодическое движе

ние, при котором решение дано периодическими функциями у(х) и д(х), 

во-вторых, движение, при котором решение дано непериодическими функци

ями, которые мы получим, исследуя, например, переходные процессы, 

устойчивость движения, поведение системы, где со временем меняется при

вод энергии, определенный параметром л 4 ) . Здесь будем главным образом 

заниматься периодическим дви

жением, об остальных сделаем м 

лишь некоторые замечания. 

3 . Решение уравнений движения 

Д л я решения нелинейных у-

равнений (9) можем применить 

асимптотический метод, приспо

собив его подходящим образом; 

этод метод позволяет находить 

решение уравнения движения 

к а к в резонансном, так и в нере

зонансном случае. Этот метод в несколько упрощенной форме описан 

в литературе; см. [1], стр. 227. 

При условии, что е — малый параметр, можем решение искать в виде 

степенных рядов 

у = а соз (<р — гр) + ещ(а, %р, гу, <р).+ е2и2(а, гр, IV, <р) -\- . . . , 

$ = ю + еV1(а, гр, го, <р) + еЧ2(а, гр, го, <р) + . . . , (10) 

где новые неизвестные а, гр, го определяются из дифференциальных уравне

ний первого порядка; которые (следуя работе [1]) составим так, чтобы их 

правые части не содержали независимой переменной <р: 

<1а 

Pиc. 2. 

á<p 
= єAг{a, гp, w) + є2A2(a, гp, w) -f- . . . , 

4; До сих пор при теоретическом исследовании колебательной системы, при прохожде
нии через резонанс и т. д. всегда предполагалось (см. напр., [3], [4], [6], [7]), что частота 
возбуждающей силы является наперед заданной функцией времени со = а>(1). 

Но на самом деле в большинство случаев мы можем определить или управлять только 
зависимостью привода энегии в систему от времени, данной соотношением а = <х(Ь), 
в то время как угловая частота устанавливается сама, а ее настоящая зависимость от 
времени определена решением уравнения (4). Разница менаду этими случаями является 
самой большой в окрестности резонанса, когда потребление энергии значительно по
вышается; см. например, [5], стр. 476. 
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— = 1 — - + еВх(а, 1р, го) + е2В2(а, у>, го) + . . . , 

(1 Ю 
— = еВ}(а, у>, го) + еЮ2(а, у>, и>) + . . . (11) 

Члены в правых частях уравнений (11), не содержащие параметра е, опре

делены так, чтобы решение (10) при а = к о ш ! с учетом уравнений (11) 

удовлетворяло системе (9) при е = 0. 

О функциях и{, V;, А,-, В,, ^^ (ъ -= 1, 2, ...) будем предполагать, что они 

являются аналитическими функциями всех своих аргументов, что они 

периодичны по (р и у> с периодом 2л: и что они разложимы в ряд Фурье; 

далее мы будем требовать, чтобы они после подстановки соотношений (10) 

и (11) в уравнения (9) удовлетворяли этим уравнениям с точностью до 

порядка еп, где п — определенное, наперед заданное целое число. Но 

этим условиям удовлетворяет много функций щ, V^\ поэтому на функции и(, V,-

можем наложить еще некоторые дальнейшие условия. Обычно налагаем 

на них следующие условия: мы требуем, чтобы в щ не содержалась первая 

гармоника, т. е, чтобы 

2л 

[ иг(а, 1р, го, (р) в т д? (1(р = 0 , 

1=1,2,..., (12) 

Г щ(а, у>, го, ср) сое (р <1(р — 0 , 
о 

чтобы функции ь{ но содержали постоянного члена и чтобы они были пе

риодичными по (р и чр, т. е. чтобы 

{ V^(а, у>, го, <р) <1<р = 0 , (12а) 
о 

2л 

/ V^(а, у>, го, (р) йу> = 0 . (12Ь) 
о 

С физической точки зрения условия (12) выражают то обстоятельство, что 

а, у> являются соответственно амплитудой и углом сдвига фаз основной 

гармоники движения. Из уравнений (12а) и (12Ь) видно, что го определяет 

среднюю угловую скорость, в то время как функции V^ выражают периоди

ческие члены, характеризующие колебание мгновенной угловой скорости 

около ее среднего значения го. 

Дифференцируя выражения (10) с применением соотношений (II) и под

ставляя полученные производные в уравнения (9), получим дифференциаль

ные уравнения, которые должны выполняться для всех достаточно малых 

значений параметра е. Отсюда следует, что выражения при одинаковых 

степенях малого параметра е в левой и правой частях упомянутых уравне-
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ний должны равняться друг другу. Д л я членов порядка е° получим со

отношения 

—- С08 (ср — 1р) У + а С08 (ср — 1р) ~ 0 , 

0 = 0 , (13) 

которые выполняются тождественно при любых а и чр. Согласно уравнениям 

(10) и (11) будет также 

у — а сов (<р — гр) , а — копвЬ , 

д ---= IV , 1р == ( 1 I <р + Щ , 

го = копе!;, у0 = копв! . (13а) 

Следовательно, для е = 0 получим в качестве решения уравнений (9) вы

ражения, описывающие ,,собственные незатухающие колебания" 5 ) си

стемы т, с + сх, так как из (13а), (б) и (8а) вытекает 

у = а сов \<р — /1 - - I <р — щ I = сов | - ^ - у>0) = 

= а сов (т — гр0) — а сов (01 — у0) , (14) 

где X/ = I/ -, % — произвольная постоянная. 

Подставив в уравнения (9) соотношения (10).и (11) и выбирая затем 

члены порядка е1, получим: 

™2 I -^—| -г- 2 11 -г—--- + 1 —-? А, Вт (ср — гр) + 
18ср2 ^ \ IVI дсрдгр \ го) ду>2 го 1 ' 

+ — В, а сов (ср — гр) + (1 \а ——• в т (о? — ад) + 11 1 — • сов (о? — гр) + 
гу ^ \ ш) дгр \ го ] <)1р 

&1 ~г я 1 п (^ — V) I ~ -ГГ ° 0 8 ((Р ~ У}) ~ 
W* W 

\~~ TT^I + Mi — * c o s ---(f-rt[a + -\ + (i-i)g + 5] 

• M > - Í ; ) £ + £]-•*-*•• 
5) Для движения системы на рис. I не можем непосредственно воспользоваться 

понятиями собственных и вынужденных колебаний в том смысле, в каком они при
меняются обычно в литературе. Движение этой системы в целом можно скорее всего 
рассматривать как случай самовозбуждениых колебаний, потому что систему снабжаем 
энергией, которая может не быть периодической (например, постоянный электрический 
ток), а только в самой системе она становится периодической силой, приводящей в ко
лебания одну ее часть,фВ данном случае массу т. Соответствующая частота колебаний 
ю зависит только от параметров самой системы, аналогично, например, электрическому 
осциллятору. 
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Чтобы функция Vx удовлетворяла условию (12а), должен свободный член 

функции уг равняться нулю, значит, согласно второму уравнению в (15) 

должно быть 

Я 1 ^ / ^ ^ - ~ . (16а) 
го 

Тогда функция ьх определяется решением уравнения 

1 - 1 ) ^ + ^ = 0 (16Ь) 
го} дгр дгр 

и условием, что она периодична по (р и гр с периодом 2гг. Этому требованию 

при всех го удовлетворяет решение6) 

Vx = 0. (16с) 

Первое уравнение в (15) можно рассматривать к а к дифференциальное 

уравнение в частных производных для определения функции щ и, учиты

вая (16а) и (16с), переписать его в виде 

» . ^ + Л в ( , _ Ч ^ + ( » - 1 ) . ^ . + . , = 

= 2юА1 — ю(Ю — 1) а •-—-• + ад зш (<р — гр) + к соз <р + (17) 

+ — 2шВ1а — го(ю — 1) ——^ • со8 (9? — ц>) • 

По условиям (12) члены при 8Ш ((р — гр) и соз (9? — гр) в правой части 

уравнения (17) должны равняться нулю. Из этого можно определить 

Ах и Вх. 

да } к в т гр 
А1 = — "ТТ. 2г^ гу(г« + 1) ' 

_ * С08 У ' 

°х ~ аю(го + 1) " 1 ] 

Считаясь с условием периодичности, получаем решение уравнения (17) 

в виде (см. также сноску 6)) 

их = 0 . (18а) 

Итак, решение уравнений (9) с точностью до порядка е1 можно записать 

в виде 

у =- а сое (<р — гр) , 

0 — го , (19) 
в) Чтобы можно было произвести вычисление во всем интер§але частот, надо огра

ничиться только частным решением УХ — О, хотя при некоторых значениях ю уравне
нию (16Ь) и условию периодичности может удовлетворять и ненулевое решение. 
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где амплитуда а, угол сдвига фаз гр и угловая скоростью определены соот

ношениями 

da Г àa к s i n гp 1 

ďç7 ~ £ L~ 2^ + гü(w + 1)J ' 
dy 1 к cos y 

—' Гľľ ~t~ 6 d<p гv aw(w + 1) ' 
d w

= E i ^ü^ . (19a) 
о!^ I" 

Д л я установившегося состояния будет 

о!а Игр йю 
з - = О , -г-- -= О , -ч- = О, ф - / # (Гт = адт , 
(±9? 095 ^9? 

/ • 

т. е. а, гр, IV •— постоянные. 

Угловая скорость источника энергии (мотора) в первом приближении 

определена одной его характеристикой. В случае линейной характеристики 

(7) угловая скорость 

го = --- . (20) 

Амплитуда и угол сдвига фаз установившихся колебаний массы даны 

соотношениями 

а - ЕК — : , (20а) 

ľ w 4- 1\2 

(1 - w;2)2 + g 2 ^ " 

w + 1 
£0 -2 

t g ÿ = 
1—г(;2 ' 

которые определяют нормальную резонансную кривую линейной системы 

с одной степенью свободы, приводимой в колебательное движение твердым 

источником энергии. 

Из уравнений (19а) можно также легко определить устойчивость пери

одических решений. Применяя известные методы, нетрудно установить, 

что система устойчива, когда 

д > 0 и [лг > 0 , (21) 

т. е. когда сама колебательная система устойчива вследствие положитель

ного коэффициента затухания и когда сам мотор устойчив вследствие 

отрицательного наклона его характеристики. 

В этом результате еще не сказывается влияние обратного воздействия 

колебательной части системы на ее вращательную часть. Чтобы обнару

жить это влияние необходимо произвести вычисление с точностью по-
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рядка е2. В уравнениях (9), в которые мы подставили ряды (10), будем 

считаться только с членами порядка г2. Используя соотношения (16а), 

(16с), (18а), приведем полученные таким образом уравнения к такому 

виду, что в левой части каждого из них будут лишь неизвестные величины 

V2, или же и2. Из второго уравнения (9) таким образом получим соотно

шение 

IV \^2 + 11 — —I -~ + -г-2- — щ ш\ ср [соя ср — а сов (ср — у>)] . (22) 
I ' \ г()! дЧ' й(РЛ 

Согласно условиям (12а) и (12Ъ) решением уравнения (22) будет 

В - = - ~ вш гр , (23а) 

Щ ^ ~ И С°8 2(р + 2(1 +и>) С ° 8 {2<Р ~ 'Р) ' ' ( 2 3 Ъ ) 

Аналогично можем и во втором уравнении (9) члены порядка е2 преобразо

вать при помощи соотношений (23а) и (23Ъ), а также при помощи выше 

полученных результатов, таким образом, что в левой части останется только 

неизвестная и2, а в правой части — только А2 и В2. 

д2и2 , „ Л 1\ б%2 , /. 1\ 2 е% 2 , 1 
%>2 \ гу/ сф бу> \ г#/ е ^ 2 м'2 

Aa + 1 a •—-2 + 2 / 1 ^ + a — J __x + OB, —- l • 
(_ M> \ «>/ _y> óa dip 

+ ^ 2 ^ + A "—:' « + (/"o - i"i«o + <S«0 ~ž\ sin (p — V) ~ 

\*B* + ll-l)^+^Aí-aBl+Bí
d4l+D1

8*l + 
\w \ wf 8y> ~ da a * x s^ 1 ew? 

') ľ I C 0 S fø — У) 
ic 

H — 2 cos (^ — v ) I — i_- cos 299 + 7^7-r-r—v c o s ( 2 , r — V) I — h w;2 r r L 4 w 2(- + w ) J w; 

a p x ] Н ^- ВИ1 (93 — ^) 81П ср [сов ср — а сов (99 — у>) . (24) 

Так как функция щ тоже не смеет содержать первую гармоническую со

ставляющую, должно необходимо выполняться условие, что в правой части 

уравнения (24) выражения при сое (ср — гр) и в т (9? — гр) равны нулю. 

Из этого условия получим соотношения, позволяющие определить неиз

вестные функции А2 и В2. После подстановки вместо Ах, В1, Вх, ^2 и под

ходящих преобразований получим 
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K \ b un — iu>,w 1 , xa2g(l — w) . 
A* ~ - V(^IF r ?+ ~ T T H c o s v + w+^sm v 

-^\l-l]Sn,2,p, 8w 3 L^ J 

5 9 __ __ + * [- i + ^..-i_i?ř_l si] 
2 8 w ^ a w . ( l + ?x>)2 L 2 ^ 1 + w J 

s i n гp + 

, хао(\ — га) хд [1 1 
4 — 4 сое ад • — , \ 1 сов 2гр . (24а) 

г 4г/;2( 1 + го)2 у 8гг.'3 г̂г; ^ 
Применив (24а), можем значительно упростить уравнение (24): 

].\ 2 д'-и9 , 1 

V + 2 1 1 « V г < ? ^ + 1 1 г€) ^ + ^;2 "2" 

- 3 [_ + тт__ С08 (3* - ад - В [„ + ' ] с , м {3'""'" • (25) 

ЕГО решением будет функция 

а2дх(Ъ + 2ю) адк 
и> = ~ щг+ъг&ТТ) °"в & - зд + т?с,в ^ - *> • < 2 6 ) 

Мы МОГЛИ бы таким образом продолжать наши вычисления и определить 

функции Аг, _Зг, гь, иг, ^^ до произвольного индекса г. Ограничиваясь 

вычисленными до сих пор величинами для г — 1 и ъ = 2, можем, подста

вив их в (10) и ( И ) , написать решение уравнения (9) с точностью до по-

Р я д к а 6'2; акд 
у = а сов (9? — у) + г 2 - — соз (З99 - гР) -

а1дх 3 + 2ю 

' 4гг; (1 + гc)2(?x> + 3) 
cos (Зç) — 2гp) 

ů - гc - £a -*- cos 299 + e- g oos (2<p - гp) , (27) 
4'žL ' -_-(I ""J~ LLM 

где а, гр, УО определены уравнениями 

ёа еда ек вт гр 

6(р 2гю и) (ю + 1) гу(гс 
_____ __ Г - Ô 4- -_LZ _V_ť] 
, + 1)2 [ 2 ~f 1 + - ю J 

Jş[i __1_. 
ьwd [w j 

cos w 

є2xa2g(l — w) . £•__..Ľ . _. т 1 • -
— + sm w — + 1 sin 2w , 

4гг>2(1 + w 2 V u "" 3 " '" P ' ' 

dгp 1 єк c o s г/; £2<52 ^ £2 

dç; ~ w aw(l + w) 8гг> r aw(w i ) 2 L 2 + 1 +w J * ^ 

, s2xg(\ ~~ w) e2Kg [ l 1 

I- ...••_•• , „„T_ C 0 S W ~ -Q+3 [- - -J C 0 S 2V} > 4гc2(l + г/+ r 8гг>:: 

dгг> e/i0 — efjьxw є2кag sìn •</; . (28) 
(I99 "" •__ 2_г> 
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Выражения (27) совместно с уравнениями (28) характеризуют движение 
системы, зарисованной на рис. 1, причем не только периодическое движе
ние, но с их помощью также можно установить и вид переходных процессов, 
а в случае надобности они могут служить в качестве исходных соотношений 
для определения устойчивости периодических колебаний. 

Если будем условие (7а) считать выполненным, то можем однозначно 
определить зависимость между углом поворота д> и временем т =— 01. При 
помощи соотношения (8а), которое можно с точностью до порядка е2 за
писать в в де 

<±х — +- =-
w _ £2 P c o g 2m + £2 - g—- cos (2w — w) 

áw 2 (1 + гг?) r 

_ J 11 + e2 £̂_ c o s 2ç, _ £2 * a g — cos (2<p - w) \ , 
w [ 4w2 т 2(1 + w) w т J 

(29) 

получим в случае установившегося движения, проинтегрировав последнее 
уравнение (ю — постоянная), 

Qt = ~ 
w 
І [, + S* g sin 2, - £* - Ł s iл ( 2 „ _ v ) j , (30a, 

а отсюда о п я т ь - т а к и с точностью е2: 

Ф = гг--т — Е1 — + 8Ш 2г/гг + е 2 тт+ г в т (2юх — ад) = 
7 8гг>2 4г#(1 + гу) 

_ шП1 - а2 Р- 81П 2ю01 + е а . ^ е 1 п уют - гр) , (ЗОЪ) 
8ю2 4ю(1 + го) 

П о д с т а в и в соотношение (ЗОЪ).в у р а в н е н и я (27) и п р е о б р а з о в а в п о л у ч е н 
ное, м о ж е м з а в и с и м о с т ь о т к л о н е н и я у и м г н о в е н н о й у г л о в о й с к о р о с т и 
0 от в р е м е н и / з а п и с а т ь в виде 

у = а С08 (г&Ш — у») + е 2 -Гд-Ц сов (г&Ш — у) — 

сов гуй!, + г 2 - ^ ( - - 11 сов (Згг>12!; - у) + 
8гг>(1 + г») ' 16гг;2 \ю 

+ е" ЩТ+1^2 {№* ~ 3 ) ° 0 8 ( 3 т Ш ~ 2у,)' ( 3 1 а ) 

$ = и. - Е 2 ^ сов 2юШ + г 2 — - - - — - сов (2гоШ - и») • (31Ъ) 
4гг? 2( 1 + го) т 

Уравнения (30) и (31) имеют место только в случае установившегося дви
жения. В случае неустановившегося движения, например, у переходных 
процессов, нельзя при интегрировании соотношения (29) считать среднюю 
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угловую скорость постоянной, но надо рассматривать ее как функцию 

времени (или же угла ср), которую можем найти, решив уравнение (28). 

Рассматривая обе системы уравнений, как уравнения (31), где ав, & пред

ставлены в виде функций времени I, так и уравнения (27), где а ж $ пред

ставлены в виде функций угла дз, нетрудно заметить, что виды колебаний 

в случае системы с источником энергии с конечной инерцией и в случае 

источника энергии в бесконечной инерцией (^ =^ 0 ж ^ = 0) отличаются 

друг от друга. 

После подстановки ^ = 0 уравнения (27), (30) и (31) примут вид 

у = а сов (^V^^ — яр) , 

$ - уо , (р = ю01. (32) 

Влияние конечной инерции источника колебаний сказывается в том, что 

в колебаниях имеются еще дальнейшие гармонические составляющие, 

порядок величины которых равен в2, и эта величина прямо пропорциональна 

параметру о (@ яа — |. Амплитуда первой гармоники изменится со временем 

на члены порядка в2 (ур. 31)), амплитуда первой гармоники относительно 

угла поворота <р не изменится. В колебании содержатся еще гармоники 

трехкратной частоты, порядок амплитуды которых равен также в2 и вели

чина которых опять зависит от того, производим ли мы разложение коле

баний по времени I или по углу <р. Остальные гармоники высшего порядка 

умножены на малое значение гк (к = 3, 5, ...) и отсутствуют поэтому в при

веденных выше формулах. 

Мгновенная угловая скорость •& неравномерна, но, кроме основного мед

ленно меняющегося члена го, содержит вторую гармоническую составляю

щую с двукратной частотой 2т и амплитудой порядка в2. Величина этой 

гармоники возрастает линейно с параметром ^. 

Продолжая наши вычисления, можем легко показать, что в отклонении 

у содержатся только нечетные гармоники (частота го, Зю, 5го, ...), в угло

вой скорости $ — только четные гармоники (частота 0, 2ю, 4го, ...). 

4. Расчет резонансных кривых 

Помимо вида колебаний, которым мы занимались в предыдущей главе, 

в технической практике еще важно знать графики резонансных кривых 

периодических колебаний и их искажение, вызванное малой инерцией 

источника возбуждающей силы. 

Д л я этой, цели мы должны определить амплитуду а, угол сдвига фаз 
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гр первой гармонической составляющей и среднюю угловую скорость го. 

Эти величины определим из уравнений (28), подставив туда 

(1а (Ь,> (\го 
-у- = 0, _ = 0, — = 0. : 
й(р (1(р (1(р 

В преобразованных таким образом соотношениях выступают в качестве 

неизвестных величины а, у), ю и параметр <х, определяющий [см. уравн. (7) 

и рис. 2] рабочую характеристику мотора, т. е. значения /У0, /а1. Вместо того, 

чтобы при данном <х искать значения а, гр, го, оказывается более выгодным 

фиксировать среднюю угловую скорость го и вычислить остальные неиз

вестные а, гр, ск. Находя из третьего уравнения (28) выражение 

А) ~ № 
IV 

и подставляя его в два первых уравнения, освобождаемся тем самым от 

зависимости этих уравнений от параметра <х и можем решать их само

стоятельно. Получим 

еда X ех , е2хпа?(1 — го) \ . е2дх 

2w ' \_w{w + 1) ' 4M/2(1 + w)2 j — r ' 2w(l + w) 

4-

e2xna2(\ — w)~\ . e2d 

^w+wrnf + ^^~-
L Sffl4 v ' 4M>(1 +W)'] ' (33) 

1 " w)a + -žw~ + iS(í7+Tr» - 8«Ki+*') '" '" V 

e-a,@a-(l — w> ] [ є-xqa єzx2ga 

cos гp + ——— (w — 1) — , — - cos 2rø . 
[ 8?.Ü4 4гy(l + w+JJ ' 

' [гб'(м; + 1) ' 4ш-(1 + м + 

Производя элементарные преобразования, можем еще из уравнений (33) 
исключить угол у) и тогда получим соотношение 

а2[д2 + к - / 2 ] 2 = [6</ + е(А + /)]2 + [̂ е + 6(/ - А)]2 , (34) 

где положено 

д = ед-{ю+ 1), 

b =_• 
L 4w(l + Î Ü ) J ' 

2 ð ^ 
2 м? + 1 ' 

| _8 tø - 1 j 4( to+l) -J ' 

Л -- [»> - 1 + ^ (» + !)+•> 4 5 ^ + Ï J Î ] • (34a; 
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Учитывая (34а), видим, что соотношение (34) является функцией только 

двух неизвестных а и го. Итак, им определена резонансная кривая данной 

системы. Так как из соотношения (34) невозможно непосредственно опре

делить влияние инерции источника, сравним резонансные кривые для раз

личных ^ с кривой для ^ = 0. 

С этой целью преобразуем уравнение (34) к виду 

а = Ш ± в̂ -У7 + Ж Т ^ ) г ^ (35) 
о- + (к + едг^Н + едг%) 

гдe 
6 = ЄK , 

2 S2 

Ã _= г/;2 — 1 + 1 — (гø + 1) , 

_ _-и-(w;- — Г 
a ~ ~ 8w;3 

e?ť(w;2 — 1) 

2(w; + l ) 2 8w>3 

\ —w 1 

^ 1 + » > ( _ _ ^ . + ( м . <_+__• 
4 

При этом, выражая Ь или г3, мы а2 заменили приближенным соотношением 

(20а). 

Считая е^ малым, можем в правой части уравнения (35) воспользоваться 

разложением в степенные ряды по степеням кр. Принимая во внимание 

только члены до порядка (е^)1 и пренебрегая остальными, получим после 

преобразований 

п а 11 __ [(дЬ+еЩдг* + е__) - __е - 6~)(~.2 + ~г3) Цгх + г,) 11 

1 |_ («/6 + ску + ((/с - Ыь)* д2 + Л2 Л 

ГДЄ 

M(bg + ЄÄ)2 + føe - bh)2 

дг + Л2 

есть амплитуда колебаний при е^ = 0. 

Относительное изменение амплитуды Да, вызванное малой инерцией 
источника, равно 

Аа0 а — а0 

«о «о 

__ е ПдЬ + сЛ)(у2, + вг.) - (г/в - Щ(Ь2 + Аг,) __ Ъ(гх + г%)1 
9 [ (дЪ + сЛ)2 + ((/с - Ыь)2 ' д* + к2 ]' 
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(зғ 

cн-0,1 

^'0,01,0,1,0,5 

Да 
Из уравнения (36) видно, что относительное изменение амплитуды — 

а0 

для малых ед пропорционально этой величине. Следовательно, выражение 
Да 1_ 

а0 ед 

зависит только от частоты го, затухания ед и величины возбуждающей 

силы ек. График величины — для различных ек и ед приведен на рис. 

3 и 4. Из этих рисунков видно, что 
под влиянием малой инерции исто

чника амплитуда колебаний умень

шается почти во всем интервале 

частот ю, за исключением узкой 

области, расположенной непосред

ственно перед резонансным макси

мумом, где вследствие малого за

тухания относительное изменение 

амплитуды положительно. Наобо

рот, непосредственно за максиму

мом резонансной кривой (ю — 1), 

график внезапно падает. Его ха

рактер в окрестности резонанса будет, следовательно, таким, к а к пока

зано на рис. 5. 

С ростом затухания ед влияние малой инерции источника возбуждающей 

силы на форму резонансной кривой уменьшается, как видно из рис. 3 и 4, 

Да 1 « п г 
на которых кривая при ед == 0,5 переходит в выпрямляющуюся ли-

Pиc 3. 

a0 ЄQ 
Дa 

нию, примыкающую к оси -— — 0 и находящуюся целиком под этой 
а0 

осью. * 

Итак, в случае системы с большим затуханием, не настанет никакого 

повышения амплитуды, но, наоборот, под влиянием малой инерции источ

ника амплитуда колебаний понизится, правда, в пеболыиой степени, но 

зато во веем интервале частот го. 
На величину изменения амплитуд оказывает существенное влияние 

параметр ЕК = , характеризующий отношение жесткости пружины, 
с + с / 

посредством которой механическая система возбуждается, к общей жест

кости этой системы. Притом с возрастанием ек возрастает также и измене-
Да .. т ние амплитуд — . Например, после увеличения ек в пять раз (с ек = 0,1 
а0 

на 0,5) отклонение увеличилось приблизительно в 10 раз. 
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5 . Устойчивость периодических колебаний 

Теперь хоть вкратце остановимся на устойчивости периодического 

решения уравнений (9), или же соответствующего решения а = котЬ, 

у> — копвтз, ю — коп&Ь уравнений (28). В этих уравнениях выражены пер

вые производные по <р, и в их 

правых частях содержатся толь

ко зависимые переменные а, у, 

го, а не содержится в них не

зависимая переменная ср. Уста

новить условия устойчивости 

такой системы — это, в сущ

ности, очень простая задача, не 

представляющая серьезных за

труднений. Дело заключается 

в нахождении характеристичес

ких значений определителя 

третьего порядка, элементами 

которого служат частные произ

водные правых частей уравне

ний (28) по а, гр, го. 

Однако для анализа влияния 

отдельных параметров (напр., р, 

к, д) на устойчивость колебаний 

Pиc- 4. Pиc 5. 

этот метод не пригоден, потому что полученные выражения очень сложны. 

Поэтому мы произведем здесь только частичный анализ, 7) который при

ведет нас к простым результатам, причем его правильность можем прове

рить сравнением с экспериментальными данными. Рассмотрим энергию, 

которая в двигателе превращается в крутящий момент, и энергию, которая 

от мотора передается колебательной системе посредством пружины С\, 

7) На возможность произвести частичный анализ указал автору проф. В. О. Коно
нов ко, доктор техн. наук из АН СССР. 
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Энергия, возникающая в результате одного оборота, т. е. работа, кото

рую можем л{)и данных оборотах л при данной наладке параметра сх по

лучить от мотора, равна 

И ,„ = ]ГМ(<р, сх) <]</:> = 10» [\и(дсх) <1<р . (38) 
6 о 

С точностью до порядка в можно писать 

\УШ = ТО*е/1{го, ос) 2л (38а) 

или же, учитывая условно (7), 

]УШ = 1&\вцъ(а) - е/Н(а) IV] 2л . (38Ь) 

Аналогично работа, полученная колебательной системой посредством пру

жины С',, раина 

<р=2я 1п 

И\ — / с-А — х |~ г сок <р) <1х ~ с ^ 2 I (сок ^ — ?/) -,-'- с!ф = 
} 3 ([(Р 

(/•О о 

2 я 

= г,/-" | [соа <р — а сок (<р — ?/-)][- а 8 т (<р — у)] ( ^ — 
6 

= схг
2ла 81П у ~~ Т02ле2хуа, ш\ у> . (39) 

Последнее уравнение (28) можно1 представить в виде 

(!?/• I 

Из этого уравнения видно, что уравновешенное состояние обусловлено 

равенством между работой, получаемой от мотора, и работой, израсходо

ванной в колебательной системе. Для определения устойчивости выгодно 

еще в выражении для IV й представить величины а и гр в виде функции от 

угловой скорости ю; 

... *' + -
Ид /О^ггг^о • — - •-. 

Г{>афик этой кривой приведен на рис. В. Па том же рисунке приведены 

характеристики мот<фа IVгп при различной наладке парамет])а сх. 

Из уравнения (40) уже можем легко вынести условия устойчивости. 

Так как правил часть зтого уравнения является только функцией от гп 

(с точностью до порядка г'1 и при постоянных параметрах ос, <), и, о), то 

решение V/' копк1: > 0 будет устойчивым, как только будет 

^ ( И Г » ~ ^ ) < 0 , (40) 
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и неустойчивым, как только 

У - ( И \ ; ( - и д > о . 

анг

т 

Итак, если производная г—, являющаяся в случае характеристики 
г < } , , , 

мотора, данной соотношением (7а). величиной, пропорциональной — //.,, 

больше производной —г—, то движение неустойчиво. I рифнчеекп можно 

.^Em. 

(pro různá a ) 

Pиc. 6. 

определять устойчивость но диаграмме на рис. 6. Часть кривой 1!т,, соот

ветствующая устойчивому движению, отмечена сплошной линией, неустой

чивому движению соответствует часть, отмеченная прорываемой линией. 

Граница между ними образована точками касания, в которых кривая На

пасается некоторой кривой, принадлежащей системе кривых 1Г,„. 

Уравнение (40) и рис. О дают возможность сделать вывод о влиянии ха

рактеристики мотора на устойчивость периодических колебаний. Чем 

наклон характеристики больше (т. е. р,х больше тверже источник анергии), 

тем область неустойчивости меньше, а может случиться, что она совсем 

исчезнет. 

Исследуя еще влияние затухания собственной колебательной системы 

на величину области неустойчивости, мы видим, что область неустойчи

вости в случае системы с малым затуханием больше, чем; в случае системы 

с большим затуханием. Это обусловлено том, что система с большим за-
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туханием имеет более выпрямленную резонансную кривую (меньший па-

(1 И\А 
клоп —;—-I, чем (•истома с малым затуханием. 

аги } 

Итак, чтобы достоверно рассчитать и построить резонансные кривые ко

лебательной системы, надо пользоваться твердым источником энергии, 

характеристика которого должна иметь том больший наклон, чем меньше 

затухание рассматриваемой системы. 

Заключение 

В настоящей работе анализируется влияние свойств источника возбуж

дающей силы (вибратора) на характер движения возбужденной системы 

для случая механической колебательной системы с одной степенью сво

боды. В качестве источника взят вращательный двигатель, который при 

помощи кулачка и пружины приводит упомянутую механическую систему 

в колебания. 

В статье показано, что малая инерция источника возбуждающей силы 

влияет не только на поведение самого источника, но и на поведение всей 

колебательной системы. Вследствие малой инерции источника последний 

вращается неравномерно, что сказывается в наличии высших четных 

гармонических составляющих, которые складываются с основным равно

мерным вращательным движением. 

Колебания возбужденной системы уже не носят чисто синусоидальный 

характер, но опять-таки содержат высшие гармоники; на этот раз они все 

имеют нечетный порядок. Их величина зависит от величины возбуждающей 

силы (параметр го) и является обратно пропорциональной инерции источ

ника, значит, прямо пропорциональной параметру го. Далее, она является 

также функцией частоты го и амплитуды первой гармоники а. 

Амплитуду а можно при помощи выведенных соотношений вычислить 

как в случае переходных, так и установившихся колебаний. В случае 

установившихся колебаний проводится еще более подробный анализ вида 

резонансных кривых, из которого видно, что разница между резонансными 

кривыми для конечной и для бесконечной инерции источника является 

функцией угловой скорости V) и что эта разница возрастает, если возбужда

ющая сила ек возрастает и затухание убывает. 

На характер колебаний и па вид резонансных кривых влияет главным 

образом инерция источника. Характеристика же мотора оказывает боль

шое влияние на устойчивость периодических колебаний. Малый наклон 

характеристики мотора является причиной неустойчивости движения, ко

торому соответствует часть резонансной кривой, расположенная непосред-
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ствешто за максимумом резонанса. Область неустойчивости том больше, 

чем меньше затухание колебательной системы и чем меньше наклон ха-

рактернсти кп мотора. 
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S o u h r n 

VLIV VLASTNOSTÍ Z D R O J E STŘÍDAVÉ SÍLY 
NA KMITÁNÍ MECHANICKÉHO SYSTÉMU 

LADISLAV PŮST 

(Došlo dne 30. října 1957.) 

V článku je proveden rozbor vlivu vlastností zdroje budicí síly (vibrátoru) 
na průběh pohybu rozkmitávaného systému o jednom stupni volnosti. Zdroj 
je uvažován jako rotační motor, který pomocí vačky a přídavné pružiny 
rozkmitává zmíněný mechanický systém, 

V práci je prokázáno, že malá setrvačnost zdroje budicí síly má vliv nejen 
na vlastní chování zdroje, ale ovlivňuje i chováni oscilačního systému. Malá 
setrvačnost zdroje má za následek jeho nerovnoměrné otáčení, což se projevuje 
přítomností vyšších sudých harmonických složek, které se skládají se základním 
rovnoměrným rotačním pohybem. 

Průběh kmitů oscilačního systému není již čistě sinusový, nýbrž opět obsa
huje vyšší harmonické složky, tentokrát však vesměs lichého řádu. Jejich 
velikost závisí na velikosti, budicí síly (parametr ex) a je nepřímo úměrná 
setrvačnosti zdroje, t j . přímo úměrná parametru EQ. Dále je také funkcí frek
vence w a amplitudy prvé harmonické složky a. 
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Amplitudu a lze na základě odvozených vztahů vypočítat pro případ přecho
dových i ustálených kmitů. Pro ustálené kmity je proveden ještě podrobnější 
rozbor průběhu resonančních křivek, z něhož je patrno, že rozdíl mezi resonanč-
ni křivkou pro konečnou a nekonečnou setrvačnost zdroje je funkcí úhlové 
rychlosti w a že pro větší budící sílu EK a menší t lumení tento rozdíl vzrůstá. 
Průběh kmitů a tvar resonančních křivek ovlivňuje hlavně malá setrvačnost 
zdroje. Charakteristika motoru naproti tomu má značný vliv na stabilitu pe
riodických kmitů. Malá strmost charakteristiky motoru způsobuje nestabilitu 
části resonanční křivky, těsně za resonančním vrcholem. Nestabilní oblast 
je t ím větší, čím je kmitající soustava méně t lumená a čím menší je strmost 
charakteristiky motoru. 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

W I R K U N G D E R E I G E N S C H A F T E N D E S W E C H S E L K R A F T E R R E G E R S 
A U F D I E S C H W I N G U N G E N E I N E S MECHANISCHEN SYSTEMS 

LADISLAV P Ü S T 

(Eingegangen am 30. Oktober 1957.) 

I n diesem Artikel ist die Bewegung des Schwingungssj^stems, das mit Hilfe 
der Feder und der exentrischen Scheibe, die auf der Welle des Motors befestigt 
ist, erregt wird. 

Durch die teoretische Analyse ist ersichtlich, dass der kleine Massenträg
heitsmoment des Motors ein unregelmässiges Umdrehen verusacht. Die Winkel
geschwindigkeit des Rotors enthält noch gerade harmonische Bestandteile. 
Auch der Verlauf der Schwingungen des Systems ist nicht mehr eine reine 
Sinuskurve, sondern der Verlauf enthält noch weitere ungerade harmonische 
Bestandteile. 

Die Resonanzkurve des Systems ist auch ein wenig verzerrt, und der Grösst-
wert der Resonanzkurve liegt bei etwas kleinerer Frequenz. 

Der Verlauf der Arbeitscharakteristik des Motors, insbesondere ihre Neigung, 
beeinflusst dagegen die Stabilität der Resonanzkurve. Der instabile Teil liegt 
direkt hinter dem Grösstwert der Resonanzkurve und ist umso grösser, je 
kleiner die Dämpfung und der Kraftserreger weicher ist (die Neigung der 
Charakteristik ist kleiner). 
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