Aplikace matematiky

Vaclav Fabian
Nékteré modifikace intervalového odhadu a volba poétu pozorovani ve specidlnim

pripad€ binomické ndhodné proménné
Aplikace matematiky, Vol. 4 (1959), No. 1, 35-52

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102644

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1959

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102644
http://dml.cz

SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY &lsLo 1

NEKTERE MODIFIKACE INTERVALOVEHO ODHADU
A VOLBA POCTU POZOROVANI VE SPECIALNIM PRIPADIE
BINOMICKE NAHODNE PROMENNE

Vicrav FARIAN DT:519.262.2
(Doslo dne 3. kvétna 1958.)

Jsou uvedeny vlastnosti nékterych modifikaci intervalového odhadu
a tabulky umoZilujici volbu rozsahu vybé&ru p¥i fefeni nékterych pro-
blémit, tykajicich se nezndmé pravd&podobnosti p = LP(4) daného
jevu 4. Presné hodnoty jsou porovndny s vysledky urdenymi na zékladg
normélni a aresinové aproximace.

/ 1. SHRNUTI

Necht je v, , relativni ¢etnost jevu 4 (jehoz pravdépodobnost je p) v n neza-
vislych pokusech. Budte m,,, & M, ,, ndhodné proménné tvofici obvykly
intervalovy odhad (spolehlivosti 1—2¢) parametru p, sestrojeny na zéklads
pozorovani nahodné proménné v, ,, a necht je pro kazdé p e (0,1

P(m’n,'p_r = T’) é T, P(M

o < P) =T (L.1)
(Intervalovy odhad (m,,, M,,, pokryje sprdvnou hodnotu p s pravdé-
podobnosti 1—2r.)

V tabulece 1 (v tabulce la pro r = 0,05, v tabulce 1b pro r = 0,01) je pro
riznd p; << p, uddno nejmens! pFirozené d&islo n, k némuz existuje necelé k
s touto vlastnosti: Je-li v,, < k&, je M, ,, = Po, Je-li v,y >k, j& My, = Py
Ptipojena jsou téz piisluind k.

Interval (m, ., M,, ) tedy nikdy neobsahuje interval {p,, p,>, takze z tvr-
zend pe(my,,,, M,,,) plyne vidy bud tvrzeni p > p, (je-li »,, > k) nebo
tvrzeni p < py (je-li v, << k).

Jsou-li tedy » a k disla udana tabulkou 1 a ptijmeme-li rozhodnuti p > p,,
je-li », > k£, a rozhodnuti p < pg je-li v, < k, pak z predchoziho odstavee
plyne, Ze pravddpodobnost nespravného rozhodnuti bude (pro viechna p €(0,1))
mensi nebo rovna dislu 2r; ukizeme vak (§ 2), Ze je mensi nebo rovna disla 7.

V tabulee 2 (v tabulce 2a pro r = 0,05, v tabulee 2b pro r = 0,01) jsou pro
riiznd k a n uddna dsla ¢y, ¢y, 1), I, 8 touto vlastnosti: Je-liv, , << ¢y, je M, ., =
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=k je-liv,, > ¢4, je My, = k. V ostatnich pFipadech je ke (m,, ,,, M,,.) C
¢ (ll’ lz) .

7 tvrzeni pe(m,,,, M,,,) tedy plyne bud p <k (je-li v,, <c;) nebo
p >k (je-li v, > ¢,) nebo pe (I, L) (je-li ¢; = v,,, = ¢p). V praxi bude uzi-
tedné umdét zvolit n tak, aby posledni z uvedenych tvrzenf mélo — z hlediska
uvazované konkrétni situace —- smysl: p je pfiblizné rovno &slu £.

Seslabime-li jedno z tvrzeni p <<k, p > k (pro urditost mluvme naddle
o tvrzeni p < k) pouzitim tupé nerovnosti (coZ bude tiéelné zejména tehdy, kdy%
piipad p = k muZeme piedem vyloudit, nebo kdyz z praktickych divoda
tvrzeni p << k a tvrzeni p < k maji stejny vyznam) a vybereme-li tedy roz-
hodnuti p = k, je-li »,, < ¢;, rozhodnuti p > £, je-li »,, > ¢,, a rozhodnuti
Pe (7nn.11,’r! iM—n,p.r)r je“h Cy § Vn,p § Cq (the’ z7e (mn,p,v‘s M’n,zu'r) c (lI: lz))’ P&k
plyne z vlastnosti &isel ¢,, ¢,, %Ze pravdépodobnost nespravného rozhodnuti
je mensi nebo rovna ¢&islu 2r. Lze viak ukazat (viz § 2), Ze je mensi nebo rovna
¢Gislu r.

Tabulka 1.

Hodnoty » {celé &islo) a k (necelé) pro raznd p,, p,, . Intervalovy odhad. (spolehlivosti 1—2 ¢)
(m,, M,) neznémé pravdépodobnosti p urdeny z n nezivislych pokust mé tyto vlastnosti:
1. m, 2 p, nebo M, < p, podle toho, zda napozorovand ¢etnost v, je vdt3i nebo mensi ne k.
2. Metoda, ktord ptijimé rozhodnuti p > p;, je-li ¥, > k a rozhodnuti p < p, jo-li v, <k,

vybird spravné rozhodnuti s pravdépodobnosti vétsi nebo rovnou &islu 1 — r.

Pa :
D T
0,2 | 138 la r = 0,05
’ | 19,5
SN SO R
. 4l 208
L 51,5
N B I
! |2 60 248
oo ; 5,5 17,5 86,5
28 67 268
1 9,5 26,5 | 1205
S I NP | ———
L8 17 28 67 268 |
0.6 1 o5 6,5 12,5 33,5 147,5 |
| o7 Ly 10 15 28 | 67 248
| 0.7 2,5 4,5 7.5 155 | 405 161,5
S DU AN . _ B A S
; A 10 17 28 60 J 208
| 0.8 L 25 | 35 | 88 10,5 18,5 42,5 | 156,
Sl 6 7 8 13 24 41 135
09 | Tg 3,5 4,5 5,5 95 |, 185 33,5 | 1155
A PR R S A,
! & .
Iy 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
i
1 — [ —



Po
272 1b r = 0,01
0,2 39.5
83 398
0,3 15,5 98,5
42 111 495
0,4 9,5 32,5 172,5
05 25 52 130 535
” 6.5 17,5 51,5 240,5
0.6 18 30 59 133 535
o 5,5 11,5 26,5 66,5 294,5
. . - ! B
o7 12 20 59 130 495
’ 4,5 8,5 15,5 32,5 78,5 322,5
0.8 9 13 20 30 52 111 398 |
’ 3,5 6,5 11,5 18,5 34,5 78,5 299,5
0.0 5 9 12 18 25 42 83 272
’ 2,5 5,5 7,5 12,5 18,5 32,5 67,5 232,5
Py 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

V tabulce 3 je provedeno srovnan{ éisel n z tabulky 1 se dvéma aproximacemi
téchto hodnot, normalni a aresinovou. V tabulce 4 jsou udany arcsinové apro-
ximace &sel [n, k] z tabulky 1, v tabulce 5 jsou uddny arcsinové aproximace
tsel I, I, z tabulky 2.

V § 2 uvadime vlastnosti nékterych metod, které Ize obecné odvodit z inter-
valového odhadu. V § 3 popisujeme konstrukei tabulek 1 a 2; § 4 je vénovan
normalnf, § 5 arcsinové aproximaci.

2. INTERVALOVY ODHAD A JEHO MODIFIKACE

V pfedchozim § jsme uvedli nékteré vlastnosti metod, které vzniknou,
vzdame-li se ¢asti informace, jiz ndm poskytuje intervalovy odhad. Pochopi-
telné metoda, ktera takto vznikne, vybere nespravné rozhodnuti s pravdé-
podobnosti men&f nebo rovnou pravdépodobnosti, se kterou tak udini inter-
valovy odhad. Podstatné je, Ze nékdy miizeme ¥ici, Ze pravdépodobnost
nespravného rozhodnuti je pro odvozenou metodu mensi nez pro puvodni
intervalovy odhad — pfikladem muze byt napi. jednostranny odhad vznikly
z oboustranného. Dvou daldich modifikaci, které mohou byt velmi dileZité,
si nyni podrobnéji viimneme.
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Bud (m,, M,) intervalovy odhad nezndmého parametru p e M ¢ (— oo, 4 o0);
presndji Fedeno pro kazds p e M budte m,, M, ndhodné proménné spliujici
vztahy

Pp<M)y=1—r, (2.1)
Pln, << p)y =1 —r. (2.2)

Pro kazdé p e M necht je ddle v, takovd ndhodnd proménna, ze jev
{m, = v, =< M,} (2.3)

Tabulka 2.

Hodnoty ¢, ¢a, 1y, 1, pm raznd » a f. Intervalovy odhad (bpolehli\ osti 1—2r) (in,,, M) nezndmdé
]ua.vdupodobnosbi p == P(A), uréeny na sdlkladé pozorvovani etnosti v, jova 4 v n nezdvislych
pokusoch, ma tyto vlastnosti:
1M, < kproy, < C15 My, k pro v, > ey (m,, M,) C (ll,l ) v osbatnich pripadech.

2) Metoda kterd prijims rozhiodnuti P >k, je-liv, > c, P Sk, jo-liv, < ey p e (my,, M) v ostat-

nich prlpnde(‘h vybird spriavné rozhodnuti s pmvd( podobnosm VL5 nebo rovaoun un.lu 1-—r

2a = 0,05
’ - 0,2
7n ' . e B S —
‘ a | e | u | e Teal ol b
10 0 3 | o 0,607 / 0 1 ‘ 0. 0,697
20 0 4+ 0 0,401 1 7 10,003 0,558
30 1 6 | 0,002 03a7f 3 | 10 | 0,028] 0,500
0 | 1 7 100010304 4 12 | 0,035 0,440
50 2 9 | 0,007 0,29aj 6 15 | 0,054 | 0,424
60 | 2 10 io,oos 0,266 | 7 17 | 0,056 0,394
70 | 3 11 lo012]0247] 9 20 | 0,060 | 0,388
80 | 4 13 | 0,017 0,2465 10 22 10,069 | 0,369
90 | b 14 | 0,022 0,232 12 24 | 0,078 | 0,354
100 6 15 | 0,020 0,221 | 14 27 10,086 | 0,353
200 | 13 27 | 0,0430,181 1 31 49 | 0,114 | 0,300
500 | 39 61 |0,0591]0,1491 85 | 115 | 0,143 | 0,263
1000 i 85 | 116 | 0,071 01‘34’ 179 | 221 | 0,159 | 0,244
[ 0,3 k= 0,4 ‘
V13 U — S — — S B
‘[ e ]_F‘;ﬂ l h | & e | 0y L__f; Jﬂ;@z LG N
1 ! 1
TN I 7 10,005 0,778 2 7 low7io013 2 | 8 1 )
200 3 0 9 1004206531 4 12 10,0711 0,983 6 r 14 |
I 20! 5 ; 130,068 0,598 8 16 | 0,140 | 0,692 | 11 19 |0
D40 7 | 17 10085 | 0,567 11 21 0,162 0,662 | 15 25 ‘
50 10 | 20 (0,113 0,526 14 | 26 0178|0643 19 31 ;
D60, 12 | 24 0,020 0,515| 18 30 10,204 0,613 24 36 | 0,20 i
0l 15 E 27 10,1371 04911 21 35 | 0,211 0,604 28 42 | 0,301 0,699
[ 80, 17 . 31 0140/ 0.485 2% 39 | 0,228 | 0,585 33 47 10,319 | 0,681
90| 20 | 84 0,152 0,470 | 28 44 | 0,231 0,580 37 53 | 0,324 | 0,676
100 23 38 |0 162 | 0,467 | 32 48 10,243 0,567 | 42 5% 10,336 | 0,664
200| 40 | 71 | 0196 0414 69 91 | 0,289 | 0,516, 88 | 112 {0,381 0,619 |
5000 113 167 | 0,234 1 0370 182 | 218 | 0.328 | 0,474 232 | 268 | 0,426 | 0,574 |
\1000= 276 . 324 | 0,253 0,349 | 375 | 426 | 0,350 | 0,452 | 472 | 526 | 0,448 | 0,552
! ; | i i i i |
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2b r = 0,01

1000 267

k== 0,2 X
n N — _ - i
R L | b C1 ‘ Cq l 51 ! ! i
t 1 i |
10 ‘ 0,821 0 . 5 |0 0,07 ,<»§
20 05831 0 | 8 0. | oml !
30 0,457 Lo [ 0,000 | 0,594 !
|40 ‘ ‘ 0,414 3 14 10,011 10,546
13 i m | 0,000 | 0,363 4 107017 “ 0, np
60 Co12 10,000 ] 0,346 5. 20 ‘ 0,022 0,480 |
012 a2 | 0,002] 0318 7 | 22| 0,084 1 0458 |
80 1 -2 | 15 0,002 03101 8 1 25 10,037, 0446 |
90 83 | 1p ; 0,005 | 0,200 1 10 | 27 0,047 | 0,425
100 | 4 1 08 0.008! | B0 0,048 0418
200 | 11 130 ¢ o.09d) Coay 541 0,081 0,530
500 | 35 ¢ 66 i 0,046 [ 0171 | 8001 121 10,024 0,200 |
1000 | 79 | 123 L0060 0,149 L 171 1 230 0,144 [ 0,262
] :_ | ! ! ‘ ‘ ! | i
k=103 I 0,5
n - - - — S JE—
N N T T N
i ]
wl ol 7 loo ows2| 1 8 | 0,001|0984] I 9 | 0,001 0,999
i20 2 t 11 | 0,008 | 0,800 3 13 10,023 0871 5 15 10,069 | 0,931
30 4 15 10,028 | 0,716 6 18 10,063 0,799, 9 | 21 0,127 g 0,873
40 6 5 19 | 0,047 | 0,665 9 23 10,098 0,754 13 27 | 0,166 | 0,834
50 8 23 10,061 0,631 12 28 10,115 0,722 17 33 10,193 0,807
60 10 t 26 1 0,072] 0,590 15 33 10,1321 0,700 | 21 39 | 0,213} 0,787
700 12 | 30 | 0,081 0,575 19 38 | 0,156 0682, 25 45 | 0,228 | 0,772
S0 15 | 34 0,097 | 0,561 | 22 42 10,167 | 0,657 30 50 | 0,252 0,748
901 17 I 37 10,1081 0,530 25 47 10,175 0,647 | 34 56 10,261 0,739
100 20 | 41 | 0,116 0,531 | 29 52 10,1901 0,638 | 38 62 | 0,269 0,731
200 45 } 75 | 0,160 | 0,459 | 64 96 | 0,245 | 0,564, 84 116 | 0,339 | 0,661
500 126 | 174 | 0,208 | 0,400 | 175 | 226 | 0,301 0,505 | 224 | 276 | 0,396 0,604
%
i

334 i 0,235 1 0,370 | 364 | 436 0,329 | 0,473 | 463 537 0,426 ’ 0,574
| | ! i

je jisty. Budiz nyni k pevné zvolené ¢islo a polozme
c(my, A= o0) U Lk, o) proow, =k, (2.4)
V., == . ! 9.
1» N _

(— oo, M) 0 (= o0, k) pro v, <k,

(o0, k) pro M, <k,
Vop=—(k, -+ o) pro k == m

.

2,7 noy

h (my, M) pro m, < k<< M,.
Proobt i = je {V, , o (m,, M)} jisty jov a tedy
PpeV,,) = Plpe(m, M,))=1—2r

(posledni rovnost plyne z (2.1) aZ (2.3)); tento odhad pravdépodobnosti lze
viak podstatné zlepsit.
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Tabulka 3.

Porovnani hadnot n z tabulky 1 s jejich aproximacemi ny (normélni) a n 4 (arcsinovou).

P3
SR S r = 0,05
135 | =
0,2 133 | ny
135 | ny
SR T S R
41 208
0.3 30 200
41 202
T e 60 | 248
0,4 19 54 244
21 56 246
R T B S Y 268
0,5 1 25 63 266
13 27 64 267
T T T 67 268 |
0.6 14 28 65 266 |
9 16 29 67 267
I R T 5 | 28 67 248 |
0,7 5 8 15 28 63 244
! 7 10 16 29 64 246
N 10 17 28 60 208
0,8 3 5 8 14 25 54 200
5 7 10 16 27 56 202
I DO R R R B S TR RV BT T
0,9 2 3 5 7 11 19 | 39 133
| 4 5 7 9 13 21 41 135
‘;,._.,-,,'4._
L 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
S IR N S S N B R

Véta. Pro kafdé pe Mai=1,2je
PpeV,p) =1 —r. (2.6)
Dukaz:
l.i=1.delip <k, je
We Vi 2l 2k} o {my <P} o {p <k} {m, < p};
je-lip =k je
weVind 2 {m =k} v l{y, <k} 0 {M, > p}] 3 {M, > p}.
V obou piipadech plyne z (2.2) resp. (2.1) tvrzeni véty pro ¢ = 1.
2.0 =2 Jellip =k, je
{pe V“’} = {]P[,,» =k} o [{m, <k <M} o {m,<p< M} =
=M, =k} v [{M, > Lk} o {m, <k} {m,<p}o{M,>p}]=
={M, =k} v M, > k} n {m, < pil> {my, << p};
je-li tedy p = k, je podle (2.2) P(peV,,) =1 —r.

40



Je-li p > k, je podobnd
(peVyb={m, =k} o [{m, <k<M}n{m,<p< M} =
— {m, = K} 0 [{m, < &} 0 (M, > p}} > (M, > p} ,
a tedy opét
P{peVyb =1 1.
Plati tedy tvrzeni (2.4) i pro ¢ = 2 a dikaz véty je skonden.

Obé metody, prijimajici rozhodnuti p <V, ,, mohou byt uZitetné zejména
pFi porovnavani nezndmého parametru p s néjakym danym d&islem k. V této
situaci je zatim znadné rozsifeno takové pouziti testu vyznammosti, pfi kterém
je rozsah vybéru volen bez zietele k mohutnosti testu a pii kterém se bud
odmitne hypothesa p = k& (neni-lik ¢ (m,, M,)) nebo se tato hypothesa neodmitne.
Tento postup neni piili§ vhodny, pottebujeme-li védét, zda je p vEti & mensi
nez k, ¢i zda jsou obé disla (priblizné) stejna. KdyZ totiz interpretujeme neod-
mitnuti hypothesy p = k jako piiblizné jeji splnéni, aniZ bychom predtim
vhodné zvolili rozsah vybéru, mizeme se dopustit znadného omylu ¢ nezane-
dbatelnou pravdépodobnosti. Jestlize pii neodmitnuti hypothesy p = £ prova-
dime dalsi experimenty, abychom ziskali positivnéjsf rozhodnuti, provadime
sekvenéni postup, jehoz vlastnosti mohou byt znaéné vzdaleny tém, které
mé pivodni nesekvendéni metoda (viz napt. [1]).

Z estetickych dtvodit by bylo pifjemné pouZit metody, kterd by vybirala
jedno ze t¥{ vzdjemné se vyluSujicich tvrzeni p <<k, p = k, p > k. Bohuzel
ve vétsiné piipadl (napf. je-li p neznamé pravdépodobnost daného jevu nebo
nezndma odekavand hodnota normalni ndhodné proménné) neexistuje metoda,
kterd by vybirala jedno z téchto tii tvrzeni a pro kterou by pravdépodobnost
nespravného tvrzeni byla mensf nebo rovna danému &istu » << 1.

Situace se zméni, povazujeme-li za nemozné piesné splnéni rovnosti p = k;
pak jiz obvykle lze sekvendéni metodou rozhodnout (s pravdépodobnosti
nespravného rozhodnuti mensi nebo rovnou predem danému &islu 0 << r < 1)
zdajep < kéip >k (Prop neznimou pravdépodobnost a k = } udal autor
takovou metodu v [3].) Pro p blizké ¢islu k je vsak vybrani jednoho z obou
rozhodnuti obvykle velmi obtiZné a pozadovany rozsah experimentu muze
byt tak velky, Ze z praktickych davodt nelze experiment dokondit.

V mnoha praktickych situacich!) mizeme viak uréit takovy interval indi-
ference (p,, p,), 7e chybné pfijeti jednoho z rozhodnuti p < k a p > & je nepod-
statné, jakmile je p € (p,, ps). (To je postup, pouzivany Warpem [9].) V tako-
vém piipadé ¥esi polozenou otdzku metoda, vybirajici jedno z rozhodnuti
p < Py, p > py. Jestlize intervalovy odhad (m,, M) je takovy, Ze M, = p,
pro v, <<k a m, = p, pro v, =k, je Vy, ¢ (— 0, p,) resp. Vi, < (py, + )
podle toho, zda », < k nebo v, = k. Metoda, jejiZ tvrzeni jsou p e V, ,, umoi-

1) Napf. pti piejimee doddvky, kde 100p je procento zmotlkit.
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fuje v tomto pripadé vybrat jedno z obou tvrzeni p < p,, p > p;; pitom
pravdépodobnost nespravncho tvrzeni je pro tuto metodu mensi nebo rovna 7,
at je p e M jakékoliv,

Priklad 1. Je-li p neznama otekavand hoduota normaini ndhodné proménnd
s nezndmym rozptylem, a jsou-li p; << 2, dvé dand &sla, lze pomoct STrRINOVA
postupu [7] a dvojstupfiového experimeniu konstruovat ndhodunou pro-
ménnou », takovou, Ze jsou splnény podminky (2.1) a (2.2), poloiime-li
A, My =, + A4, A= §p,—p). Polozime-i b= I{p + p.),

m, == v, )
je Vi, c(pyn =+ wyprow, 2 kaV,,c(— 0, -k py) pror, < k.

V nékterych p¥ipadech mize byt uvedené prevedeni plvodniho problému
na otdzku, zda p je vOtsi nez p, & mensi neZ p,, nevhodné, a je tieba rozhodnout,
zda je p > kb, nebo zda je p <2 k, anebo konedné zda p je piiblizné rovno éslu k.
Znamend-li posledni tvrzeni vztah pe (I}, ), vybirdme jedno ze tii tvrzeni:
p<<k,p>=kpelyly) To je moiné na priklad intervalovym odhadem
(mmy, M), jestlize je (m,, M,) < (I,,1,) jakmile ke (m,, 8,). Jestlize navic
muzeme seslabit tvrzeni p < k na tvrzeni p = k, pak je vidy jedno ze tif
tvrzeni p =k, p >k, pe(ly, ) dusledkem tvrzeni peV,,, které, jak plyne
z dokdzané véty, je spravné s pravdépodobnosti aspon 1 — r (zatim co o tvr-
zeni p e (m,, M,) vime pouze, %e je spravné s pravdépodobnosti vétsi nebo
rovnou 1 — 2r).

Pitklad 2. Maji-li p, v,, m,, M, stejny vyznam jako v piikladu 1, aviak
jeli A= §(, — L) ak=4( +1,)je
(=, k) pro v, =k — A

V= — (k + o0) pro », = k|- 4

Sy — A, vy, A A) Iy b)) pro v, e(k — A,k 4) .

Poznamka. Je-li (I, l,) = (py, ps), jsou tvrzeni p e V,,, metody uvazované
v pifkladu pochopitelné silngjsi, nez tvrzeni peV, , metody z piikladu 1.
Jsou-li viak obé metody zalozeny na téinZe experimentu, pak je v obou pii-
kladech A stejné & tedy délka intervalu (I, L) = (X — 24, k + 24) je dvoj-
nasobkem délky intervalu (py, ps) = (b — 4, k 4+ A). Analogicky je vztah
mezi obéma metodami i p¥i odhadu jinyeh parametrt ne? otekdvané hodnoty
normalni nahodné promdénné.

3. BINOMICKA NAHODNA PROMAENNA

V tomto § se budeme zabyvat analogickymi ivahami jako v ptikladech 1, 2,
aviak s tim rozdilem, ze parametr bude neznédmou pravdépodobnosti. Odhady
této neznimé pravdépodobnosti p = P(A4) zaloZime nha binomické nahodné
proménné », , uddvajici éetnost jeva 4 v n nezdvislych experimentech. Po
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teoretické strance je uvazovani binomické nahodné proménné snadnéjsi
neZ prace s normilni ndhodnou proménnou, aviak p¥i praktické konstrukei
metody s pozadovanymi viastnostmi byva pomér obtiznosti obriceny.

Polozime-li

iy, d2) = sup {p; Plv,, =) =r}, (3.1)
M, (@) = inf {p; Plr,, = < (3.2)

a klademe-li m, ., == 0,000 ), My, = My (0,,), dostaneme ubvykly inter-
valovy odhad (. M, ,..) splitajicl podminku (1.1) pro viecchna pe (0,1),
ale uikoliv pro p =0 a p = 1. Zvolime-li liboevolné dislo ¢ > 6, pigeme-li
V4 g= 1, —¢ = 0_a pozménime-li definici ndhodnych promoénnych tak,
se klademe

"nr.',qx,r - ”’n_r(/l':zm) L)r() Vieop = 0 N (q :{)
.0

Moy pr O Pro-v, , = 0 5

ZI[’H,‘D,T - A)[zl,a"(""rl,p) pPro v, ., < m, o
(3.4)

My =1, Pro v,, = n,
je podminka (1.1) splnéna jiz pro viechna p e (0,1). Je patrné, Ze z tvrzeni
pe(My,,, M,,,) plyne tvrzeni p e (my, ., M, ,.) 0 (0,10 =

) ('m’nm,'rv l‘[ﬂ,v,r) pro 0 = v, %2,
= (’n"n.p,n 1> pro v, , = 1,

S0, M) Pro v,, = 0.

Konstrukce tabulky 1. Hledime pfirozené n, k némuz existuje necelé k

tak, ze M, ,, = Py Pro v, , << {c & My p, = Py PLO ¥y, > k, pro dand 0 < p, <

Polozime-li pak m, = my,,, M,= M,,., je vidy bud V,,c (— oo, p,)
nebo V,, c (g, + ) a n je nejmens{ p¥irozené &slo s touto vlastnosti.

Bez Ujmy obecnosti muzeme zvolit b tak, aby 2& bylo cclé. Podminka
M

n,p,r —

pro v, , =k — 0,5; podminka o, ,, = p; pro 7, > k bude splnéna tehdy

Ps PO ¥, , < k bude splnéna tehdy a jen tehdy, bude-li 3, ,, < p,

a jen tehdy, bude-li m,,, = p, pro v,, = k -+ 0,5.

Lze tedy obé podminky vyjadtit vatahy

py = inf (p; Plr,, <k —05) <7}, (3.5)
sup {p; Py, =k + 0,5) = r} (3.6)
nebo také vztahy
Py, =k —005) =7, (3.7)
P, =k 05) =r. (3.8)
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Tabulks 4.

Arcsinové aproximace # 4 a k4 hodnot n a k z tabulky 1.

Ps R
135 P

0.2 19,78 4a r =005
| 41 202 ' -
P 03 7,79 50,20

o4 21 56 246

> 4,88 16,52 85,98

0 13 27 64 267 |

= 3,59 9,23 25,44 | 120,02 |

0.6 9 16 29 67 267

, 2,90 6,24 12,99 33,50 | 146,98
_ o . R - B _

0.7 7 10 16 29 : 64 246

> 2,61 4,42 8,00 16,01 38,56 | 160,02

0.8 5 7 10 16 27 56 202

: 2,14 3,50 5,58 9,76 17,77 | 39,48 151,80

- N , . i 1

0.9 4 5 7 9 | 13 21 41 136 |

bt 2,00 2,86 4,39 6,10 | 9,41 16,12 . 3321 | 11522 |
————— e e S S N, AU \.

Py 0,1 0,2 0.3 C 04 0,5 0,6 0,7 0,8 '
1 b

K verifikaci, zda pro dana =, k jsou splnény vztahy (3.5), (3.6) resp. (3.7),
(3.8) bylo pouzito tabulek PEarsoNovYcH [5] (pron = 10), CLARKOVYCH [2]
(pro 10 £ n = 50) a kvantild F-rozloZzeni z tabulek Harpovycw [4] (pro
n = 50). PouZiti procentili F-rozlozeni bylo moiné proto, Ze podminky
(3.5), (3.6) jsou ekvivalentni podminkam -

3
1%

=5 — 05 + 22 (kL 0,5) F(fy fr ) (3.9)

Pe

n=k— 05+ TPk 1 05) Fify o 1), (3.10)
1
kde f, = 2(n — (k — 0,5)), f, = 2(k +- 0,5) a F(f,, f2, 7) je horni r-procentni
bod F-rozlozeni s fy, f, stupni volnosti.

Pti vyhleddvani minimalniho n se osvédéil postup, pti kterém se vyslo od
aproximaci ziskaného & a k tomu se uréila mnozina Ny , resp. N, ; piirozenych
tisel n, pro kterd byla splnéna podminka (3.5) resp. (3.6) s timto £. Pak bylo
vybrano k takové pro které N, , 0 N, byla neprézdnd mnozina a pro které
n = n, = inf N; , 0 Na; bylo nejmensi.
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|

Pe

269 4h r = 0,01 '
0,2 39,41
0.3 82 203 |
- 15,58 | 100,15 |
04 42 1 111 | 491 1
g 9,76 32,74 | 171,60

0.8 26 | 53 128 534
P 7,19 18,10 50,88 | 240,03
i — S
| o6 17 31 58 134 534
| 5,48 12,11 25,98 67,00 | 293,97

— e ——— ’, - ‘ — —_
Lo 13 20 32 | 58 128 491
[ 4,84 | 8,84 16,00 32,02 77,12 | 319,40
U I A N A S IR
| o8 9 14 20 | 31 53 111 403
{ : 3,87 7,00 11,16 18,89 34,90 78,26 | 302,85

| :
S R S S N D B

| o 7 9 13| 1 26 42 82 269 |
G 3,50 | 5,13 8,16 11,52 18,81 32,24~F 66,42 | 229,50 |
( i | !

P 0,1 0,2 0,3 | 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
| P ;
{
! e — L S DU A —

Konstrukce tabulky 2. Tabulka udava (pro dand =, 0 <k <1, r)

&isla ¢, ¢4, 1, I, 8 témito viastnostmi: ¢, je nejvétsi celé dfslo takové, ze je
M, . =k pro v, , << ¢ ¢y je nejmend celé &islo takové, Ze je m, ., = k pro
Vup > Co. V ostatnich p¥ipadech je (m,, , ., M, , ) c (I, 1) (to vie pro kazdé
p < <0,1)>. Pritom opét je 1. > 1, 0 < 0.

Polozime-li tedy m, == m,

Dy M, 1

J{ﬂ, = Ay p, s ]C

(=0, k> pro vy, < e,
Vap = — (k, + ) pro v, , > ¢,
A (m,, M) c (I;,1,) pro ¢; = v,, < c,.

B

¢, je nejvétdi celé dislo, pro kterd M, ,(c; — 1)< & tj. takové nejvétsi &slo,
pro které
P, e, —1)=7; (3.11)
podobné ¢, je nejmensi dislo, pro které m, ,(c, + 1) = k, tj. pro které
P, Zc,+ 1) =73 (3.12)
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¢isla 1y, Iy jsou pak uréena vztahy

/ Ny T 0 >
T My, (Cy) pro ¢; >
hRUR pro ¢, =0,

. (3.13)
I, — </ M, (c3) pro ¢y, < n,
N1, pro ¢, = n.

Vypoity hodnot ¢, ¢, byly provedeny podle tabulek 8], &isla I, I, jsme urtili
ze vztahi
Cy

R Ry (S I T a s R
G EDFRe .20,
b= n— €y “‘(65 +1 1) F(2(cy + 1), 2(n — 62))—7"7 ’ (3.15)

pro ¢, > 0 a ¢, < n. Pro ekvivalenci vztahti (3.14), (3.15) s (3.13) viz nap¥.
Hald [4], str. 29.

4. NORMALNT APROXIMACE (K HODNOTAM TABULKY 1)

Vyjdeme-li od aproximace
— mp L
Py, , < o} = cz:( ad i@f,;—) pro x=0,1,...,n, (4.1)

x

kde D(x) = 1 T f e—% d¢ je normalni distribuéni funkce, nahradime vztahy
JT

-0

(3.7) a (3.8) vztahy

P ():Zv—;&?:~) =, (4.2)
[npo(1 — py)
k— pmn -
1@ S (4.3)
Vn% 1T —p)

nebo ckvivalentné vztahy
pe—k = t, [n )p.(1 = py) (4.4)
k—mnp =t, ]/n VP1(] - T’l) s (4~5)

kde

D) =1 —r. (4.6)

Nejmensi n, ke kterému existuje k tak, ze plati (4.4) a (4.5), je tedy nejmensi
n vyhovujfei podmince
4.7)

[ Vp (T =p p sz,lvm))J_

e — D
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Nejmensi celé ¢islo n, vyhovujicf vztahu (4.7) (oznadeni ny) uvddime pro rézna
Py, Pp a7 == 0,05 spolu s piesnymi hodnotami # a arcsinovymi aproximacemi n
v tabulce 3. Ukazuje se, Ze arcsinovd aproximace je tésnéjsi nez normalni.
Proto jsme se nadéale zabyvali jiZ jen aproximacemi aresinovymi.

5. ARCSINOVA APROXIMACE

Vychézime od p¥iblizného vztahu

Py =a)=® ([a(‘i ) — a(p)] Vﬁ) (6.1)

.n

pro xz = 0,1, ..., n, kde a(z) = 2 aresin l/;

Aproximace k hodnotam tabulky 1. PouZijeme-li vztahu (5.1), na-
bradime podminky (3.7) a (3.8) vztahy

@ ([(7_’3) - a(pz)] 1/%) <, e
1- o ([a(g) - a(fu)] W) <. (5:3)

Ty jsou opét ekvivalentni vztahtm

E\ _ &,

a(py) — a ('n) = Vﬁ (5.4)
k £

a (il) — afp) = (5.5)

K éislu n existuje k tak, 7e plati (5.4) a (5.5), kdy% a jen kdy#

> [ 2, ] 5.6
"= ) —apy 1 59

Nejmensi celé n, vyhovujici vztahu (5.6) oznadéime n,. Tato &isla uvadime
v tabulce 3 pro rtzna p,, p, a r = 0,05,

K ziskanym hodnotdm =, urédime hodnotu %, jako aritmeticky prameér
isel ky, k, definovanych vztahy

[k
a (7;) = a(py) — T
() =0
n n

Hodnoty n4, k4 jsou uddny v tabulee 4. (v tab. 4a pro » = 0,05, v tab. 4b pio
r == 0,01).
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Tésnost aproximace neni vyjadiena jen rozdilem n, — n, ale spife tim, do
jaké miry spliiuji n,, k, vztahy (3.7) a (3.8). Pro 3 rizné dvojice [Py, P2l
uvddime levé strany téchto nerovnosti v ptipojené tabulce 5, a to jednak pro
aproximace 74, k4, jednak pro pfesné hodnoty n, k.

Tabulka 5.
Levé strany nerovnosti (3.7) a (3.8) pro hodnoty (n. k) z tabulky 1 a pro hodnoty (n4, k4) z tab. 4

R I T T H}
i P Pe 1 ” i P{VNA,p] > kA} l){pn‘»pz < kA} P{Vn,pl = k} } P{”un) . k} ‘
. R - —
’ 0,1 0,4 l 0,05 0,05215 0,03690 | 0,02766 | 0,03997 f
10,2 0,4 0,05 ’ 0,04321 0,05168 ] 0,04270 J 0,04129 |
10,1 0,5 0,01 ‘ 0,00298 } 0,01448 ’ 0,00948 l 0,00732 ’
4 - '

Zda se, Ze pouziti arcsinové aproximace dava velmi dobré priblizeni a Ze
tedy lze poditat n a k pomoci této aproximace pro ta p,, p,, 7, kterd nejsou
v tabulce 1 uvedena, avSak ktera nevyboduji pfili§ ze sité dané hodnotami p,,

Py, r tabulky 1.

AAproximace k hodnotam [, I, tabulky 2. PouZijeme-li aproximativ-
niho vztahu (5.1), pfejdou podminky (3.11) a (3.12) v podminky

¢, — 0,5 t, o

(~ )é“‘“ i &

’ W [Cr105) = gy 4 b 59)
' n =" V- .

Uréime-li tedy C, jako nejvétsi a C, jako nejmensi celé &islo splitujici tyto
nerovnosti, uréime L,, L, (aproximace ¢isel I;, 1,) ze vztaht

z/ - 5 t —~
a(ly) == a (gl—(—)io) — =L pro C,>0,

n [ (5.9)
L= 0. pro O, = 0;
O, +05 ¢
a(Ly) = a [-2-—"") + L pro C,<<n,
(L) ( " ) Vn p 2 (5.10)
L, =1, pro C,=mn.

Srovnani hodnot [,, I, z tabulky 2 a jejich aproximaci je provedeno v tabulce 5.
Opét se shoda jevi pro vétsinu praktickych aplikaci postaditelnou.

Pozndmka. Pomérné rozsahlé tabulky hodnot ziskanych aproximacemi
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uvadime proto, %e s témito aproximacemi jsme Gasto nuceni pracovat a nemame
zatim jinych Géinnych metod k posouzeni jejich vhodnosti, ne# jejich porov-
nani s presnym FeSenim v téch piipadech, kdy piesné Feleni zndme.

Tabulka 6.
Porovnani hodnot I}, I, z tabulky 2 s jejich arcsinovymi aproximacemi L; a L.

6a r— 0,05

k=0, k=02

n — — S — S
Wl L | | Ly | 4 | L |y | L

| ‘ \ {
10 |0 \ o_ 0,809 0,607‘ o |o_ 0696 0704
30 | 0,002 | 0 0,357 | 0,352 | 0,028 | 0,020 | 0,500 | 0,498
50| 0,007 0,003 | 0,293 | 0,289 | 0,054 | 0,04 0,424‘0,422
100 | 0,020 | 0,024 | 0,221 | 0,219 | 0,086 | 0,084 | 0,353 | 0,351
1000 | 0,071 | 0,071 | 0,134 | 0,134 | 0,159 | 0,160 | 0,244 | 0,243

|

L \

k— 04 | k- 0.5

SN N e R N S AN
bl |t |t | b | |l | L | o | L | | T

é » ' | : t \ | x

I | H H
10| 0,005 | U 0,778 \ 0,867 ‘ 0,037 | 0,019 \ 0,913 { 0,932 | 0,087 \ 0,068 | 0,963 l 0,032 |
301 0,068 | 0,060 0,598 l 0,632 1 0,140 | 0,133 | 0,692} 0,695 | 0,221 | 0,216 | 0,779} 0,784 !
501 0,113 ] 0,108 | 0,526 | 0,546 | 0,178 | 0,191 | 0,643 0,644 0,265 | 0,262 | 0,735 0,738 |

100 | 0,162
1000 | 0,253

0,160 | 0,467 | 0,466 | 0,243 | 0,242

0,667 | 0,667 | 0,336 | 0,336 | 0,664 | 0,665
0,253 1 0,349 | 0,349 { 0,350 | 0,350

0,452 | 0,452 | 0,448 | 0,448 | 0,552 | 0,552

| ! i

6b =001

k=0, !
n e ——— - B N —

T & [ ] |
T T YT Ty T |
10 [0 0 0,782 | 0,797 | 0_ 0. 0,850 | 0,871 f
30 |0 l()‘ 0,457 | 0,488 | 0 [ o 0,594 | 0,628 |
50 |0 0 0,363 | 0,380 | 0,017 | 0,011 | 0,514 | 0,512 |

100 | 0,008 1 0,005 | 0,286 [ 0,283 | 0,049 | 0,052 | 0,418 | 0,416
1000 | 0.060 { 0,060 | 0,149 0,149 | 0,144 | 0,144 0,262 | 0,262 ‘

k=03 ‘ 0.4 k=05 '
n - S— S N U — ————— — S — e S
BN 20 S T S 7 T 29 O W A e 2

‘ ‘ | | | | 1 i | i

| | i

w00, |o_ 095210976 0,000 0 | 0,984 0,990 | 0,001 | 0,001 | 0,999 | 0,999
30| 0,028 | 0,019 | 0,716 | 0,721 | 0,063 | 0,052 | 0,799 | 0,807 | 0,127 0,117\0,873 0,883
50| 0,061 | 0,053 | 0,631 | 0,633 | 0,115 | 0,109 | 0,722 | 0,726 | 0,193 | 0,187 | 0,807 | 0,813
100 | 0,116 | 0,112 | 0,531 | 0,531 | 0,190 | 0,187 | 0,638 | 0,639 | 0,269 | 0,276 | 0,731 | 0.724
1000 | 0,235 0,234;0,370 0,370\0,329 0,328 0,473‘0,473 0,426 | 0,426 0,574‘0,574
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6. OPRAVA TABULEK PRACE [3]

Pii kontrole tabulek v jiz citované praci [3] bylo zjisténo nékolik chybnych
dat. Uvedena jsou vidy trojice &isel n,, 1, n; — 4.

V tabulee 1 (str. 42) je

chybné mé byt
n; T My —1 ", R )
340 133 208 340 132 208
245 134 211 345 134 211
133 173 260 433 173 260

V tabulece 2 (str. 43) je

chybné ma byt
204 78 127 204 78 126
206 79 128 206 79 127
299 119 179 299 119 180
315 126 189 314 126 188
416 171 244 416 171 245
424 175 249 425 175 250
482 101 281 482 201 281
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Pesowue

HEKOTOPBHIE MOOUOURALUN OIEIKN C TTOMOIILIO
NNTEPBAJIA U BLIBOP UNCJIA HABJIIOTEHMNA
B CHELNMAJILIIOM CJIVUYAE BUITOMUYECKOU
CIVUYANHON IMEPEMEHHOW BEJIMYUHBI

BAITJTAB ®ABHAN (Véaclav Fabian)
(Hocrynuso B pegaxunio 3/V 1958 r.)

Iiyers (m,, M,) — olleBKa ¢ IOMOLIBIO HHTEPBAJNA HEHBBCCTIOrO HapaMerpa
P e M; TouHee rOBOPA, UYCTH AT Kamuoro p e M m,, M, v, apasnores ciy-
QafHBIMO ePeMeHHBIMH, YIOBJIeTBOpSAIOIIEMA yeioBmam (2.1), (2.2), (2.3).
IIycrs & — mannoe 4neiIo; ONGHKY ¢ HOMONTHIO uATepBana V, ,nV, , onpemenism
coorHomenmamy (2.4) m (2.5). Tax wan (s xamgoro ¢ =1, 2, pe MV, , >
2 (my, M,), Gymer P{p eV, ,} = 1 — 2r, cornacto TeopeMe ua 1. 2 cupapeliinba
nydmasn onesra P{p eV, ,} = 1 — r. IlpuBonurcs npuMep LpPUMCHEHNH HTOM
TEOPEMEBl K CPABHEHRIO HEW3BECTHOTO OJKUAAEMOI0 3HadeHUsI HOPMAJILHOH ciy-
YaitHoi TepemMenHOM ¢ ganubM umesoM k. JlasbHelimue IPUMCHCHUS TCOPEMBI
Kacaloresi GMHOMIYECKON cilyvajinoil HepeMenHoH,

Iyers Beony B mambueiimem (m,, M) 03HauaeT OLEHKY ¢ TOMOIIBLIO IH-
TepBana HemswecTHOU BeposTHocrn P(A), onpenenreHHy0 OOGHIKHOBEHHLIM
cuocobom mo wabaofeHMAM WacTOTHI ¥, sBieHms A Tpu 7 HezaBUCHMEIX
WCHHTAHASAX; NYCTh (m,, M) ousars ynosierBopsaer ycuosmam (2.1) n (2.2).

Ilo rabauie 1 MOYKHO JUISL PABIMYHBIX P, Pp B ¥ HAliTW HamMeHbIIEE WHCIIO
N, K KOTOPOMY CcymiecrByer umcsio k (He meiioe), ofjajgaiomee clIejyiomum
CBOMCTBOM:

1. m, = p,, ecau v, > k;

M, = p,, ccnm v, < k.
OTcioa o MUTHPOBAHHOM TCOPEME BBITCKAET CIIE/YIOIICC CBOHCTBO:

2. Metoj, UpUEMMAOUMA pelicHue P > Py B ciydac v, > k, a DeImeHue
P << py B chyvae v, << k, pefupaeT OPaBMILIOC DCIIEHNME € BEPOATIOCTLIO,
GoapuIell MM paBuoil wuery 1 — 7.

o rabmuue 2 oupepedsiioTes T PABIUYHBIX %, £ Tarue SHAYCHHA Cq, Cy,
1, by, uro:

L M, <k v, <e;my, = k By, > 6y (my, M) ¢ (I, 1) B ocrasnunx
cIyvasix.

W3 »roro croficTsa BCICHCTBHE ITTHPOBAHHONW TCOPEMBI BHITCKACT IOy~
10111CC:



2. Meron npnnmvalomuii pemesue p > k B cliyuae v, > ¢y p = k B caydae
Yy << Gy P e (M, M) B ocTANBHBIX cTyvasX, BHIONPACT IIPABHIILHOC PENICHAe
¢ BCPOSITHOCTBIO, OONBUICH MM PABHON uneay 1 — 7.

Jlasice craThsa NOCBANICHA aunpokenMamuaM K rabaunam 1 u 2; rounsie 3ua-
YeHHMA CPABHMBAIOTCA ¢ MpuOmKkeHHLME B Tabnnuax 3, 4, 5, 6.

Summary

SOME MODIFICATIONS OF INTERVAL ESTIMATION AND CHOICE
OF NUMBER OF OBSERVATIONS FOR A BINOMIAL
RANDOM VARIABLE

VAcrav Fasian
(Received May 3rd 1958)

Let (m,, M,) be an interval estimate of an unknown parameter pe IM:
more precisely, for every p e M let m,, M,, », be random variables satisfying
conditions (2.1), (2.2), (2.3). For a given k define intervals V, , and V, , by
(2.4) and (2.5). Since (for¢ = 1,2, pe M)V, , > (m,, M), we have P{peV, }
= 1 — 2r; and by the ’r,hem em of paragraph 2 we even have P{peV, .}
= 1 — . This theorem is applied to the comparison of the unknown eXpecte(!

value of a normal random variable with a given number k; other applications

|[\_/ i/

are concerned with a binomial random variable.

Let n,, M, be upper and lower estimates (satisfying (2.1) and (2.2)) of an
mmknown probability (A4) determined in the usual manner by observing the
frequency », of oceurrence of an event 4 in n independent experiments. Then
Table 1 gives, for different entries py, p,, 7, the least n such that there exists

non-tntegral b with

1. m, == p, whenever v, > k and M, = p, whenever v, < k.
Our theorem then implies that

2. The method that accepts the decision p > p, for », > k and the decision
P << py for v, < Lk will decide correctly with probability at least 1 — r.

Table 2 determines values of ¢, ¢,, [}, I, for different », k such that

LM, = kforv, < ¢, and m, = k for v, > ¢, and (m,, M,) c (4, I,) in other

cases.
Again, our theorem implies

2. The method that accepts the decision p > k for», > ¢, p = kforv, < ¢,
pe(m,, M,) in the remaining cases, will decide correctly with probability
at least 1 —r

Finally, the article concerns itself with approximations to the values con-
tained in these tables. They are compared in Tables 3, 4, 5, 6.

&
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