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SVAZEK 4(1959) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 5 

Č L Á N K Y 

Ü B E R E I N I G E RÄUMLICHE P R O B L E M E 
D E R E L A S T I Z I T Ä T S T H E O R I E 

P . P . T E O D O R E S C U DJ. 539.31 

(Eingegangen am 1. Dezember 1958.) 

Ausgehend von den Bertramischen Gleichungen wird eine Methode 
zur Lösung des räumlichen Problems der Elastizitätstheorie mit Hilfe 
von drei biharmonischen Funktionen oder drei bzw. vier (für /m = J) 
harmonischen Funktionen dargestellt. 

Es werden die Ergebnisse für den elastischen Halbraum, und die 
elastische Schicht angegeben. 

Ferner wird der Weg für die Lösung des elastischen Parallelepipedons 
gezeigt. 

1. I m allgemeinen ergeben sich in der Elastizitätstheorie bei der Bestim­
mung des Spannungs- und Verzerrungszustandes in einem elastischen, homo­
genen und isotropen Körper je nach den Randbedingungen drei Grundpro­
bleme. 

Bei dem ersten Grundproblem sind die Randbedingungen in Spannungen 
gegeben und eine Lösung des Problems in Spannungen ist angebracht. Beim 
zweiten Grundproblem sind die Randbedingungen in Verschiebungen gegeben 
und die Lösung erfolgt ebenfalls in Verschiebungen. I m Rahmen des gemischten 
Problems (des dri t ten Grundproblems) sind die Randbedingungen teils in 
Spannungen, teils in Verschiebungen gegeben und man kann sowohl das eine 
als auch das andere Lösungsverfahren anwenden. 

Die Behandlung des Problems in Verschiebungen, die von den Lameschen 
Gleichungen ausgeht, ist in der Fachli teratur am häufigsten zu finden. Eine 
Lösung in Spannungen wurde 1930 von B. G. G A L E R K I N [6] mit Hilfe von drei 
biharmonischen Funktionen gegeben und später von R. D. M I N D L I N [9] und 
Gr. C. M O I S I L [10] wieder aufgenommen. Von diesen Ergebnissen ausgehend, 
fanden P. F . PAPKOVITSCH [14] und H. N E U S E R [13] eine Darstellung mit 
Hilfe von drei harmonischen Verschiebungsfunktionen. Das Problem wurde 
später von F . S. TSCHURIKOV [3], M. G. SLOBODIANSKY [15] und R. A. E U B A N K S , 
E. STERNBERG [4] erneut behandelt. G. F I C H E R A [5] zeigte, dass eine allgemeine 
Darstellung mit Hilfe einer einzigen Verschiebungsfunktion nicht möglich ist. 
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K. MARGUERRE [7] veröffentlichte eine interessante Synthese der auf diesem 
Gebiet erzielten Ergebnisse. 

Was die Lösung der Elastizitätsprobleme in Spannungen anbelangt, sind 
bisher bedeutend weniger Arbeiten erschienen. Die interessantesten Dar­
stellungen verdanken wir J . MAXWELL [8] und G. MORERA [12], die später von 

Gr. C. MOISIL [11] weiter entwickelt wurden. Diese Darstellungen genügen 
jedoch nur den Gleichgewichts-, nicht aber den Kontinuitätsgleichungen, 
wodurch das Problem kompliziert wird. 

2. Von den Beltramischen Gleichungen1) 

S"x' + TT^&{a" + a" + a') = 0' ( l ) 

AT»» + TTT» W&{a* + "' + ̂  = ° (V) 

ausgehend, wo ax, av, az, ryz, rzx, rxy die Normal- und Schubspannungskompo­
nenten, fi die Poissonsche Querzahl und A den Laplace-Operator bedeuten, 
ha t der Verfasser kürzlich [19] das Problem in Spannungen gelöst. 

Die Spannungen werden somit durch die Beziehungen 

ax = AFX - — — — , (2) 
2 -\~ ß dx2 

3 d2F d 
+ - (Fxy - F„) + <Px (2') 2 + fi By dz ' dx 

ausgedrückt, wo Fx(x, y, z), Fy(x, y, z), Fz(x, y, z) biharmonische Funktionen 

AAFX = AAFV = AAFZ = 0 , (3) 

die Funktionen Fvz(y, z), Fzx(z, x), Fxy(x, y), <px(x, y, z), <py(x, y, z), <pz(x, y, z) 
harmonische 

AFVZ = AFZX = AFxv = 0, (4) 

A<px = A<py = A<pz = 0 (4') 
sind und die Bezeichnung 

3F = FX+ Fv + Fz (5) 
eingeführt wurde. 

Die Gleichgewichtsgleichungen — in Abwesenheit der Massenkräfte — 

^ + ^ + % = 0 (6) 
ex ^ dy ^ dz V ' 

zeigen, dass die Funktionen <px, <pv, <pz partikuläre Integrale des Gleichungs­
systems , > 

sein müssen. 
1) Hier und im Folgenden wurde nur die erste Gleichung geschrieben; die übrigen erge­

ben sich durch zirkuläre Permutation. 
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Als partikuläre Integrale kann man die harmonischen Funktionen 

«-*&r)£fj"** + ̂ [f?k«+f%*) <*> 
wählen, wobei es erforderlich ist, die arbiträren Funktionen, die wegen der 
Integralen auftreten, so zu bestimmen, dass das System (7) befriedigt ist. 
Diese Funtionen können immer gleich Null gesetzt werden, wenn die biharmo­
nischen Funktionen Fx, Fy, Fz nach E. ALMANSI [1] mit Hilfe von sechs har­
monischen Funktionen der Form 

e«x+ßy + yz ^ ß y = k o n g t ) f 

WO 

<%2 + ß2 + y 2 = 0 
ist, dargestellt werden. 

Die Verschiebungskomponenten erhält man zu 

yqp- [« - (- 2/< + 2 < + «o)l = A J (^ - ^—- Tl d* -
3 377 -

-2+7&+^+'- « , 0 » 
wo E den Elastizitätsmodul darstellt, die Funktionen Fyz(y, z), Fzx(z, x), Fxy(x,y) 
harmonische Konjugierte der Funktionen Fyz(y, z), Fzx(z, x), Fxy(x, y) und die 
Funktionen fyz(y, z), fzx(z, x), fxy(x, y) partikuläre Integrale des Gleichungs­
system mit getrennten Variabein 

sind. 
Die Konstanten u0, v0, w0, ojyz, a)0

sx, co^ sind die Verschiebungen bzw. Um­
drehungen des Körpers, der als starr betrachtet werden soll, und werden durch 
die Auflagebedingungen bestimmt. 

3. Stellt man nach E. ALMANSI eine biharmonische Funktion F mit Hilfe 
von zwei harmonischen Funktionen 0 und W 

F = T + (ax + by + cz)& (12) 

dar, wo a, b, c arbiträre Konstanten sind, und geht von den Ausdrücken (2), 
(2') aus, so kann man die Spannungen in der Form 

d&x _ 1 d*& 
°x ~ ~dx ~ 2(2 + p) dx* ' 

i d20 d 
+ ~-(Fxy-Fzx)+Wx (13') 2(2 + JU) dy dz ' dx 

schreiben, wo 
0 = x&x + y0y + z0z + 0O (14) 
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und die Funktionen &x(x, y, z), ®v(x, y, z), ®z(x, y, z), ®Q(x, y, z), y>x(x, y, z), 
yy(%, V>z), ipz(x, y, z) harmonisch sind 

^ x _- &&y =_ A<Z>Z = A0O = 0 , (15) 

A ^ - = Av.y = Ay2 = 0 . (15') 

Die Funktionen ipx, xpy, \pz sind partikuläre Integrale des Systems 

^ + ! ^ - , „ A ( - _ ™ _____ y/\ (I6) 
82 ^ dy dx\dx 2 + / i / ' * ; 

Als partikuläre Integrale kann man die harmonischen Funktionen 

wählen, wobei es erforderlich ist, die arbiträren Funktionen, die infolge der 
Integrale auftreten, so zu bestimmen, dass das System befriedigt ist. Diese 
Funktionen können immer gleich Null genommen werden, wenn man harmo­
nische Funktionen der Form (9), (9') anwendet. 

Die Verschiebungskomponenten können f olgendermassen geschrieben werden 

^ [« - ( - tri. + «uL + «.)] = * . - S(2T7Ö^ " ^ / ^ + 

+ 2j^3 + / „ , (18) 

wobei die Funktionen fyz(y, z), fzx(z, x), fxy(x, y) durch das Gleichungssystem 
mit getrennten Variabein 

M ^ ( / f - / f - / / ^ ^ <19> 
gegeben sind. 

. 4. Wie kürzlich von R. A. EUBANKS und E . STERNBERG gezeigt wurde, 
kann mit Ausnahme des Falles // = J eine dieser Funktionen durch die übrigen 
ausgedrückt oder gleich Null (z. B. ®0 = 0) gesetzt werden, je nachdem was 
für die Rechnungen günstiger ist. Spannungs- und Verschiebungszustand 
des Körpers sind also durch drei harmonische Funktionen eindeutig bestimmt. 

Die Grenzbedingungen nehmen in Spannungen (erstes Grundproblem der 
Elastizitätstheorie) folgende Form an 

Vnx — <yx cos (n, x) + rxy cos (n, y) + rzx cos (n, z) , (20) 

wo (pnx, pnv, pnz) die Intensi tät der äusseren Belastung auf der Flächeneinheit 
mit der äusseren Normalen n ist. 

Benutzt man die Darstellungen (13), (13'), so hat man drei harmonische 
Funktionen zu bestimmen, für welche drei Bedingungen in einem beliebigen 
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P u n k t des Randes gegeben werden. In diesem Falle sind die drei Funktionen 
für ein einfach konnexes Gebiet eindeutig bestimmt, wenn die Randbelastun­
gen im Gleichgewicht stehen.2) 

Verwendet man dagegen die Darstellungen (2), (2'), so sind drei biharmo­
nische Funktionen zu bestimmen, für welche drei Bedingungen in einem 
beliebigen Randpunkte gegeben sind, was der Bestimmung von sechs harmo­
nischen Funktionen mit den gleichen Grenzbedingungen gleichkommt; diese 
Darstellung ist nicht mehr eindeutig. Trotzdem hat man auf Grund des Kirch-
hoffschen Satzes die Gewdssheit, dass unter bestimmten, praktisch ziemlich 
umfassenden Bedingungen die Lösung des Problems (Spannungs- und Ver­
schiebungszustand) eindeutig ist, selbst wenn sie verschiedenen Gruppen von 
Spannungsfunktionen entspricht. 

Ferner scheint es, dass die harmonischen Funktionen von zwei Variabein 
Fyz, Fzx, Fxy, die häufig gleich Null genommen werden können, für die Auf­
stellung der Randbedingungen von Nutzen sind. Tatsächlich t reten sie nur 
in den Ausdrücken (2') und (13') der Schubspannungen auf und können zur 
Korrektur der Nichterfüllung gewisser Randbedingungen durch diese Schub­
spannungen dienen. 

Mit Hilfe der obigen Darstellungen kann man interessante Ergebnisse 
erzielen, indem man harmonische und biharmonische Polynome oder Funktio­
nen der Form (9), (9') [17], [18], [20], [21], [22] benützt . 

5. Es soll zuerst der Fall des elastischen Halbraumes unter äusserer Be­
lastung betrachtet werden. 

Die Koordinatenachsen Ox, Oy werden in der Trennungsebene und die Achse 
Oz gegen das Innere des Halbraumes gerichtet angenommen. Man kann für 
die gegebene Belastung im allgemeinen vier Fälle unterscheiden, je nach der 
Symmetrie oder Antimetrie gegenüber der Ox- und Oy-Achse. 

Es soll hier nur der Fall der symmetrischen Belastung in Bezug auf beide 
Achsen behandelt werden, da die Ergebnisse für die andern Fälle analog folgen. 

Im Falle einer periodichen Belastung in zwei Richtungen 

p(x, y) = b0 + 2 hm cos ocnx cos ßmy , 21) 
n, m 

WO 
2njt 7i7i - 2mn mn 

a» = -Z~ = ^ > A» = - i 7 = l T ' (22> 

bö die mittlere Belastung auf einem rechteckigen Abschnitt, Lx — 2a und 
Ly — 2b die -Längen der Perioden in den beiden Richtungen sind, seien Span­
nungsfunktionen der Form 

2) Es ist keine; Beweisführung für dieses Ergebnis bekannt; da jedoch eine Analogie 
zum ebenen Problem besteht, ist es sehr wahrscheinlich, dass dieses Resultat korrekt ist. 
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Fx _ _ ^ 2 + J (Km + B'nmynmz) COS *Bfi5 COS ßmy C W , 
w , m 

^ v = ^2_" a + 2 (-*«•» + KmYnmZ) cos <x_cc cos /8my e _ ) W , (23) 
n, m 

Fz _ K3z
2 + 2 ( A L + B'nmymnz) cos <xraa; cos /?my e~ynm% , 

n, m 

mit 

ynm == ]/** + Ä (24) 
und 

Fvz(y, z) - Fzx(z, x) _ _ w(a,f y) _ 0 (25) 
gegeben. 

Stellt man die Randbedingungen 

2 _ 0: ag — p(a:, y) , TÄX'— 0 , T W =-= 0 , (26) 

wobei dafür Sorge zu tragen ist, dass man für z ~> oo endliche Spannungen 
erhält und dass für x -> co und ?/ -> oo die Verschiebungen % und _ nicht 
unendlich werden, so erhält man Spannungsfunktionen der Form3) 

^ 2(1 - ^i) °°X • ^ » + 2(1 - ^) Ö«y ~ 

2 a2 — ß2 

----——-- 6nTO cos cxna; cos ßmye~v«<*% , (27) 
n,w y " w 

2 1 
--— (1 + 2/i — ynmz) bnm cos «n x cos ßmye-t*"z . 

n,m7nm 

Diese Funktionen ergeben die Spannungen 

0_ = - 3 — &o + 2 - 7 - [«Kl - / W ) + 2 ^ m ] &ntK COS <Xn X COS ßmy e~y^z , 
1 ^ n ^ y " m 

C7y =T~~ &0 + 2 ^ ~ ^ m ( 1 ~ ^rtTO^ + 2 ^ ^ °nm C 0 S *"* C ° S ß™Ve~ynmZ > (28) 
^ nJLYnm 

<*z = b0 + 2 (- + ) W ) &«m COS «n X COS ft~# e">W , 
n,m 

= 2 ßmzbnm cos a„ .r sin ßmy e~v™z, 
n,m 

x™ = 2 anZbnm s in * » * cos ^ e'VnmZ ' (28') 
n, m 

——.. o 

rxv — — 2 ^ V ^ (1 — 2/i — yreTO2) 6nm sin arax sin ßmye~y™z. 
n,m Vnm 

3) Es muss bemerkt werden, dass man unendlich viele Gruppen von Spannungsfunktio­
nen erhalten kann, die alle den-gleichen Spannungszustand ergeben. 
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Die obigen Beziehungen wurden so geschrieben, dass die Art und Weise, in 
der diese Ergebnisse die Verallgemeinerung der vom Falle der elastischen Halbe­
bene her bekannten Resultate darstellen, klar hervortri t t . 

Unter Berücksichtigung der Symmetriebedingungen findet man die Ver­
schiebungskomponenten in der Form 

u = _ _ ^ y _£̂ _ (i __ 2p — ynmz) bnm sin anx cos ßmy e~v™z, 
n,m

ynm 

v = l^WHl 2 ^T (l ~ 2<u - Vnnfi) Km cos xnx sin ßmy e - w , (29) 

1 + p f 1 - 2p , 

— T [2(1 - jO + YnnA bnm cos aw x cos /Jm;y e - * - 4 . 

Ä y " m J 
Praktisch hängt die Konvergenz der Reihen, welche die Spannungen 

ergeben, von dem Faktor bnm ab. Sogar im Falle von Einzellasten kann die 
Summe der Reihe durch eine kleine Anzahl von Gliedern angenähert werden, 
und zwar dank dem Exponentialfaktor. Die Reihen, welche die Verschiebungen 
ergeben, sind in Abhängigkeit von dem Faktor bnm/ynm konvergent; sie können 
also mit Hilfe einer noch kleineren Anzahl von Gliedern als die Spannungen 
berechnet werden. 

Unter Berücksichtigung von (21) kann man für die Trennungsebene schrei­
ben: 

<*JP, y, 0) = p(x, y) — b0 + —^— b0 — (1 — 2p) Y ( — I bnm cos a„ x cos ßmy, 
1 V n~m Vnml 

av(x, y, 0) = p(x, y) — b0 + —^— b0 — (1 — 2//) V ( — ] önm cos an x cos /Sw«/, 
1 V n% Vnml 

(30) 

2 a ß 
-~~ bnm sin awz sin ßmy , (30') 

n,m ynm 

w(x, y, 0) = w0 -
 2 ( 1 ~ ^ 2 ) 2 — cos «,.* cos ^ , (30") 

«,771 ^nm 

wo die Differenz zwischen der äusseren und der mittleren Belastung in Rech­
nung gezogen ist. 

6. Steht der elastische Halbraum unter einer örtlichen Belastung der Form 
OO 00 

p(x, y) = j j b(a, ß) cos txx cos ßy da dß , (31) 
o o 

wo 
00 00 

b(oc, ß) = — / I p($, 7]) cos a£ cos ßrj d£ drj (32) 

0 0 
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F» = - F„ = uz 

0 0 

ist, so wendet man Spannungsfunktionen der Form 
CO 00 

F = f / [A(oc, ß) + yzB(oc, ß)] e~yZ cos ocx cos ßy doc dß (33) 
0 0 

an, wo 

y = V^+7* (34) 
ist. 

Die Spannimgsfunktionen können folgendermassen geschrieben werden 
00 CO 

(j,z I I b(oc, ß) e-?z cos ocx cos ßy doc dß , 

(35) 

Fz = (2 + (i) I I — (1 + 2(i — yz) b(oc, ß) e~y* cos ocx cos /9y da d/? , 
0 0 

also ähnlich den Beziehungen (24); man erhält auf diese Weise analoge Ergeb­
nisse. 

Diese Resultate verallgemeinern die von J . BOUSSFNESQ [2] für den Fall 
einer normalen Einzellast auf der Trennungsebene gefundenen Ergebnisse. 

7. Im Falle der elastischen Schicht (unendliche, dicke, ebene Platte) kann 
man analoge Untersuchungen durchführen. Man nimmt dafür die Ox- und Oy-
Achse in der Mittelebene und die Oz-Achse normal zu dieser Ebene. 

Es sollen die Fälle der Symmetrie bzw. Antimetrie in bezug auf die Oxy-
Ebene in Betracht gezogen werden. 

Für eine periodische Belastung in zwei Richtungen, die gegenüber der 
Oxy-¥A)ene symmetrisch ist, werden als Spannungsfunktionen 

Fx = Kxx
2 + J (A'nm ch ynmz + ynmzB'nm sh ynmz) cos ocnx cos ßmy , 

n,m 

Fv = K2y
2 + 2 (Anm ch ynmz + ynmzBnm sh ynmz) cos ocnx cos ßmy , (36) 

n,m 

Fz — KZZ2 + 2 (A'nm c h 7nmZ + > ' „ X » s h 7«mZ) COS OCnX COS ßmy , 
n,m 

mit den Bezeichnungen (19) und (21) gewählt. 
Mit den Randbedingungen 

z = + c : er, = p(«, y) , rzx = 0 , r ^ = 0 (37) 

und unter der Voraussetzung, dass die Verschiebungen u und ?; nicht gleichzeitig 
mit den Variabein x und y unendlich werden (die seitliche Verformung ist durch 
die Umgebung verhindert), findet man die Spannungsfunktionen 

F __ M2 + •") 6 X 2 - _ F • j___l±i_L Ö ?.2 _ 
* * • 2 (1 -^ ) Ö°X "~ ^ ' 2(1-/1-) oZ/ ~ 

„ V Ä» " Z3« S h r«r«C Sh y n m 2 
= — «z > -s r— — — bnm cos ocnx cos ßmy , 

n~m Y™ ynrnc + shynmcchynmc HmJ 
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W - _____ ъ z* 4-
Fя ~ "2(1 + j_) V

 + 

JL fo 4- 1 T ^
1
 +

 2l*) s h
 Уnw

c
 ~ У"«»

c c h
 _ _ _

 c h
 Уn"'

z
 + _ z _

 s h ľ__ s h
 ^

и r
" Z . 

"iv \ r> /_, v„_c 4- sh v..™C ch v ,c ynmc + sh y
n m
c ch ynmc 

. -7^2 cos a n . r cos /?,„,-(/ (38) 

7n«i 

mit den gleichen Bemerkungen wie unter P u n k t 5. 

Daraus folgen für die Spannungen die Beziehungen 

u h , V [«K1 ~ 7™ c c t h r«™c) + W5»] ch ynmz + (%nynmz sh ynmz 
„ =- — c — o0 + 7 r ~ 

. 4 p cos <XnX cos ßm?/ , 
^nm 

ißmi1 — y«mC cth ynmc) + 2/*«n] ehyraTOz + ß2
mynmzshynmz <. = т+++2 

c h ľ n m c ' ľ и r ø C 

sh y n mc 

, — cos a nx cos ß m y , (39) 
,2 

Ґnm 

- w + y < L ± _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ľ_ „„ oos Ä „ ж cos ßmУ, 
cn y

n m
c -f- — 

sh ynmc 

SГ ľnmC CtҺ ľnnC Sh ľ я m 2 - ynmZ Ch ynmZ ßm 
— / — ~ unm Ь ( J Һ oxnљ ЬL1L HmУ ) 

~-< •, v„«,c y„m 

'vz _w y 
ch ynTOc ' вЬ у« т с 

ZT = - V ^ ^ ľ^C-SҺ_!____ľ____.___ __ Kn s i n ^ c o s ^ , ( 3 9 ' ) 
---/ , V»,™C v„„„ 

»» ~ _ , 

пh v ř- 4 - - - ^ r L _ _ ^ri™ 

c h y n m c + g h ^ c 

(1 — 2//, — yn n lc cth ynmc) ch yn mz + ynmz sh yПÎИz i i Уnnfi 

n,m Ch yиmC ' зЬ уптс 

УІi 
Ьnm SІП (XnX SІП /5mí/ 

und für die Verschiebungskomponenten 

1 + / ( \ r ( l — 2/i — ynnc cth ynmc) ch y n mz + yn mz sh ynmz - i + ü V 
_ _ , 

chy„ m c + - ^ c - y ™ 
sh y n m c 

. Ďn m sin txna; cos pmy , 
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1 +/Ц V (1 — 2fi — ynmc cth ynmc) ch ynmz + ywt- г sh ynmz an 

E T± . ! , . . „ , УптС У1т 
n, m 

ynmc 
• bnm cos an.e sin fimy , (40) 

ch ľ я m c + -j-' 

a /5mî/, 

l + / Л l - 2 / f 

-Ҡ~\T^f7b°z 

[2(1 — /*) + ynmc cth y
nm
c] sh ynmz — y

nm
z ch ľ n mг Ъ 2 tlili 

i I ynrrfi y nm 
n,m eh V C -4- —' — 

y ™ M s h 7 n m c 
. cos ocnx cos /STO?/ . 

Über die praktische Anwendung dieser Entwicklungen können analoge 
Betrachtungen wie zu Punk t 5 angestellt werden. 

Je mehr man sich den Trennungsebenen z = + c nähert , umso langsamer 
konvergieren die Reihen. Unter Heranziehung von (21) k a n n ' m a n für diese 
Ebenen wie folgt schreiben 

<*_(*, y, ± c) = p(x, y) — b0 + y^— b0 — (1 — 2//,) ~> [—-M &„m cos <xnx cosßmy -

-V<\ r& W - • 6ww c o s «._. cos ßmy, 

££ ylm tynmC + sll2 ynmC (41) 

^ ( « , y, ± c) = £>(£, 2/) — &o + ™_— &o — (1 " -V) 2 | ~ ) bnmcos(xnxoosßmy~ 
V nTm Vnml 

_ y lm±J__ *y C cog cog 

--w 7nm 27nmc + sh 2ynmc 
n,m 

rxy(x, y, ± c) = — (1 — 2[j) ~> -------- &nm s in a n £ sin /5my + 

^ 7nm 27nmC + sh 2ynmC 

Im Falle einer Belastung, die symmetrisch in bezug auf die Oy-Achse and 
antimetrisch in bezug auf die O#-Achse ist 

P(%> y) =-' 2 anm cos anx sin ßmy , (42) 
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geht man von Spannungsfunktionen der Form 

F = 2 (Änm oh ynmz + ynmzBnm sh ynmz) cos anx sin ßw?/ (43) 
n,m 

aus. 
Für eine Belastung, die antimetrisch gegenüber der Oy-Achse und symme­

trisch gegenüber der Öx-Achse ist, 

P(%, y) = 2 cnm sin awz cos ßmy , (44) 
n,m 

benutzt man Spannungsfunktionen der Form 

F = 2 (^«™ c h Yn™z + YnmzBnm sh y„TOz) sin ana; cos /?m?/ . (45) 
n,m 

Für eine antimetrische Belastung in bezug auf beide Koordinatenachsen 

p(%, y) — 2 d»™sin a ^ s i n 0*# ' (46) 
n,m 

wählt man Spannungsfunktionen der Form 

F — 2 (^«t» c h 7«m.2 + 7«™2^«m sh ynmz) sin a„cr sin ßmy . (47) 
n,m 

Die auf diese Weise erzielten Ergebnisse sind den weiter oben dargestellten 
analog. 

8. I s t die elastische Schicht Örtlichen Belastungen der Form (31), (32) unter­
worfen, so können folgende Spannungsfunktionen in Anwendung kommen 

00 00 

F = / / [A(oc, ß) ch yz + yzB(oc, ß) sh yz] cos ocx cos ßy da dß , (48) 
0 0 

mit 
y = y a 2 + ßl . (49) 

Auf diese Weise erhält man die Spannungsfunktionen 

Eд, = — Fy = — 2JЛZ 

0 0 

oo oo 

оо ш 

Я а2 — /З2 зЬ усв\\уг 

~ 7 Г - 2 ^ + Ж ^ с ( Л ' ^ С°8 ^ С°8 ^ "* ^ 

Fz = 2(2 + u) f f ^1 + 2//) sҺ УC ~ yC Cћ yCÌ Ch УZ ± yZ — yC Sh yZ . 
2yc + sh 2yc 

cos ax cos ß?/ da dß , 

0 0 

Ь(*,0) 
V 

die in der Form den Beziehungen (35) ähnlich sind. Hieraus kann man Formeln 
analog den unter Punk t 7 gefundenen ableiten. 

9. Die obigen Ergebnisse sind für den Fall gültig, dass der Körper in einer 
Richtung von einer oder zwei Ebenen begrenzt ist. Sie können jedoch auch 

235 



auf die Fälle erweitert werden, in welchen der Körper in zwei Richtungen 
(Halbschicht, Band) oder drei Richtungen (Halbband, elastisches Parallele» 
pipedon) begrenzt ist. 

Es sollen nun also die oben ausgeführten Gedankengänge auf den allgemeins­
ten Fall des Parallelepipedons (mit den Ausmessungen 2a, 2b, 2c) angewandt 
werden; Zu diesem Zwecke seien als Koordinatenachsen die drei Symmetrie­
ebenen des Parallelepipedons gewählt und das Problem in acht Belastungs-
fälle je nach der Symmetrie oder Antimetrie gegenüber den drei Koordinaten­
ebenen aufgeteilt. 

Für die in bezug auf alle drei Koordinatenachsen symmetrichsche Belastung 
wählt man Spannungsfunktionen der Form 

F = Kxx* + K^ + Kzz* + 

+ 2 (A«m C h ynm% + YnmXBnm sh ynmx) COS OCny COS ßmZ + 
n,m 

+ 2 &v* C i l Kv«y + KPayDw S n Kvay) COS 6pZ COS EgX + (51) 
P,Q 

+ 2 (Ers C h XrsZ + XrsZFrs ^ XrsZ) COS [JLrX COS Vsy , 
r,s 

wo folgende Beziehungen eingeführt wurden 

(n,m^ 1,2, 3, . . . ) , <*« = 
n 

X' 
à» = 

pтz 

c 

rл 
Џт = > 

mл 
c 

qж 

a 

sл 

(V,Я= 1 , 2 , 3 , . . . ) , (52) 

(r,s= 1,2,3, . . . ) 

und 

y n m = ]/< + ßl > 

Xp« = 1/Ö| + 4 > 

Z r s -= y ^ + ?i2 , 

Stellt man Randbedingungen in Spannungen, so reduziert sich das Problem 
zu der Lösung eines unendlichen Systems von linearen algebraischen Gleichun­
gen. Man kann Gedankengänge analog den vom Verfasser a. a. 0 [16] im 
Zusammenhang mit dem ebenen Problem für das Rechteck dargestellten dazu 
anwenden. 

10. Die in den obigen Ausführungen erzielten Ergebnisse zeigen in anschauli­
cher Weise ein Verfahren, mit Hilfe dessen man direkt räumliche Probleme der 
Elastizitätstheorie auf Grund der hier gefundenen Darstellungen angreifen 
kann. 
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S o u h r n 

O N Ě K T E R Ý C H PROSTOROVÝCH P R O B L É M E C H 
T E O R I E P R U Ž N O S T I 

P. P . TEODORESCU 
(Došlo dne 1. prosince 1958.) 

V práci je řešen prostorový problém matematické teorie pružnosti pomocí 
tří biharmonických nebo tří resp. čtyř (/u, — J) harmonických funkcí. Vychází 
se přitom z rovnic Beltramiho. 

Fourierovými řadami je pak řešen problém pružného poloprostoru a pružné 
vrstvy pro případ periodického zatížení resp. zatížení osamělým břemenem. 

Dále je v Článku naznačena cesta pro řešení napjatosti pružného kvádru. 

Р е з ю м е 

О Н Е К О Т О Р Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н Ы Х ЗАДАЧАХ 

Т Е О Р И И УПРУГОСТИ 

П. П. ТЕОДОРЕСКУ (Р. Р. Теоаогевси) 

(Поступило л редакцию 1/Х11 1958 г.) 

В работе решается пространственная задача математической теория 

упругости при помощи трех бигармонических или ше трех и, возможно, 

четырех ([л = | ) гармонических функций. Исходным пунктом служат 

уравнения Бельтрами. 

Применяя ряды Фурье, решает автор задачу упругого полупростран­

ства и упругого слоя в случае периодической нагрузки или же нагрузки 

одиноким бременем. 

Затем в статье намечен путь решения напряженности упругого пара­

ллелепипеда. 
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