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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY EisLO 5

CLANKY

UBER EINIGE RAUMLICHE PROBLEME
DER ELASTIZITATSTHEORIE

P. P. TEoDORESCU DT: 539.31

(Eingegangen am 1. Dezember 1958.)

Ausgehend von den Beltramischen Gleichungen wird eine Methode
zur Losung des ridumlichen Problems der Elastizititstheorie mit Hilfe
von drei biharmonischen Funktionen oder drei bzw. vier (fir p = 1
harmonischen Funktionen dargestellt.

Es werden die Ergebnisse fiir den elastischen Halbraum und die
elastische Schicht angegeben.

Ferner wird der Weg fiir die Losung des elastischen Parallelepipedons
gezeigt.

1. Im allgemeinen ergeben sich in der Elastizitatstheorie bei der Bestim-
mung des Spannungs- und Verzerrungszustandes in einem elastischen, homo-
genen und isotropen Korper je nach den Randbedingungen drei Grundpro-
bleme.

Bei dem ersten Grundproblem sind die Randbedingungen in Spannungen
gegeben und eine Losung des Problems in Spannungen ist angebracht. Beim
zweiten Grundproblem sind die Randbedingungen in Verschiebungen gegeben
und die Losung erfolgt ebenfalls in Verschiebungen. Im Rahmen des gemischten
Problems (des dritten Grundproblems) sind die Randbedingungen teils in
Spannungen, teils in Verschiehungen gegeben und man kann sowohl das eine
als auch das andere Losungsverfahren anwenden.

Die Behandlung des Problems in Verschiebungen, die von den Laméschen
Gleichungen ausgeht, ist in der Fachliteratur am haufigsten zu finden. Eine
“Losung in Spannungen wurde 1930 von B. G. GALERKIN [6] mit Hilfe von drei
biharmonischen Funktionen gegeben und spiter von R. D. MixprLin [9] und
Gr. C. Mozisin [10] wieder aufgenommen. Von diesen Krgebnissen ausgehend,
fanden P. F. Paprovirscr [14] und H. Nruser [13] eine Darstellung mit
Hilfe von drei harmonischen Verschiebungsfunktionen. Das Problem wurde
spiter von F. S. Tscuurixov [3], M. G. SLoBODIANSKY [15] und R. A. EUBANKS,
E. SrerNBERG [4] erneut behandelt. G. FicHERA [5] zeigte, dass eine allgemeine
Darstellung mit Hilfe einer einzigen Verschiebungsfunktion nicht moglich ist.
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K. MarcuErre [7] verdffentlichte eine interessante Synthese der auf diesem
Gebiet erzielten Ergebnisse.

Was die Losung der Elastizitatsprobleme in Spannungen anbelangt, sind
bisher bedeutend weniger Arbeiten erschienen. Die interessantesten Dar-
stellungen verdanken wir J. MaxwerL [8] und G. MorERA [12], die spiter von
Gr. C. MoisiL [11] weiter entwickelt wurden. Diese Darstellungen geniigen
jedoch nur den Gleichgewichts-, nicht aber den Kontinuitdtsgleichungen,
wodurch das Problem kompliziert wird.

2. Von den Beltramischen Gleichunge111)

1

Ao+ o g (0 oy ) = 1)
A L% (o ta, o) =0 ()
3 Tyz ‘i ]. Jr,u Uy az Ty + U’y 0;) =

ausgehend, wo o, 6,, 0,, Tys, Ty Tay die Normal- und Schubspannungskompo-
nenten, u die Poissonsche Querzahl und A den Laplace-Operator bedeuten,
hat der Verfasser kiirzlich [19] das Problem in Spannungen gelost.

Die Spannungen werden somit durch die Beziehungen

3 oF

o, = AF, — mm , (2)
3 o r 0
[ e — - 2/
T’UZ 2 —I— /I a?/ az i aa: (F.'X?U FZ(K) + wi’? ( )
ausgedriickt, wo F (x, y, z), F,(x, y, ), F(x, y, z) biharmonische Funktionen
AAF, = AAF, = AAF, =0, (3)

die Funktionen F'x/z(?/’ 2), F”(z, .'23), Facy(ma y)s %(x’ Y, Z), (pﬂ(x’ Y, 2), ¢z(x> Y, Z)
harmonische :

AF,, = AF,, = AF,, =0, (4)

Ap, = Ap, = Ap, =0 ()
sind und die Bezeichnung
eingefithrt wurde.
Die Gleichgewichtsgleichungen — in Abwesenheit der Massenkrifte —

0T
oz

0o, Oy .
= + =+ =0 (6)
cx oy

zeigen, dass die Funktionen ¢,, ¢,, ¢, partikulire Integrale des Gleichungs-
systems

~

op, | O, 0 3
oy e D AR, — F 7
e T oy o (”‘ 24 u ) (7)

sein miissen.

1) Hier und im Folgenden wurde nur die erste Gleichung gegchrleben, die ubrigen erge-
ben sich durch zirkulire Permutation.
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Als partikulére Intcgrale kann man die harmonischen Funktionen

 3u oF, fan )
Py = e ze AF dy dz + (f o dy + e dz (8)

wahlen, wobei es erforderlich ist, die arbitriren Funktionen, die wegen der
Integralen auftreten, so zu bestimmen, dass das System (7) befriedigt ist.
Diese Funtionen kénnen immer gleich Null gesetzt werden, wenn die biharmo-
nischen Funktionen F,, ¥, F, nach E. Aumanst [1] mit Hilfe von sechs har-
monischen Funktionen der Form

e rbuyE (B, v = konst.),

wo
&% - B2 L y2 =0
ist, dargestellt werden.

Die Verschiebungskomponenten erhilt man zu

E ' nl 3
7 iy [ — (— yal, + zmgm + uy)] = Af (]1 —_— 5T ; F) de —
3 AF
_Z+M oz + Zﬁ'yz+fyz7 (10)

wo E den Elastizitdtsmodul darstellt, die Funktionen F,,(y, 2), F,.(z, ), F,(x,y)
harmonische Konjugierte der Funktionen F,.(y, 2), F..(z, x), F,,(x, y) und die
Funktionen f,.(y, 2), f..(2 %), f. (%, y) partikulire Integrale des Gleichungs-
system mit getrennten Variabeln

)

afm oo _ 3 (fa oF
"'ay_z+,,¢ Em dy + "'Z{‘
sind.

Die Konstanten u,, v,, w,, u)gz, Oy wgy sind die Verschiebungen bzw. Um-
drehungen des Korpers, der als starr betrachtet werden soll, und werden durch
die Auflagebedingungen bestimmt.

3. Stellt man nach E. ArumANsT eine biharmonische Funktion F mit Hilfe
von zwel harmonischen Funktionen @ und ¥

F =Y 4 (ax 4 by +cz) D (12)

.dar, wo a, b, ¢ arbitrire Konstanten sind, und geht von den Ausdriicken (2),
(2') aus, so kann man die Spannungen in der Form

o, 1 0

= T 22+ p) at
1 ] d
_——— L (F,,— F_) +u, 3
Tyz 2(2+‘”) ayaz + ax( xy ~.r)T1nLJ: (13)
schreiben, wo
& = 2@, + yd, -+ 2D, + D, (14)
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und die Funktionen @,(z, y, 2), @,(x, y, z), D,(x,y,2), Do, ¥, 2), v, ¥» 2),
¥, ¥, 2), w.(x, y, ) harmonisch sind

AD, = AD, = AD, = AD, =0, (15)
Ay, = Ay, = Ay, = 0. (15")
Die Funktionen ,, ,, ¥, sind partikuldre Integrale des Systems
ay, | oy, J (0D, 1
0z oy ”B—;E(_E/QT‘Q#—AMIIU ’ (16)

Als partikulire Integrale kann man die harmonischen Funktionen

1 (e, ) | n o2y ‘
ws (e G vt [ [ e o

wahlen, wobei es erforderlich ist, die arbitrdren Funktionen, die infolge der
Integrale auftreten, so zu bestimmen, dass das System befriedigt ist. Diese
Funktionen kénnen immer gleich Null genommen werden, wenn man harmo-
nische Funktionen der Form (9), (9") anwendet.

Die Verschiebungskomponenten kénnen folgendermassen geschrieben werden

E ; 1
jp[u_(_ngy"}“?‘wgmkuo)_‘:@@ (2 I ,u) (x_:. f':pda/_*_

+ 2F,, 4 fon s 18)

wobei die Funktionen f,.(y, ), f..(% ), fo(®, y) durch das Gleichungssystem
mit getrennten Variabeln '

8fzac afacv/ _ M ¥

gegeben sind.

) (19)

4. Wie kiirzlich von R. A. EvBanks und E. STERNBERG gezeigt wurde,
kann mit Ausnahme des Falles u = 1 eine dieser Funktionen durch die iibrigen
ausgedriickt oder gleich Null (z. B. @, = 0) gesetzt werden, je nachdem was
fiir die Rechnungen giinstiger ist. Spannungs- und Verschiebungszustand
des Korpers sind also durch drei harmonische Funktionen eindeutig bestimmst.

Die Grenzbedingungen nehmen in Spannungen (erstes Grundproblum der
Elastizititstheorie) folgende Form an

Pnx == Oy COS (na .’13) —{” Tyy COS (”’9 y) + Tom COS (n: Z) 5 (20)

WO (Puzs Puys Pnz) die Intensitiat der dusseren Belastung auf der Flicheneinheit
mit der dusseren Normalen n ist.

Benutzt man die Darstellungen (13), (13), so‘hat man drei harmonische
Funktionen zu bestimmen, fiir welche drei Bedingungen in einem beliebigen
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Punkt des Randes gegeben werden. In diesem Falle sind die drei Funktionen
fiir ein einfach konnexes Gebiet eindeutig bestimmt, wenn die Randbelastun-
gen im Gleichgewicht stehen.?)

Verwendet man dagegen die Darstellungen (2), (2'), so sind drei biharmo-
nische Funktionen zu bestimmen, fur welche drei Bedingungen in cinem
beliebigen Randpunkte gegeben sind, was der Bestimmung von sechs harmo-
nischen Funktionen mit den gleichen Grenzbedingungen gleichkommt; diese
Darstellung ist nicht mehr eindeutig. Trotzdem hat man auf Grund des Kirch-
hoffschen Satzes die Gewissheit, dass unter bestimmten, praktisch ziemlich
umfassenden Bedingungen die Losung des Problems (Spannungs- und Ver-
schiebungszustand) eindeutig ist, selbst wenn sie verschiedenen Gruppen von
Spannungsfunktionen entspricht.

Ferner scheint es, dass die harmonischen Funktionen von zwei Variabeln
., I, F,, die hiufig gleich Null genommen werden konnen, fiir die Auf-
stellung der Randbedingungen von Nutzen sind. Tatsichlich treten sie nur
in den Ausdriicken (2') und (13’) der Schubspannungen auf und kénnen zur
Korrektur der Nichterfillung gewisser Randbedingungen durch diese Schub-
spannungen dienen,

Mit Hilfe der obigen Darstellungen kann man interessante Krgebnisse
erzielen, indem man harmonische und biharmonische Polynome oder Funktio-
nen der Form (9), (9") [17], [18], [20], [21], [22] beniitzt.

5. Es soll zuerst der Fall des elastischen Halbraumes unter dusserer Be-
lastung betrachtet werden.

Die Koordinatenachsen Ox, Oy werden in der Trennungsebene und die Achse
Oz gegen das Innere des Halbraumes gerichtet angenommen. Man kann fir
die gegebene Belastung im allgemeinen vier Fille unterscheiden, je nach der
Symmetrie oder Antimetrie gegeniiber der Oz- und Oy-Achse.

Es soll hier nur der Fall der symmetrischen Belastung in Bezug auf beide
Achsen behandelt werden, da die Ergebnisse fiir die andern Falle analog folgen.

Im Falle einer periodichen Belagtung in zwei Richtungen

D(, y) = by + 2 by €O8 00,2 €08 oy, 21)
n, m
WO
2nm nw 2mm mmu
X, == e p— )’ T e == ;2
“VL Lm ({/ 3 /"l Ly Z) 2 (2 )

b, die mittlere Belastung auf einem rechteckigen Abschnitt, L, = 2¢ und
L, = 2b die Léngen der Perioden in den beiden Richtungen sind, seien Span-
nungsfunktionen der Form

%) Es ist keine Bewecisfuhrung fiir dieses Ergebnis bekannt; da jedoch eine Analogie
zum ebenen Problem besteht, ist es sehr wahrscheinlich, dass dieses Resultat korrekt ist.
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Fa: - le‘.! + Z (Avlzm + B;Lmynmz) COS x,T COS ﬁmy ey >

n,m

F, = K,y* 4 Z (A:»m + B;;mynmz) CO8 &, COS Sy e~ (23)

n,m

F, = Kgz® 4 > (Ann + Brpyme?) €08 &,2 cos By e
n, m

mit
; Yam = a2 + B2, (24)
un
Fyz(y! Z) = Fz:c(za .’E) = qu(x: y) =0 . (25)
gegeben. :

Stellt man die Randbedingungen
z:O:Gz:p(x>y)7sz:()arzy“::o, (26)

wobei dafiir Sorge zu tragen ist, dass man fir z — oo endliche Spannungen
erhilt und dass fiir £ - o0 und y — oo die Verschiebungen % und » nicht
unendlich werden, so erhilt man Spannungsfunktionen der Form?)

B LG N A R C e o ) I S
Fy,; 2(1 — [u2) bnx = Fq_, + 2(1 - luz) boy ==
2 pe ‘
= Uz Z e‘ﬁ-—g——ﬂ by €O8 0, cOS By e Ymm® | (27)
n,m nm
, 1 .
F,= (24 1) Z —5 (I 4+ 2p — vom2) b, COS 0y, T COS ﬂm?/ o=Vt |
nym nm

Diese Funktionen ergeben die Spannungen

7 1 :
g, = £ by -t Z = 1031 — yun?) + 2u6%] b, cOS &, & COS f,y €~V |
1—pu “ Vam
fad N 2 2
g, =———by + Z ——Bm(l — Vum2) + 2u0l} b,,, cos &,x cos fy e vm*  (28)
L n’mynm .
6, = by Z (L Ynm?) Dpm €OS &, X €OS By €~ ¥um® |
n,m
== Z Bubm cos o, Sin fy e Vam® |
n,m
Ty = z % 2b i SINL 0, COS Py e~ Vamt (28%)
n,m
Ty = — Z ﬁ"zﬂ—m (1 — 2p — Yum?) by 5i0 0 x 8in B,y €7 7en*

n,m ¥nm
3) Es muss bemerkt werden, dass man unendlich viele Gruppen von Spannungsfunlktio-
nen erhalten kann, die alle den.gleichen Spannungszustand ergeben.
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Die obigen Beziehungen wurden so geschrieben, dass die Art und Weise, in
der diese Ergebnisse die Verallgemeinerung der vom Falle der elastischen Halbe-
bene her bekannten Resultate darstellen, klar hervortritt.

Unter Beriicksichtigung der Symmetriebedingungen findet man die Ver-
schiebungskomponenten in der Form

1 .
U = _{: = z (1 - 20—~ Yp?) by sin o2 cos B,y e e
L
n,m "
1 - .
v= *}%lf —ﬂzﬁ (I — 20 — pum?) by €08 a0, sin B,y 0~ ¥mn® (29)
S Vam
1 1—2
W=t Z”{l wxftb

i
z .y [2(1 — u) <+ Vpmz] Bpm €OS x,, T COS Bl evnm”} .
nm

Praktisch h;mgt die Konvergenz der Reihen, welche die Spannungen
ergeben, von dem Faktor b,, ab. Sogar im Falle von Einzellasten kann die
Summe der Reihe durch eine kleine Anzahl von Gliedern angendhert werden,
und zwar dank dem Exponentialfaktor. Die Reihen, welche die Verschiebungen
ergeben, sind in Abhéngigkeit von dem Faktor b,/ konvergent; sie konnen
also mit Hilfe einer noch kleineren Anzahl von Gliedern als die Spannungen
berechnet werden.

Unter Beriicksichtigung von (21) kann man fiir die Trennungsebene schrei-
ben:

(rz(x,v,()):p(x,y)—bo%—lfubc —(1 - 2/‘)2(‘

2
i ) bnm COS &, L COS .H*my >

o N M _ o ~x, \® , .
O’y(“va .l/’ 0) - p($, ?/) bO I 1 . ,u b() (l -‘,u) n}: (?nm) bnm cos O"n X COs p)my )
’ (30)
Tl 9, 0) = — (1 — 2u) D 24 Xl sin o sin By @)
n‘ m } nm :
1 — u? b
w(x, Y, 0) = w, — 2= I cos &, & oS By, (30")

E

n,m YVnm

~ wo die Differenz zwischen der dusseren und der mittleren Belastung in Rech-
nung gezogen ist.
6. Steht der elastische Halbraum unter einer értlichen Belastung der Form

b(x, B) cos xx cos fy da df , (31)

o3

p(x, y) =
wo '

4 ,
?fffp(‘f, 7) cos «& cos B d& dy (32)
i b



ist, so wendet man Spannungsfunktionen der Form

F = fwf [A(x, B) + v2B(«x, f)] 677 cos ox cos fy dx df (33)
[ ] :
an, wo

Tl LR (34)

ist.

Die Spannungsfunktionen konnen folgendermassen geschrieben werden

o

F, = ~Fy:‘u,sz
o 0

i
F, = (2 + y)ff}; (1 + 21 — y2) b(x, B) e~7* cos ax cos By do df,
(U}

G ; i b(x, B) e cos ax cos fy da df,

(35)

®

also dhnlich den Beziehungen (24); man erhilt auf diese Weise analoge Ergeb-
nisse.

Diese Resultate verallgemeinern die von J. Boussivesq [2] fiir den Fall
einer normalen Einzellast auf der Trennungsebene gefundenen Ergebnisse.

7. Im Falle der elastischen Schicht (unendliche, dicke, ebene Platte) kann
man analoge Untersuchungen durchfithren. Man nimmt dafiir die Oz- und Oy-
Achse in der Mittelebene und die Oz-Achse normal zu dieser Ebene.

Es sollen die Fiélle der Symmetrie bzw. Antimetrie in bezug auf die Oxy-
Ebene in Betracht gezogen werden.

Fiir eine periodische Belastung in zwei Richtungen, die gegeniiber der
Ozy-Ebene symmetrisch ist, werden als Spannungsfunktionen

Fo=Kz* + > (Apm D Yoz + V2 Bry 8h yum2) €0s 0,2 cos By ,

n,m

F,=Kygy>+ > (Amm D Vo2 + Vw2 B Sh y,m2) €08 6,2 08 fy (36)

F, =Kz + > (Aupn ch y,mz + pumzBiim Sh y,m?) €08 0,2 cos By ,

mit den Bezeichnungen (19) und (21) gewihlt.
Mit den Randbedingungen
2= 1+cCc:0, =P Y), Tw=0, 1,=0 (37)
- und unter der Voraussetzung, dass die Verschiebungen % und » nicht gleichzeitig
mit den Variabeln x und y unendlich werden (die seitliche Verformung ist durch
die Umgebung verhindert), findet man die Spannungsfunktionen
v 1“(2 _!— /l) P l Au(z + 4“) _
o=y o = = gy
x?: — f2 sh y,mc sh v,z
- IU/Z z V ng ’}}”l 7ﬂc :* : Sh ?nmc Eh ')/'r;mc

b €OS 00, COS B0
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2 =

2 ; ' .
(+I)W+

+
z + 2/‘) sh ynm(‘ — ¥YnmC ch ynm{‘J (‘h ynm yn’m Sh ynmc Sh /n'm
nm YamC + bh YnmC Ch }’nm

b
. =3 €08 &, % €08 f,y (38)

nm

mit den gleichen Bemerkungen wie unter Punkt 5

Daraus folgen fiir die Spannungen die Beziehungen

b _[_ z l—(x . y?l’"bc Cth ’}}n'mc) -+_ 2["[ﬁ2 ] G}l ynmz’ + (x:},n‘"[-z S}I yn'mz
— l‘/ h yﬂ"n
c ?)nmc + h ’)/”m
2 cos &, COS By ,
by - z [Bou(l — Y cth ypme) -+ 2pad ey, 4 B ynmzshy,nz
o 1— 1“ \ ¥ nmC
T Gh ynmc B T
sh y,m¢
bom ,
. =2 GOS8 &, €08 By, (39)
v

1 mC th nm nm® " Vn o m
o, = by 4 L E 2t R Yn®) 1 Yund - Yan S Yok o5 3, 008 fay

7/ )71
chyune + 2
S YumC
'}}wmo Cth 7rl7nc Sh /nmz - anz Ch ')/nmz ,Bm
Tyg = — ) 77 v y bnm COs x,x sin 5my 3
n,m C]l V,”nC "l“ n m nm
sh y,me
G eth ¢ sh z — zch z . .
Tpp = — D L™ V@ S0 Ve 7 Vo™ O8 Yoo X gy i s, 008 By 5 (39)
) ) c Y, N
n,m ch VumC + _YnmC Vnm
sh y,me¢
. = z (] - Q‘(,{, - %mC Ct’h '}Jmnc) Ch Vam? + ynmz Sh 7mnz
y - T i)
", m (’h /nmc + yﬂm
sh y,,.
Wﬁ"l [ L. ]
Dam SIN 06,2 81N B,

}J'n m

und fiir die Verschiebungskomponenten

u

o 14 o Z (L ~— 2“” - ’)/mn”f{fjh yngfz(;) ch yﬂmz + Vam? fghj}nlnf' _ﬁm
- ]L‘ y" Il }”%l'm |

n,m ch y,m€ -
yn ! Sh ynm

by s o 008 By,

233



—

. 1 _f‘ /'L z (l — Z“ - ynmc Ot;h ‘)’nm ) Ch Vnme + Vrm z Shj’:gn% ﬁ

VamC Vim
nm h vy, . S
C y"l "L( + S}l ynrnc
by cOs o2 sin By, (40)
14+ ufl — 2u
w = El{lm/ib°~+
z 21 — ) + Ypme cth y,lmc] Sh Ypmz — Vomz ch y,,2 bwm
yﬂm y“m '
e 1 o Yum®
C YpmC 8 sh -

. CO8 &, & COS (3,9 .

Uber die praktische Anwendung dieser Entwicklungen kénnen analoge
Betrachtungen wie zu Punkt 5 angestellt werden.

Je mehr man sich den Trennungsebenen z == -- ¢ ndhert, umso langsamer
konvergieren die Reihen. Unter Heranziehung von (21) kann-man fiir diese
Ebenen wie folgt schreiben

O-m(x: Y, i C) = p(x: ?/) - bO + ‘"’{; bo - (1 - 2/") 2 (f?n )ﬂbnm COS &, C()Sﬁmy -
+ 1B Ayt ,
— am COS &, €08 B9,
; Vam  2Vam + Sh2 yome Pnt (41)
" Il( O (Xn 2
a,(x,y, + ) = p(x,y) — by -+ = by — (1 — 2u) nz‘ (}’nm) bpym cOS 00,2 008 B0 —

2 2 4
Z e Bl L B b,m COS x,x €OS B ,
ynm “-’Ynmc + Sh Zynm

(%, Yy, £ ) = — (I — 2p) z Xl by sin o, 8in B,y +

'I’Mﬂ

4 R L
%P AL bumsinx,xsinffy, (41)

yﬂm )}’7’17”6 +— Sh Zynm
(=20 + ,

+(1*M)

Wy, o) = gt b
-+ 2(1 ; 1) Z S S [i— CoS o, X 208 f,1 .
] /’ﬂT’? 7 nm
nm cth y,,.c + =55 she y / (417)

Im Falle einer Belastung, die symmetrisch in bezug auf die Oy-Achse and
antimetrisch in bezug auf die Oz-Achse ist

P(T, Y) = D Ay €08 X, % 8IN By (42)

nm



geht man von Spannungsfunktionen der Form

F = (Aym W ym + Vim2Bum 8h y,um2) cos o2 sin By (43)
n,m
aus.
Fiir eine Belastung, die antimetrisch gegeniiber der Oy-Achse und symme-
trisch gegeniiber der Oz-Achse ist,
P(T, Y) = D Cppy 8IN &, COS B0 (44)
n,m

benutzt man Spannungsfunktionen der Form

F =3 (Adumch yumz + Yum2Bum Sh yon?) sin o,x cos B,y . (45)

n,m
Fir eine antimetrische Belastung in bezug auf beide Koordinatenachsen

P&, y) = 2 dyp sin x,2 sin By, (46)

n,m

wihlt man Spannungsfunktionen der Form
F = Z (Anm ch Vum® + anmZBnm sh ynmz) sin XX gin /jmy . (47)
n,m

Die auf diese Weise erzielten Ergebnisse sind den weiter oben dargestellten
analog.

8. Ist die elastische Schicht drtlichen Belastungen der Form (31), (32) unter-
worfen, so konnen folgende Spannungsfunktionen in Anwendung kommen

F = [ 1A, B) chyz + y2Bix, f) sh y2] cos aw cos fy dadf,  (48)
[ ]

mit o
y = Vo(.z P (49)
Auf diese Weise erhilt man die Spannungsfunktionen
0
— f2 shycshyz
Fr:-—FwT—_zﬂszr“z pr shy 4 b(x, B) cos ax cos By do 4
. : " b, B) cos o ydadp,
8 2ve h 2
J ) e sy
[(1 -+ 2u) sh yc — ype ch ye] ch yz -+ pz sh ye sh yz
Fo=2 4 ")f f e S T YRR IR (50
0 0

b
({;’zm cos o cos By da dff,

die in der Form den Beziehungen (35) éhnlich sind. Hieraus kann man Formeln
analog den unter Punkt 7 gefundenen ableiten.

9. Die obigen Ergebnisse sind fiir den Fall giiltig, dass der Korper in einer
Richtung von einer oder zwei Ebenen begrenzt ist. Sie konnen jedoch auch
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auf die Fille erweitert werden, in welchen der Kérper in zwei Richtungen
(Halbschicht, Band) oder drei Richtungen (Halbband, elastisches Parallele-
pipedon) begrenzt ist.

Es sollen nun also die oben ausgefiihrten Gedankenginge auf den allgemeins-
ten Fall des Parallelepipedons (mit den Ausmessungen 2a, 2b, 2¢) angewandt
werden. Zu diesem Zwecke seien als Koordinatenachsen die drei Symmetrie-
ebenen des Parallelepipedons gewihlt und das Problem in acht Belastungs-
fille je nach der Symmetrie oder Antimetrie gegeniiber den drei Koordinaten-
ebenen aufgeteilt. ‘

Fiir die in bezug auf alle drei Koordinatenachsen symmetrichsche Belastung
wiahlt man Spannungsfunktionen der Form

F =K+ Ky + K22 +
+nzn(A am O Vom® V@B, sh y,20) cos o,y cos Bz +
‘ + D (Cpq ¢h 0y + #44yD g 8h 2,5y) C0s 0,2 cos ex + , (51)
b
+ Tz (Brs ch g,z + erzErs sh y,2) cos u,x cos vy ,
wo folgende Beziehungen eingefuhr.t wurden

ni mer

O = 5= B = p (n,m=1,2,3 ..,
pr qr i

()p:T’ 54;7 (7))(_1:],2’3"")’ (52)
r7 ST .

Yy == P’ 5 y‘—_T (r58:1,2,3,- )

und

Vom = V(X% + [}1211 H

Stellt man Randbédingungen in Spannungen, so reduziert sich das Problem
zu der Losung eines unendlichen Systems von linearen algebraischen Gleichun-
gen. Man kann Gedankenginge analog den vom Verfasser a. a. O [16] im
Zusammenhang mit dem ebenen Problem fir das Rechteck dargestellten dazu
anwenden.

10. Die in den obigen Ausfithrungen erzielten Ergebnisse zeigen in anschauli-
cher Weise ein Verfahren, mit Hilfe dessen man direkt rdumliche Probleme der
Elastizititstheorie auf Grund der hier gefundenen Darstellungen angreifen
kann.
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Souhrn

O NEKTERYCH PROSTOROVYCH PROBLEMECH
TEORIE PRUZNOSTI

P. P. TEoDORESCU
(Doslo dne 1. prosince 1958.)

V praci je feSen prostorovy problém matematické teorie pruznosti pomoci
t¥i biharmonickych nebo tif resp. ¢tyr (v = }) harmonickych funkei. Vychazi
se pfitom z rovnic Beltramiho..

Fourierovymi fadami je pak feSen problém pruzného poloprostoru a pruiné
vrstvy pro p¥ipad periodického zatiZeni resp. zatiZeni osamélym bfemenem.

Dale je v ¢lanku naznadena cesta pro FeSeni napjatosti pruzného kvadru.

Peswome

O HEROTOPHKIX TTPOCTPAHCTBEHHBIX 3AJAYAX
TEOPUN VIIPYTOCTU

II. II. TEOOPECRY (P. P. Teodorescu) .
(Mocrymuno u pemakmuo 1/X1T 1958 r.)

B pafore pemaercs UpocrpaHeTBeHHasl 3aaua MareMaTHyecKod Teopum
YOPYTOCTH NPU TLOMOINM TpeX OMIapMOHUWYECKHX WM 3Ke TPeX U, BO3MOMKHO,
yeThIpex (u = 1) rapmonuveckux (yErmuid. McXONHBM DYUKTOM CIYMKAT
ypapaenusa hesnTpamm.

pnmensas papst Myphe, pemaer aBTop 3ajauy YIPYToTo HONYNDOCTPaH-
¢TBA W YUPYTOTQ ¢lOA B caydyae LepUoInIecKod HArPys3KH MIIH 3KC HArPy3Ku
OJIMHOKUM OpeMeneM.

3aTeM B cTaThe HaMeuyeH IYTh DCLUEHUA HATPSKeHHOCTH YUPYIoro napa-
ITese NMIe/a.

238



		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T21:30:02+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




