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SVAZEK 5 (1960) A P L I K A C E MATE MÁTI KY ČÍSLO 3 

T E S T ROVNOSTI KVANTILÚ DVOU NORMÁLNÍCH R O Z D Ě L E N Í 

J O S E F M A C H B K 

(Došlo dne 24. července 1959) 

J e navržen přibližný test hypothesy, že dvě normální rozdělení s ne
známými průměry a rozptyly mají stejný 100p% a 100g% kvantil 
(p může být různé od q). Zároveň je uveden přibližný výraz pro kvantil 
necentrálního ^-rozdělení. Navržený test je založen n a „necentrální 
analogii" WELCHOVA řešení Fisher-Behrensova problému. 

1. Ú V O D 

V některých aplikacích není pro srovnání dvou normálních rozdělení roz
hodující ani pouhá vzájemná poloha jejich středních hodnot, ani pouhý vzá
jemný poměr jejich rozptylů, nýbrž vzájemná poloha jejich určitých kvantitu. 
Tak např. může mít význam otázka, zda 1 0 % kvantil jednoho rozdělení 
není menší než 1 0 % kvantil druhého rozdělení. Někdy dokonce může jít 
u jednoho rozdělení o jiný kvantil než u druhého, např. je třeba srovnat 1 0 % 
kvanti l s 5%, apod. Zejména pro rozdělení životnosti (trvanlivosti) nebo pro 
rozdělení odolnosti vůči určitému podnětu jsou nejdůležitější charakteristikou 
kvantily a nikoliv samotné střední hodnoty nebo rozptyly. 

Jestliže rozptyly obou rozdělení jsou známy, pak se hypothesa o jejich 
kvantilech redukuje na hypothesu o jejich středních hodnotách. Jestliže 
rozptyly jsou stejné a srovnávají se stejné kvantily, pak jde rovněž o test 
hypothesy o rozdílu mezi průměry dvou normálních rozdělení a úloha je ře
šena Studentovým testem. Jde-li o dva různé kvantily a rozptyly jsou stejné, 
pak — jak ukázal W A L S H V [1] — je úloha testu rovnosti dvou kvantilů 
a tiloha intervalového odhadu rozdílu mezi kvantily přesně řešena pomocí 
necentrálního £=rozdělení. Nelze-li předpokládat, že rozptyly obou rozdělení 
jsou stejné, a je-li jejich poměr neznám, je úloha podstatně složitější a bude 
zde jen přibližně vyřešena. 

V oddíle 3 bude popsán test rovnosti dvou kvantilů pro případ, kdy -poměr 
rozptylů je znám, v oddíle 4 budou uvedeny dva přibližné testy pro případ, 
k d y poměr rozptylů je neznám. 
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2. FORMULACE Ú L O H Y A ZNAČENÍ 

v 
Jsou dány dva soubory s normálním rozdělením, Px se střední hodnotou \ux 

a s rozptylem a\ a P% se střední hodnotou /u2 a s rozptylem a\. Dále nechť f 
značí I00p% kvantil souboru Px a r\ 100g% kvantil souboru P2, kde p, q jsou 
daná čísla z intervalu (0,1). Z P , se provádí náhodný výběr rozsahu nx, 
Xx, X2, ..., XnX, z P2 náhodný výběr Yx, Y2, ..., Yn2 rozsahu n2. N a základě 
těchto výběrů jest ověřiti hypothesu 

proti alternativě 
B>r\ . 

Odhad střední hodnoty /^ označíme OJ, odhad střední hodnoty /^ P a ^ ^- Ne
stranné odhady rozptylů cr2 a a\ označíme s\ a s\, t edy 

=ІŽX- ^йг--
1 

T 2 , < * . - *>2 • «i = B —- r 2 <7- - *>' 
i 

Hypothesa | = r\ je zřejmě ekvivalentní hypothese 

!H — P% = UQ°2 — uí>ax > 

kde up a ug jsou kvantily standardisovaného normálního rozdělení, 

1 t г u X ** 
ï „ " ľ j ; _ Гг/íł_\-^2 ~T / (2TE)

 2 e 2 át = p , / (2-r) 2 e 2 dí = g , 
— oo — oo 

a alternativa | > 17 je ekvivalentní alternativě 

/"i — ^2 > uaa2 — uv°\ • 

Hypothesu £ = r\ zamítneme ve prospěch alternativy I > r\, jestliže odhad 
rozdílu \ux — \u2 nabude „příliš vysoké h o d n o t y " , t j . když nastane jev 

(1) x — y > A(sx, s2) , 

kde A(sx, s2) je funkce odhadů sx, s2 směrodatných odchylek ax, a2, stanovená 
tak, aby 

(2) P{x - y > A(sx, s2) I f = ?]} = a , 

t j . , aby pravděpodobnost splnění nerovnosti (1), když hypothesa £ = rj 

je správná, byla rovna zvolené hladině významnosti oc. 
Hlavní problém spočívá v nalezení funkce A(sx, s2). 
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3. Ř E Š E N Í P R O P Ř Í P A D Z N Á M É H O P O M Ě R U R O Z P T Y L Ů 

Označme poměr rozptylů a\ a o_ symbolem X2, 

a 2 

a\ 
Za platnosti testované hypothesy má rozdíl x — y zřejmě normální rozdělení 
se střední hodnotou 

a&uQ — axuT — ax(Xuq — up) 
a s rozptylem 

Rozptyl 0_ odhadneme ze spojených výběrů jako 

K - i ) ,; + ( » , _ i) *«/A" 

Veličina 

x — y 
ÏL + ŁT 
L% щ\ 

m á za platnosti testované hypothesy necentrální č-rozdělení s parametrem 
necentrality - , _ é 

5-=(^a~^)[-+-J 
a s / = wx -f w2 ~ 2 stupni volnosti. 

Funkce A(sx, s2) je tedy pro případ, kdy rozptyly a\, a\ jsou ve známém 
poměru JI2, dána výrazem 

A(sx, a_) = s — + — . í / wx + w_ - 2 , — - L , « 

' P-+-T 
L W 1 ™2 1 kde í(/, Ó, a) značí 100<%% kritickou hodnotu (tj. 100(1 — a)% kvantil) ne-

centrálního ř-rozdelení s / s tupni volnosti a s parametrem necentrality d. 
T u t o kritickou hodnotu lze stanovit z tabulek necentrálního í-rozdělení, při
pravených J O H N S O N E M a W E L C H E M (viz [3] a [4]), nebo vypočítat z následu
jícího rozvoje. Rozvoj 100y% kvantilu necentrálního í-rozdělení a / stupni 
volnosti a s parametrem necentrality ó v mocninách převrácené hodnoty 
počtu s tupňů volnosti až do členů druhého řádu jest 

l + AyUy 1 + AyUy 
(3) t(ftô,l-y) = AAl + 

. (8AyuY - 3A* + 4) H 
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4. ŘEŠENÍ PRO PŘÍPAD NEZNÁMÉHO POMĚRU ROZPTYLŮ 

Pro případ, kdy poměr rozptylů není znám, je nutná jakási „necentrální 
analogie" řešení Fisher-Behrensova problému, jaké podal WELCH V [2], 
po případě vhodné rozšíření tabulek A. ASPINOVÉ [5], které z tohoto řešení 
vycházejí. Stanovení funkce A(s1, s2) odhadů sx a s2, splňující podmínku (2), 
je zde však mnohem, složitější než v případě srovnání průměrů. Stejným 
postupem, jakého užil WELCH V [2], byl hledán rozvoj funkce A(sx, s2) v řadu 

1 1 
v mocninách j - , j - , kde /,- je počet stupňů volnosti pro odhad 8U i — 1, 2. 

ti 12 

Složitost členů roste však mnohem rychleji než v „centrálním případě", 

,kže již členy druhého řádu?v j - by 
li 

Pro zjednodušení zápisu položme 
- up = % , ua = a%, _L --. & i . = h . 

nx
 l n2 

V tomto značení jsou parametry normálního rozdělení charakteristiky x — y 
za platnosti testované hypothesy rovny: 

střední hodnota 

takže již členy druhého řádu,v j - by neměly pro praktický výpočet význam. 
li 

a rozptyl 

--(* — y) = J,aiài 

D(5-# ) - j^ f . 

Do členů prvního řádu v j - je funkce A(s±, s2) z (1) rovna 
li 

2 

(4) 
r i* 

A(slf s2) = ^ O-ÍSÍ + % - a 2 6 ^ + 2 "4X" + 

+%-«[2^?]2 2JW2M*+"---M*+6'4/(4/*) • 
Položíme-li zde a{ = 0, i = 1, 2 (což odpovídá testu rovnosti 50% kvantilů), 
dostaneme výraz, shodný s prvními členy rozvoje kritické hodnoty pro test 
hypothesy fj,t = _w2 při různých rozptylech, jak je uveden v [2]. 

Jiná možnost přibližného stanovení funkce A(s1, s2) plyne z nahrazení 
lineární kombinace náhodných veličin s x2 rozdělením, 2>PiXi{fi), náhodnou 
veličinou tvaru c %2(f), kde c a / je určeno tak, aby první dva momenty veličiny 
c X2(f) se shodovaly s prvními dvěma momenty veličiny S/?ť xlifi), čili 

c - d^&ifi)-1, f = (žPifir&lfi)-1 • 
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Odhad 2&,-«i má rozdělení jako J Á Xi(fi) s & = Mť/Zť, /<=-=»<— 1. Nahradí-
i i 

me-li toto rozděleni rozdělením c #*(/), pak kriterium 
2 

2 ч - } (5) (* - Ž/)(2&Ä2) 
I 

má rozdělení přibližně jako 

(^-^)(^ 2 (/))"* = (x-y)(Жfi 

íxHfmmfimmfi)!* kvwi*' 
kde Y má normální rozdělení se střední hodnotou 'Zaiaíl]/'Ebiai a s rozptylem 1. 
Charakteristika (5) má pak přibližně necentrální č-rozdělení s parametrem 
necentrality .Sa^/yŽřX-tr? a s 

/ s = ( W „(gMf)2 

' Sfl/i - ' Šéfa* 

stupni volnosti. Jako přibližné hodnoty pro 4̂(<sl3 s2) by tedy bylo možno užít 

( 8 ) Aj*,*-VB*.t(%ff.jgi..); 
kde í(/, ó, a) je I00a% kritická hodnota necentrálního ř-rozdělení. Do výrazů 
pro parametr necentrality a pro počet stupňů volnosti byly za neznámé para
metry crz dosazeny odhady si} i = 1, 2. 

Pro srovnání obou aproximací byl vypočten rozdíl mezi výrazy (5) a (6), 
kde v (6) byl kvantil 

Í(--MI)2 ggigj 

rozvinut podle (3). Aproximace se liší již ve členech řádu prvního, zatímco 
přibližné kritické hodnofcy pro test rozdílu mezi průměry se odchylují od rozvoje 
přesného řešení až ve členech druhého řádu. 
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Резюме 

ПРОВЕРКА РАВЕНСТВА КВАНТИЛЕЙ ДВУХ НОРМАЛЬНЫХ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

ИОСЕФ МАХЕК (Лове* МасПек) 

В настоящей заметке приведен приближенный критерий для проверки 

гипотезы, что две нормальных совокупности имеют равные друг другу 

100р% и 100^% квантили (здесь р может быть разным от ^), если взаимное 

отношение дисперсий неизвестно. В то же время дано приближенное выра

жение (3) для квантили нецентрального I—распределения. Предложенный 

критерий является каким-то „нецентральным аналогом" критерия Вельча 

(см. [2]) для проверки равенства средних значений двух нормальных 

совокупностей, если их дисперсии вполне неизвестны, не равны друг 

другу, и неизвестно даже их взаимное отношение. 

S u m m a r y 

ON A COMPARISON OF TWO NORMAL P O P U L A T I O N S 

JOSBB M A O H B K 

I n this note an approximate test is given for the hypothesis t h a t two normal 

populations with completely unknown means and variances, have equal 

1002?% a n ( i 100q% quantiles (p and q are given numbers, p possibly different 

from q), Also an approximation to the quantile of the non-central ^-distribut

ion is given. The proposed significance test might be said to be a "non-central 

analogue" of Welch's solution of the Behrens — Fisher problem. 
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