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SVAZEK5(1960) APLIK ACE M ATE M ATI K Y ČÍSLO 5 

0 SPEKTRU „VZORKOVANÉHO4£ STACIONÁRNÍHO 
NÁHODNÉHO PROCESU 

LUDVÍK PROUZA 

(Došlo dne 10. září 1959.) 

V Článku se vyšetřuje souvislost spektra stacionárního náhodného 
procesu a příslušné „vzorkované" („vybrané") náhodné posloupnosti. 

1. ÚVOD 

Necht t je reálné. Neehe |(ř) je komplexní náhodný proces stacionární 
v širším smyslu s korelační funkcí R(t) a spektrální funkcí F(X), definovanou 
známou CHINČINOVOU formulí 

(1) R(t) = / eitX dF(X) 

a normovanou vztahy 

1) F(?J) je spojitá zprava, 

2) F(~ oo) -= 0 . 

Necht n — 0, 4- 1, 4- 2, ... Necht {Í(n)} je posloupnost „vzorkovaná'£ 

(„vybraná") z procesu £(t). .Jak známo, t a to náhodná posloupnost je stacio
nární v širším smyslu a má korelační posloupnost {R(n)} a spektrální funkci 
V(X), definovanou pro X e (— n, TI) známou WOLDOVOU formulí 

(2) R(n) -= / eink áV(X) 
— 71 

a normovanou vztahy 

].*) V(X) je spojitá zprava, 

2*) V(- n) = 0 . 

V dalším se budeme zabývat relací mezi F(X) a V(X). 
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2. VZTAH MEZI F(X) a V(X) 

Věta. A. Nechť k = O, 1, 2, . . . Nechť A e < — JT, JT>. Aree&£ /e (Mwt posloupnost 

funkci {Ffc(A)}, Me 

(3) Ffc(A) - ^ {-?[* + 2m^] - E[(2W - 1) TT]} . 
m - — fc 

Poíom, 

(4) F(A) = lim Ffc(A) , 

přičemž konvergence je stejnoměrná pro A e < — n, n). 

B. Nechť proces £(t) je reálný. Pak platí téz 

00 

(5) V(l) = F(l) + J {F[2mn + A] - F[2w?r - A - 0]} -
m = l 

- f {E[(2m + 1) -t] - F[(2m + 1) * - 0]} . 

C. Nechť existuje spektrální hustota j(X) = F'(X). Pak existuje spektrální 
hustota v(X) = F'(A) « pžaíí 

00 

(6) v(l) =-= 2 /(A + 2WTT) . 

TO = — CO 

D ů k a z : A. Následující vlastnosti ^F,(A)} jsou skoro samozřejmé: 

a) Vk( — n) = O pro každé k, 
b) Ffc(A) je neklesající v A. pro každé k, 
c) Ffc(A) je zprava spojitá v A pro každé Jfc, 
d) F,C(A) ^ F(oo) pro každé k, 
e ) V7c(A) 2í- Ffc+1(A) pro každé & a A, 
f) lim F,c(7r) = F(OD) . 

fc—^oo 

Z d), e) plyne ihned existence funkce V*(K) — lim FA;(A) pro každé A e < — n, 
fc—>oo 

TT>. Z b) je patrno, že V*(A) je neklesající v A. Protože pro l > I - a každé A e 
e < — TC, TI) platí 

(7) Vl(X) ™ 7fc(A) ^ 77(oo) - F[(2k - 1) TT] + F[- (2k + 1) n\, 

je zřejmé, že konvergence {Vk(kj} k F*(A) je stejnoměrná pro Ae <— -c, TT>. 
Z c) je patrno, že F*(A) je spojitá zprava, z a) plyne, že F*( — n) — 0. 

Dále platí 
J! (2fe + l)7I 

(8) / einX áVk(K) = / e™A d/j1(A) , 
~(2fc+l)я 

tedy z (i; 

(9) lim / ein* dF,(A) = R(n). 
fc—>oo - 7t 
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Avšak ze shora uvedených vlastností F*(A) je zřejmé, že na posloupnost 
{Vk(Á)} a V*(K) lze použít HELLYOVY věty (viz [2], s. 206), proto 

.1. 

(10) J ein* dV*(A) = R(n) 
- JI 

s týmiž normovaeími vztahy na V*(X) jako v 1*) a 2*). Tedy 

V*(A) -= V(l) . 

B. Pro reálný proces £(t) platí, jak známo, 

(11) F(X - 2/tm) = F(cc) - F(2kn - A - 0) . 

S použitím tohoto vztahu plyne snadno (5) z (3). 

Vzorec (5) uvádí s j iným normováním W O L D ve své základní práci [1] 
(viz [1], s. 70). 

C. Z (3) máme pro A e <(— TZ, TI} 

(12) Vh(A) = J dFfc(A) = J 2 /(A + 2m^) dA . 
- ?l — .-T m = — fc 

Definujme 

(13) ^(A) = ^ / (* + 2 « ^ ) • 
m=—k 

Potom zřejmě 

(14) 0 ^ vM ^ ^ + 1 (A) 

pro každé k, A. S připuštěním hodnoty oo existuje tedy funkce v*(A) = 
= lim vk(X). Jež to pro každé k a A e < — :r, JE> platí 

fc—S-00 

(15) J t ; f c ( A ) d A ^ P ( o o ) 3 
— n • 

A 

existuje lim J vk(X) dA. Tedy z jedné známé věty (viz [3], s. 387 — 388) plyne, 
fc—Í-CO —n 

že v*(A) je v <— jr, -t> skoro všude konečná a integrovatelná a 
/i 

(16) V(A) = Jv*(A)dA. 
— J Í 

Můžeme tedy definovat 

(17) „(A) =- »*(*) 

(viz též [4], s. 57). 
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Р е з ю м е 

О СПЕКТРЕ "ВЫБРАННОГО" СТАЦИОНАРНОГО 
СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 

ЛЮДОВИК ПРОУЗА (ЬлкМк Ргоига) 

В статье исследуется соотношение между спектром Р(Х) стационарного 

случайного процесса и спектром У(Х) соответствующей ,,выбранной" слу

чайной последовательности. Доказывается формула 

У(Х) = ^ {IIА + 2тл] — Щ2т — 1) тг]} , 
П 1 = — 00 

и показывается ее связь с одной формулой Вольда и формулой для спек

тральных плотностей. 

S u m m a r y 

ON T H E SPECTRUM OF S A M P L E D " STATIONARY RANDOM 

PROCESSES 

L U D V I K PROUZA 

I n this article the relation between the spectrum F(X) of a stationary ra-ndom 

process and the spectrum V(X) of the related 5,sampled" random sequence is 

investigated. The formula 

vw = 2 iFtx + 2mn\ - Ftt2m - l) «]) 
•m~ — QO 

is proved and its relation to a formula of Wold and the formula for spectral 

densities, is shown. 
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