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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY cisLo s

O SPEKTRU , VZORKOVANEHO* STACIONARNIHO
NAHODNEHO PROCESU

Lupvik Prouza
(Doslo dne 10, zaii 1959.)

V ¢lanku se vySetfuje souvislost spektra stacionarniho nahodného
procesu a piisluéné ,,vzorkované® (,,vybrané‘) nahodné posloupnosti.

1. TVOD

Necht ¢ je realné. Neche &(t) je komplexni ndhodny proces stacionarni
v §ir§im smyslu s korelaéni funkei R(t) a spektralni funkei F(1), definovanou
znamou CHINCINOVOU formuli

(1) R(t) == fci“ dF(A)

anormovanou vztahy
1) F(2) je spojita zprava,
2) F(—co0)=10.

Necht n =0, 4 1, -2, ... Necht {&(n)} je posloupnost ,,vzorkovana
(,,vybranda“) z procesu &(t). Jak znamo, tato nahodna posloupnost je stacio-
narni v &ir§im smyslu a ma korelatni posloupnost {R(n)} a spektralni funlkci
V(2), definovanou pro 2 e ¢~ 7, 2> znamou Worpovou formuli

(2) R(n) = [ e dV(4)
a normovanou vztahy

1*) V(4) je spojita zprava,

2%y V(— m) = 0.

V dalgim se budeme zabyvat relaci mezi F(4) a V(4).
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2. VZTAH MEZI F(4) a V(A)

Yéta. A. Necht k= 0,1, 2, ... Necht A «
funket {V,(1)}, kde

{— m, wy. Necht je ddann posloupnost

1S
(3) Vild) = > {F[4 + 2ma) — F[(2m — 1) al} .
m=—k
Potom
(4) V() = lim V(1) ,

piicemi konvergence je stejnomérnd pro -Ae {— m, T).

B. Necht proces &(t) je redlny. Pak plati téZ

0

(5) V() = F(2) Z {F2mn + 2] — F(2ma — 7 — 0]} —
— i{lf’[(Zm + 1) a] — F{(2m -+ 1) =z — 0]} .

C. Necht existuje speltrdlni husiota (1) = F'(2). Pak existuje spekivdlni
hustota v(1) = V'(1) a platt
(8) Ay = > fli+ 2mm).
Dikaz: A. Nasledujici vlastnosti {V,(1)} jsou skoro samoziejmé:
a) Vk(— ) = 0 pro kazdé k,
h) V(1) je neklesajici v A pro kazdé k,
¢) Vi(4) jo zprava spojitd v 4 pro kazde k,
d) V(1) = F(oo) pro kazdé k,
e) Vi(2) = Vi (4) pro kazdé k a 4,
f) l}lm Vi(r) = F(0) .

d), e) plyne ihned existence funkee V*(3) = lim V,{4) pro kazdé 1 ¢ {— =,

k—w
wy. Z b) je patrno, Ze V*(1) je neklesajici v A. ProtoZe pro I > I a kazdé 4 ¢
€ {— m, w) plati
(7 Vid) = Vi(d) = F(oo) — FI(2k — 1) 7] + F[- (2k + 1) =],
je zFejmé, e konvergence {V (1)} k V*(1) je stejnomérnd pro Ae {— m, m).
Z c) je patrno, ze V*(1) je spojita zprava, z a) plyne, ze V¥(— n) = 0.
Diéle plati

a (2k+1)7

(8) . [emtdV,(d) = [ entdF(2),
—a ~(2k+ 1)

“tedv z (1)

) lim [ et dV,(3) = R(n) .

k=0 —1
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Aviak ze shora uvedenych vlastnosti V*(2) je ziejmé, %e na posloupnost
{V(A)} a V*(2) Ize pouiit HELLYOVY véty (viz [2], s. 206), proto

(10) f eint dV*(1) = R(n)

s tymiz normovacimi vetahy na V*(1) jako v 1¥) a 2%). Tedy
V*(A) =V(2).
B. Pro redlny proces &(f) plati, jak znamo,
(11) F(i — 2kn) = F(owo) — Fkn — 1 — 0) .
S pouzitim tohoto vztahu plyne snadno (5) z (3).

Vzorec (5) uvadi s jinym normovinim WoLb ve své zakladni prici {1]
(viz [1], 8. 70).

C. Z(3)mameprod e {— m, 7>

a 4 &
(12) Vild) = [dV(d) = [ > [+ 2ma)dA.
T —am=—k
Definujme
k
(13) v(d) = > A+ 2mz).
m=—k

Potom ztejmé
(14) 0 = v(4) = vy(2)
pro kaidé k, . S piipudténim hodnoty oo existuje tedy funkce v¥(1) =

= lim v,(4). Jeito pro kazdé k a A ¢ {— =, x> plati *
k—x .
A
(15) [od) d2 < F(eo),
A o
existuje lim [ v,(1) di. Tedy z jedné znamé véty (viz [3], s. 387—388) plyne,
k—w —n

ze v¥(4) je v {— =, &) skoro viude kone¢na a integrovatelna a
a

(16) V(A) = [v*(4)dAi.

Muzeme tedy definovat

(17) v(d) = v¥(4)
(viz téz [4], s. BT).
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Peswowme

O CIOEKTPE “BLIGPAHHOTI'O” CTAIUOHAPHOTO
CAYYAHOTO MPOLECCA

JIWITOBUR NMPOY3A (Ludvik Prouza)

B c¢rarbe uccaeayerca coorHolicHHe Me;KAy cuektpoM F(4) erammonapHoro
¢ayvaiinoro npomnecca u cnekTpom V(4) cooTBeTcTByloniei ,,BuiGpannoi’t cmy-
waiinoii mocdiegoBarenbrocty. Jokasbiraeten gopmyna

V) = 3 (FIA+ 2mx] — Fl(@m — 1) al},

M= 00

M FOKa3bBACTCA ee ¢BA3L ¢ OAHOH Gopmyaoil Boabaa u dopmynoi pis ciiex-
TPANBHBX IIOTHOCTEI,

Summary

ON THE SPECTRUM OF ,SAMPLED® STATIONARY RANDOM
PROCESSES

| Lubvig Prouza

In this article the relation between the spectrum I'(1) of a stationary random
process and the spectrum V(1) of the related ,,sampled random sequence is
investigated. The formula

@

V)= 3 {F[2+ 2ma] — F[(2m — 1) a]}

Nz —

is proved and its relation to a formula of Wold and the formula for spectral
densities, is shown.
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