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SVAZEK 5(1960) A P L I K A C E MATE MÁTI KY ČÍSLO 6 

POZNÁMKA K JEDNÉ FORMULI O „VZORKOVANÝCH" FUNKCÍCH 

LUDVÍK PROUZA 

(Došlo dne 17. září 1959) 

V článku se vyšetřuje platnost jedné důležité formule, známé z teorie 
diskrétní Laplaceovy transformace a lineárních impulsních filtrů. 

ÚVOD 

V této poznámce se budeme zabývat jistým zobecněním důležité formule 

(1) B*(s) = f iř(s + 2nin) , 
n= — oo 

kde R(s) je Laplaceova transformace nějaké funkce r(t) a R*(s) je diskrétní 
Laplaceova transformace „vzorkované" posloupnosti {r(n)}. 

Důkaz formule (1) má dlouhou historii; podrobný seznam příslušných 
pramenů, obsahujících též aplikace formule, najde Čtenář v [6], [7]. 

1. NĚKOLIK PŘEDBĚŽNÝCH POZNÁMEK 

Budiž t reálné (v aplikacích značí čas). Budiž k = 0, 1, 2, Nechť r(t) 
je reálná funkce, splňující podmínky 

1. r(t) — 0 pro t < 0, 
2. r(t) má Riemannův integrál v každém konečném intervalu, 
3. \r(t)\ < Aeat pro ř ^ O a nějaké A > 0, <% > 0. 
Nechť s je komplexní. Laplaceova transformace 

00 

(2) R(s) = Je-** r(t) át 
o 

funkce r(t), jak známo, existuje pro s splňující podmínku Re s > s0 > cx. 
Nechť Te<0, 1). Z 3. plyne existence zobecněné diskrétní Laplaceovy trans
formace 

OO 

(3) R*(s, T) -= 2 e-*^+k) r(% + Je) , 
k=>0 
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a protože 
<» 00 

(4) 2 e - ^ ^ H r + k)\ s : Ae- T e ^ 8 - ^ < oo , 
fe=0 fc^O 

konverguje řada v (3) absolutně a stejnoměrně pro T e <0, 1>. Vzhledem 
i 

k 2. existuje Riemannův integrál / B*(s, r) ár. Rozšiřme definici B*(s, t) 
o 

na všechna reálná T tak, že B*(s, r) bude periodická s periodou 1. Zřejmě 
k B*(s, r) můžeme vytvořit Fourierovu řadu 

(5) i г*0,т)~ 2 вжe 

kde 

2nimr 

m = - co 

(6) cm = / 2 e- ( s + 2 3 t i f n ) < T + í:V(T + ifc) dT = 2 / e- ( s + 2 7 I l ' m > ( T + fc)r(T + jfc) dT -= 
0 fc = 0 fc_=00 

= B(s + 27rim) . 

Oprávněnost záměny integrace a sumace v (6) plyne ze stejnoměrné konver
gence řady v (3). 

2. DVĚ VETY O KONVERGENCI 

Věta 2,1. Nechť funkce r(t) splňuje podmínky 1., 2., 3., nechť u > O a nechť 
pro každé t existuje 

(7) lim * ' + « > + * ' - « > . 
U-.-Q 2 

Nechť Q je reálné, O < Q < 1. Pak pro každé r 

(8) 

V e - * * * ) lim K T + * + u) + rfr + * - «) ^ ^ y m, W ) e « - " " . 

D ů k a z : Existuje 

r R*(8> r ± ̂  ± Jž*(,g; T ~ ^ -

м.) Ľ m V в-.(T+» «-"*(* + k ± «) + ggfr + * - __) = 

>°fc = 0 

____ V e-«(r+fc) um

r(T + k + u ) +r(r + k^u) 

á' -* 2 

kde přechod od prostředního výrazu k výrazu vpravo plyne ze stejnoměrné 
konvergence řady v (3) a existence limity v (7). Odtud plyne, že Fourierova 
řada v (5) má Abel-Poissonův součet (9), t j . plyne (8). 
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Kdybychom nepředpokládali platnost podmínky (7), plyne už z integrova-
telnosti R*(s, ^) dle Riemanna, že (8) platí skoro všude, ježto, jak známo, 
množina bodů nespojitosti R*(s, z) má Lebesgueovu míru 0. To však z hle
diska aplikací má malý význam, naopak, z hlediska aplikací je důležitá 

N 

otázka konvergence řady v (5) v obyčejném smyslu (tj. ve smyslu lim ]> ). 
ÍV-KCO m=-N 

Veta 2,2. Nechť T _ 0. Nechť r(t) splňuje 1., 2., 3. a má omezenou variaci 
00 

v intervalu <0, Ty, nechť existuje r'(t) pro t > T. Nechť f exp (— st) r'(t) át 
Ť 

konverguje pro nějaké reálné s0 > 0 a je omezený pro Re s > s0. Potom řada v (5) 
konverguje v obyčejném smyslu. 

D ů k a z : Podle jedné Doetsehovy věty (viz [2], s. 198, věta 9) platí za podmí

nek věty 2,2 R(s) = 0 IT-TJ pro s -> oo stejnoměrně v Re s > s0. Speciálně 

tedy R(s + 2mm) = 0 1 — 1 pro pevně zvolené s. Dále za podmínek věty 2,2 

platí věta 2,1, t j . platí (8). Na základě jedné Littlewoodovy věty (viz [3], 
s. 501) platí tedy tvrzení věty 2,2. 

3. SPECIÁLNÍ P Ř Í P A D PŘENOSOVÉ F U N K C E L I N E Á R N Í H O F I L T R U 

Necht je dán lineami filtr se soustředěnými parametry s přenosovou funkcí 

do) w^ = wr 
kde P(s) a Q(s) jsou polynomy a stupen P(s) je aspoň o 1 nižší než stupeň Q(s). 
Označme w(t) impulsní odezvu (váhovou funkci) filtru. Potom 

CO c o 

(11) ~ w(0 + ) + 2 e~skw(k) = 2 W^s + 27tim) • 
fc=l m= - oo 

D ů k a z : J a k známo, w(t) má jediný koneěný skok v bodě t = 0, je-li stupeň 
P(s) právě o 1 nižší než stupeň Q(s), j inak je spojitá, splňuje 1., 2., 3., má 
derivaci a platí pro ni věta 2,2, jak plyne např. z [2], s. 138. Pro r — 0 do
stáváme tedy z (3), (5), (6) ihned (11) (s r(t) = w(t), R(s) — W(s)). 

Je-li iv(0-\-) — 0, dostáváme z (11) formuli (1). 

Z Á V Ě R 

V Článku jsme ukázali zobecnění formule (1) (vzorec (8)); dále jsme ukázali, 
že pro funkce r(t), vyskytující se v aplikacích, řada (5) konverguje v obyčej
ném smyslu; speciálně pro přenosové funkce lineárních filtrů tvaru (10) platí 

455 



(11) v obyčejném smyslu. Je-li w(0+) 4= 0, je W(s -f- 2nim) právě řádu 

Oj- I , jak plyne např. z [4], s. 458 — 461 (nebo přímo z (10)). Rada vpravo 

v (11) konverguje v tomto případě pomalu, takže např. grafické konstrukce 
na ní založené, popsané v literatuře (např. [5]), jsou patrně málo přesné. 
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Резюме 

ПРИМЕЧАНИЕ К ОДНОЙ ФОРМУЛЕ О „ВЫБРАННЫХ" 

ФУНКЦИЯХ 

ЛЮДОВИК ПРОУЗА (ТшЫк Ргоига) 

В статье исследуется некоторое обобщение важной формулы 
00 

(1) В*(8) = 2 Я(8 + 2™п) , 
ге = - 00 

где В(з) означает преобразование Лапласа некоторой функции г(1), а 
В*(в) — дискретное преобразование Лапласа „выбранной" последова
тельности {г(п)}. 

Подробный список литературы к истории доказательства формулы (1) 
и различным применениям найдется в [6], [7]. 
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S u m m a r y 

NOTE ON A FORMULA ON "SAMPLED" FUNCTIONS 

LUDVIK PROUZA 

In this paper a generalization of the important formula 
oo 

(1) R*(s) = 2 R(s + 2™) 
i . = — oo 

is investigated, where R(s) is the Laplace transform of a function r(t) and 
R*(s) is the discrete Laplace transform of the "sampled" sequence {r(n)}. 

A fairly complete bibliography concerning the history of proof of this 
formula and its various applications can be found in [6], [7]. 
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