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SVAZEK 6 (1961) A P L I K A C E M ATEM ATI K Y ČÍSLO 5 

SUR LE PROBLÈME DU QUART DE PLAN ÉLASTIQUE 

P. P. TEODORESCU 

(Reçu le 13 mai i960.) 

En s'appuyant sur la théorie de la transformation de Fourier, on démontre, 
dans le présent travail, la réduction du premier problème de l'élasticité pour 
un quart de plan à une équation intégrale de la seconde espèce. La norme du 
noyau étant plus petite que l'unité, on peut se servir de la série de Neumann. 

1. En rejetant à l'infini un ou plusieurs côtés d'un rectangle élastique plan, on 
obtient des figures idéalisées qui — chacune à sa manière — constituent l'approximation 
d'un cas réel, rencontré dans la pratique. Une de ces figures, dont l'étude est la plus 
difficile du point de vue mathématique, est le quart de plan élastique. 

On obtient le quart de plan élastique x g; 0, y 2: 0 en rejetant à l'infini deux 
côtés adjacents d'un rectangle élastique. Le quart de plan élastique, actionné par 
une charge périodique sur l'un de ses côtés, peut constituer par exemple — en pratique 
— la poutre de bout dans le cas d'une poutre-paroi continue, à hauteur infinie, ayant 
une infinité d'ouvertures égales et identiquement actionnées. Les résultats correspon
dants peuvent être encore utilisés pour l'étude de l'effet local dans la région d'appui 
d'une poutre-paroi à une seule ouverture. 

Le quart de plan élastique peut être encore considéré comme un cas particulier 
du coin plan élastique (un domaine borné par deux demi-droites concurrentes 
à distance finie). Ce problème est étudié généralement à l'aide des coordonnées po
laires. 

2. Le cas du coin plan élastique, actionné sur l'un de ses côtés par une charge 
uniformément distribuée a été étudié par A. MIURA [24] et P. FILLUNGER [11]; le 

cas d'une charge normale à variation linéaire a été considéré par M. LÉVY [20] 
et K. WOLF [38], à l'aide des polynômes biharmoniques, pour un angle quelconque; 
ces résultats ne sont pas valables pour un angle droit. J. H. MICHELL [23] et P. 
FILLUNGER [11] se sont occupés du cas d'une force concentrée ou d'un moment 
concentré, actionnant au sommet 0. 

W. M. SHEPHARD [29] a donné une solution, basée sur certaines méthodes approxi
matives, pour le quart de plan élastique actionné sur les lignes de séparation par 
des forces normales concentrées, à distances égales du sommet O. Ultérieurement, 
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le problème a été reconsidéré par K. M. OnrypHOB [10]. J. BALAS et A. HANUSKA [5] 
ont aussi considéré ce problème, en utilisant des méthodes théoriques et expérimenta
les (photoélasticité); ils ont donné d'intéressants résultats numériques. Les méthode 
expérimentales ont été utilisées encore par B. M. AôpaMOB [1] et V. TESAR [34]. 

Pour une charge locale quelconque, on emploie généralement les méthodes opé
rationnelles de calcul (transformée de Mellin) dans l'étude du coin plan élastique. 
Nous citons ici les travaux de J. A. H. BRAHTZ [8], [9], B. 3. BpaMKOBCKHu et 
A. M. Jlypbe [7], C. J. TRANTER [35], J. MAJER [22], C. F. JlanmHH [18], [19], 

D. F. R. GODFREY [13], [14] et C. M. BejioHOCOB [6]. Une étude théorique et prati
que très développée fut entreprise par J. NECAS [25], [26], [27], [28], au cours de 
plusieurs articles; ces résultats peuvent être utilisés aussi pour un domaine polygonal 
quelconque: convexe ou concave. M. HETÉNYI [15] a utilisé la solution du problème 
du demiplan élastique, sous la forme de développements en série, pour calculer — 
à l'aide de machines électroniques de calcul — le quart de plan élastique actionné 
par une charge normale on tangentielle concentrée sur l'un de ses côtés. I. BABUSKA, 
K. REKTORYS et FR. VYCICHLO [4] ont étudié l'état de tension à l'intérieur du quart 
de plan élastique actionné par une charge normale sur une ligne de séparation, en 
utilisant, d'une manière ingénieuse, le principe de la superposition des effets; ils ont 
ainsi réduit le problème à la solution d'une équation intégrale de la seconde espèce. 
Nous avons donné aussi quelques résultats [33], en utilisant la transformée de 
Fourier. 

Le coin élastique anisotrope a été considéré par H. n . KycbapeB [16]. M. L. 
WILLIAMS [37], JI. M. KypmnH [17] et R. C. VcbjiflHfl [36] ont étudié le cas d'un 
quart de plan élastique ou d'un coin plan élastique quelconque encastré au long 
d'un côté à distance finie. 

Dans ce qui va suivre, on étudiera le premier problème fondamental de la théorie 
de l'élasticité (conditions aux limites en tensions) pour le quart de plan élasti
que. Nous distinguerons entre une charge périodique et une charge locale (normale 
ou tangentielle). 

3. Considérons en premier lieu le quart de plan élastique x = 0, y ^ 0, actionné 
par une charge normale périodique p(x) sur le côte y = 0 (fig. l). Pour fixer les 
idées, représentons ce cas de chargement à l'aide d'une série de Fourier paire 
par rapport à la variable x 

(1) p(x) = b0 + V>„cosy„x, 

où l'on a noté 

(2) y„ = - (n = 1 ,2 ,3 , . . . ) , 
a 

avec la période Lx = 2a. 
On considère le quart de plan élastique x = 0, y S: 0 comme faisant partie du 

demiplan y ^ 0, actionné par la charge périodique (1), symétrique par rapport 
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à l'axe Oy (fig. l). La tension tangentielle sera nulle pour la section x — 0 et la 
tension normale sera, en général, donnée par 

(3) <^(0,v) = _>„(! -yny)e~^, 
n 

expression qui ne s'annule pas pour chaque y. 

C'est ainsi que l'état de tension calculé correspondra à celui qui naît à l'intérieur 
du quart de plan élastique, actionné par la charge périodique et chargé sur la section 
x = 0 par le chargement normal 

°"*(0, y) = — p'(y)- Si on super- ' : 
pose l'état de tension correspon
dant au quart de plan élastique, 
actionné seulement par la charge 
normale p'(y) sur la section x = 0, 
on obtient l'état de tension corres
pondant au problème que nous 
nous proposons d'étudier. 

On peut étudier le quart de plan 
élastique, actionné par la charge 
apériodique (locale) p'(y), à l'aide 
des intégrales de Fourier, en ob
servent que les coefficients de 
Fourier b„ vérifient la condition 

pb) 

i 

I----, 

h i 
1 „ \— v — ^ \—* __» 

V 1 _ X 

'ìm&шщw^вiщщшщпщшщÁ 
Piï -4*-

L~2a U-2a 

Fig. 1. 

(4) l_>„0 - yny) e~™ \áy = ^ IM 11 ~ Wl ^ d>' = 

sl\ьn dĵ  + У„ ye^úy) = YJ\K - - + - _ ) = fini. 
yn Vn, 

Nous mentionnons que cette condition est vérifiée pour tout cas de chargement 
réparti (le coefficient bn est proportionnel à 1/w, de sorte que la série en'discussion 
peut être comparée avec la série de terme général l/n2). 

En considérant un cas de chargement normal périodique, représenté par une série 
de Fourier impaire par rapport à la variable x. et en utilisant le même procédé, on 
observe que la tension normale sera nulle pour x = 0 (fig. 2). C'est ainsi que nous 
obtenons la tension tangentielle xxy(0, y) = — t'(y), qui ne s'annule pas pour chaque 
y, et nous serons obligés d'étudier le quart de plan élastique actionné par une charge 
locale tangentielle t'(y) sur la section x = 0. 

Ces considérations restent valables pour tout autre cas de chargement périodique 
tangentiel. 

En conclusion, le problème du quart de plan élastique x = 0, y = 0, actionné 
par une charge périodique quelconque sur l'un de ses côtés à distance finie (par 
exemple y = 0), peut être ramené — à l'aide du principe de la superposition des 

361 



effets — à l'étude du demiplan élastique y ^ 0, actionné par cette charge périodique 
sur toute la ligne de séparation y = 0, et à l'étude du quart de plan élastique, actionné 
par une charge locale sur le côté x = 0. C'est ainsi que nous considérerons, dans ce 
qui va suivre, seulement un cas de chargement local sur l'un des côtés du quart de 
plan élastique. 

y* 

.4* 

/: c; 
i— 

tmlï 

***** 
^ - т i л т n т p f 1 

\mk^$ 
^ U І - L S , 

W^f \ a J pM 

Lx'=2a Ly-2a 

Fig. 2. Fig. 3. 

4. Soit le quart de plan élastique x i> 0, y 5ï 0 (fig. 3), actionné par une charge 

normale 

(5) M = 2 
h(a) cos ax da 

sur la côté y = 0. On utilise une intégrale de Fourier paire par rapport à la variable 

x, qui peut représenter aussi une fonction généralisée. 

On pose les conditions aux limites 

(6) x = 0: ax = 0 , xxy = 0 , 

y = 0: Gy = p(x) , xyx = 0 , 

où ox, Gy sont les tensions normales et xxy = TJ>X sont les tensions tangentielles. De 

plus, l'état de tension doit s'annuler pour x -+ oo et pour y -> co. 

D'après G. B. AIRY [2], [3], l'état de tension correspondant au problème plan de 

la théorie de l'élasticité peut être représenté sous la forme 

d2F 

dyL 

d2F 

d2F 

(7) 

T Г I = — 
Č)X ôy 
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où F = E(x, y) est une fonction biharmonique 

(8) 
л2 

i — + —,. 
CІУ2 

F = 0 . 

(9) 

c 

Nous choisirons une fonction d'Airy paire par rapport aux deux variables1 

I 
H*> У) = -

2 j - „ a « 
(A + |a| yB) e | a | y cos ax da + 

— (C + \p\ x D) e~]ll]x cos /iv d/î, 
-" J — oo /' 

où les fonctions intégrables ,4 = A(a), B = B(a), C = C((ï) et D = D(/i), avec 
(—co < a, /? < oo), doivent être précisées par les conditions aux limites. Ces 
fonctions sont considérées paires par rapport aux variables a et fi. Les conditions 
a l'infini sont automatiquement vérifées, la méthode de calcul utilisée correspondant 
à une transformée de Fourier. 

Les composantes du tenseur tension ont la forme 

10) 
! 

2 J -
1 

2 

*, - - -

+ -

[A - (2 - |a| >) B] e~]<y cos «x da -

(C + | /J lxD)e~ l / ! |"cos//>d/3, 

(A + |a| >B) e _ | a b cos ax da + 
— CO 

00 

[C - (2 - \ß\ xD] e~]ß]x cos ßy dß , 

00 

[,4 - (1 - |a| >•) B] e~[a[y sin |a| x da -

[ C - ( 1 - | / i | x )D]e - ^ l J c s in | / ^ |>d / i . 

Î , „ = 

En posant les conditions pour les tensions tangentielles, on obtient 

(11) A = 5 , C = D . 

C'est ainsi que la fonction de tension peut s'écrire sous la forme 

% ) 

i r°° D(/?) 

T2 

12) E = -
2 

+ 

(1 + |a| y)e | a b c o s a x d a + 

(1 + \ß\ x) e~]ß]x cos ßy 6ß 

' ) Nous considérons ces intégrales dans le sens utilisé dans la théorie de la régularisation des 
transformées de Fourier, en théorie des distributions [12]. 
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et l'état de tension devient 

(13) ö"v = 

2  -„ 
1 Г 

~2).m 

<тy = 
J ~ ЯO 

1 ' i l j 

~ 2 . - 0 0 

~xy = 
У 

2 . 

Лoo 

- 00 

ß(a) (1 - |a| y) e- l a | y cos ax áa -
3 

D(/i) (l + \ß\ x) e"[p[x cos ßy áß , 

B(a) (l + |a| j>) e~[a[y cos ax da -
3 

D(ß)(l - | / i |x )e- 1 / i | x cos / i j ;d / í , 
•i 

aß(a) e~'ЯІУ sin ax áa — 
•} 

ßD(ß)e'ìßìxsm ßyáß. 

On observe que, à cause des facteurs e [a[y, e [p[x, on peut considérer les fonctions 
B(a) et D([i) même localement intégrables et bornées pour x > 0, y > 0. 

Les relations 

wy\ áy = — - = fini , 
|al 

| j ;e - | a | y | d j ; - — = fini 
a2 

nous permettent de représenter les fonctions correspondantes à l'aide des intégrales 

de Fourier 

(14) 

Il résulte que 

(14') 

. - W , = * u, r _̂___g>__j 
n ' J _ a2 + /?2 ' 

ye 
a2 - ß' 

(1 - |a| j / ) e _ | a L v = - | a 
я 

~}-Л*2 + ß2)2 

ß2 

cos /ij; d ß . 

(1 - 101 x) e -\P\x __ 

-rj0t2+ß2ý 

*> ~ 2 

л J - Ж + ^ľ 

cos ßj; d/i , 

cos ax da . 
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Tenant compte de (14'), les relations (13) nous donnent 

(13') B(a) 
Я -or, 

ß2 

(a2 + ß2)2 cos ßy dß cos ax da + 

+ D([í) (1 + \[i\ x) e~m* cos fiy djS , 
J — co 

/»00 

- 2ay = B(a) (1 + |a| y) e"|ot|>' cos ax da + 
— 00 

1 

+ - вrø [-Г.FÍ č 2 ) 2 
cos ax da cos ßy dß . 

En inversant l'ordre d'intégration (ce qu'on peut faire parce que pour x > 0 
et y > 0 il existe une majorante intégrable si B(a) et D(ji) sont seulement des fonctions 
intégrables), on obtient 

(15) - 2ax = [<p(p, x) + D(P) (1 + \f}\ x) e~mx] cos fiy d(í , 

- 2ay = I \ý(a, y) + B(a) (l + |a| y) e~]a]y~] cos ax da , 

où on a précisé les transformées de Fourier 

16) cp(ß,x) = -ß' 

ф(a, y) = - é 

B(a) 

(a2 + (í2)2 

\P\ D(P) 

cos ax da , 

cos ßy dß , 
n J _ ( a 2 + />2)2 

en considérant les paramètres /i, respectivement a, fixes. 

Soit une suite de fonction intégrables B„(a), respectivement Dn(fi), telles que 

(17) | B „ ( a ) | < C , \Dn(P)\<C 

et 

(17') Bn(a) -, B0(a), Dn(ft) -» D0(p) . 

11 est évident alors que 

(17") \B0(a)\ <C, \D0(fi)\ < C ; 

donc les fonctions B0(a) et D0((i) sont des fonctions localement intégrables. 

Si (/?„(/?, x) et </t„(a, y) sont les transformées de Fourier correspondant à (17) et 
définies par les relations (16), on obtient 

(is) I<P.(MI
 < C > lW«.y)l <c, 
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c'est-à-dire 

(18') cp„(P, x) - cp0(ft, x) , ipn(a, y) -> ^0(a, >•) ; 

la convergence est donc uniforme par rapport à x, respectivement à y. 

Soit <Tn
x(x, y) l'expression (13), respectivement (15) pour Bn(cc) et Dn(fi). En utilisant 

la relation (13), on observe qu'il s'agit d'une converegence uniforme de la fonction 
tr"(x, y) (dans le sens normal) pour .x > & > 0, y > 0 > 0. Pour x = 0, la fonction 
cr"(0, y) devient une fonction généralisée (dans le sens de la théorie des distributions) 
et on doit considérer la convergence dans un sens correspondant. 

En appliquant la théorie des transformées de Fourier pour les fonctions généralisées, 
on aboutit à la conclusion que ax(x, y), considérée comme fonction généralisée de la 
variable y, converge vers la fonction a°(x, y) dans le sens des fonctions généralisées, 
cette convergence étant uniforme par rapport à x. De plus, ff"(x, y) est une fonction 
paire par rapport à x et y. De même er"(x, y) est une fonction généralisée de la variable 
x, la convergence étant uniforme par rapport à y. 

D'une manière analogue, on démontre que la fonction x" (x, y), considérée comme 
fonction généralisée des variables x, respectivement y, converge uniformément par 
rapport à y, respectivement à x, vers la fonction txy(x, y), dans le sens des fonctions 
généralisées. De plus, les conditions aux limites (6) correspondantes sont vérifiées. 

En passant à la limite dans les expressions (15) des tensions normales, on obtient. 

19) 
co 

\2-ŕ 
J - oo к 

••oo 2 
ß(a) + - a2 

J - 0C 7 1 J 

ß(a) 

(a2 + f)2 

101 D(ft) 

da + D(ß) 

+ ß: áß 

cos ßy àß = 0 , 

cos ax doc = b(ct) cos ax da , 

le deuxième membre de la première relation (19) pouvant être aussi une fonction 
généralisée si l'on a une charge normale sur le côté x = 0 du quart de plan élastique. 

Tenant compte de l'isomorphisme de l'espace des fonctions généralisées et de 
leurs transformées de Fourier, on aboutit aux équations 

|a| B(a) 
(20) D(ß) + - ß'< 

ҡ 

ß(a) + 2 a2 

-» (* 2 + V2)2 

* |g| D(p) 

-,M + P2)2 

da = 0 , 

dß = - Қa) . 

S'il existe un système de fonctions symétriques bornées B(a) et D(fi) qui vérifient 
le système d'équations intégrales (20), alors l'état de tension à l'intérieur du quart 
de plan élastique sera donné par les formules (13); ainsi que nous l'avons considéré 
plus haut, les conditions aux limites sont vérifiées dans le sens de la convergence 
uniforme des fonctions généralisées. 

On observe que le système homogène (20) est indépendant du chargement du 
quart de plan élastique, celui-ci n'intervenant que dans le second membre. 
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Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons à la classe des fonctions généralisées 
paires, plus précisément au cas dans lequel B(a) et D(fi) sont des fonctions paires, 
bornées, localement intégrables. On va démontrer que le système d'équations (20) 
a une solution unique dans la classe des fonctions généralisées. 

ш 

mumu 
poo 

Fig. 4. 

En vérité, soit M l'espace linéaire des fonctions généralisées mesurables et \\x\\M 

la norme de cet espace. On écrit encore M2 = M x M et Ton introduit la norme 
de la manière suivante: soit a e M2 et encore a = (a l 5 a2), ax e M, a2 G M, ||a||M2 = 
= max(| |a]! |M , ||a2|jM); l'espace M2 est donc l'espace complet de Banach. Si Ton 
prouve que la transformée définie par 
(21) A(al,a2) = (bl,b2), 

où 

\P\ a2(fi) (21') Oj = - a 
ҡ 

bг — - a 
к 

- « ( « 2 + /32): 
dß, 

+ P2)2 
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est linéaire et que l'on a ||__|| < 1, alors la solution du système (20) est unique [21]. 
Mais la linéarité est évidente et la norme est donnée par 

(22) ||AII__-a2f J - d ^ - - < l ; 
n J _ w ( a 2 + fi2)2 n 

l'existence et l'unicité de la solution sont donc démontrées. 

5. On observe que le système d'équations (20) jouit de certaines propriétés de 
symétrie qui nous suggèrent une simplification du calcul, basée sur des propriétés 
d'ordre physique et mathématique. 

L'état de chargement considéré (fig. 4a) peut être décomposé en deux états de 
chargement: l'un symétrique par rapport à la bissectrice (À) (fig. 4b) et l'autre anti
symétrique par rapport à la même droite (fig. 4c). On introduit ainsi le chargement 

(23) p'(y) = i P b(p) cos py d/? 
—' J — 00 

sur le côté x = 0. 

L'état de tension est donné par les mêmes formules (13), les fonctions B(a) et D(p) 
étant liées par certaines relations. 

Pour les deux cas de chargement de ci-dessus on obtient ainsi les systèmes d'équa
tions intégrales 

(24) m + l^l(Sr§fd--'+lm-
e(a) +_ „2 r JËML dp _ _ i b(a), 

le premier signe correspondant au cas de chargement symétrique et l'autre au cas de 
chargement antisymétrique. Par un changement de variable, on pourra écrire ces 
systèmes sous la forme 

2 2 r M B(a) ^ _ __ 1 

n J - 0 0 ( a 2 + /52)2 >') »(P) + ~ť\ Jíl^da-TiNjí). 

2 

ҡ 

a| D(a) 1 
зд + -/̂ 2 , ' ' . v : д - ^ = - ^ w -- æ ( a 2 + )ß2)2 2 

Si la fonction _•(/_) est une fonction paire, les intégrales /?(a) et D(a) seront aussi 
des fonctions paires. Par soustraction ou par addition des deux équations on obtient 

;24") B(ß) + D(ß) + - ß2 
ҡ 

«[B(a)+-Mj 
, (x2 + ß2f 

Pour le cas de chargement symétrique on obtient la solution banale 

(25) B(a) = D(B) (a = ft), 
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et pour le cas de chargement antisymétrique la relation 

(25') B(a) + D(p) = 0 (a = fi) . 

C'est ainsi que les systèmes (24) peuvent être remplacés par les équations 

(26) ß(a) + _Л" ifiдw d ^ - Ҷ ) . 
W n J _ Л « 2 + Д2)2 2 W 

qui, à cause de la parité de b(a) par rapport à a, peuvent être écrites aussi sous la 
forme 

(26') B(a) + - a -Ä-d^„íKa) î 
- Jo(«2 + Я 2 2 W ' 

les deux signes correspondant au cas de chargement symétrique, respectivement 
antisymétrique. 

Ce résultat est la conséquence mathématique de certaines propriétés d'ordre 
physique; on observe ainsi que pour un élément linéaire de la bissectrice (A) on peut 
écrire 

(27) (745c, = - (ax + ay) - тxy = - >' aß(a) e ay (cos ax + sin ax) da — 
2 J - . 

fiD(fi) e~Px (cos fiy + sin fiy ) dp , 

1 
T 4 5 . = - - (<7X - o j -= - I B(a) e"a^ cos ax da - - I D(P) e~ftx cos py dp . 

-* ^ J - 00 -* J - 00 

Pour une charge symétrique on doit avoir T4 5 . = 0 pour x = y, condition qui 
nous conduit seulement à la relation (25) et dans le cas d'une charge antisymétrique 
on doit avoir cr45n = 0, pour x = y, ce qui nous conduit de même seulement à la 
relation (25'). 

6. Si b(a) est une fonction paire par rapport à a, on peut écrire le chargement (5) 
sous la forme 

(5') p(x) = b(a) cos ax da . 
J o 

L'état de tension peut donc être écrit cous la forme 

(28) ax = - ß(a) (1 - ay) e~ay cos ax da - D(ß) (1 + ßx) e~ßx cos ßy dß , 

B(a) (1 + ay) e~ay cos ax da - D(ß) (ì - ßx) e~ßx cos ßy dß , ay = -

xxy = - y I aB(a) e~ay sin ax da - x I D(fi) e~px sin fi y dfi , 

Jo J 0 
où B(a) et D(fi) vérifient la relation (25), respectivement (25'). 
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L'état de déformation sera donné (pour des fonctions de tension de la forme (9)) 

par 

(29) £p/ - ( - w0y + u0y\ = — - dx - n— , 
J dy2 dx 

E[« - (û>0x + y0)J - — dj; - // — , 
J tlx2 rlj; 

où E est le module d'élasticité longitudinale et /j est le coefficient de contraction 
transversale de Poisson; les déplacements u0, v0 et la rotation a>0 de corps rigide 
doivent être précisés par des conditions supplémentaires de déplacement. 

En posant les conditions aux limites (6) pour les tensions normales (28), on peut 
écrire les relations 

ß(a)(l - ay)e~ayda + D(ß) cos ßy dß =- 0 , (30) 

Tenant compte des conditions (30), on obtient les tensions normales sur les lignes 
de séparation 

ß(a) cos ax da + D(ß) (I - ßx) e~ßx dß = - b(a) cos ax da . 

(31) 

;з2) 

ax(x,0) = p(x)-2x\ lW(P)e-pxd(], 

ay(0,y) = - 2y aB(a) e ay da . 

dľ, 

7. Les relations (20) nous permettent d'écrire 

D(ß)= --ß2 Iľl B(y) 

n J- Ю (ľ 2 + Л : 

ß(a) = - Ь(a) - £ 

æ ж d , 
^(a2 + ô2f 

En éliminant D(/i) entre ces relations on obtient 

(33) ß(a) - - oŕ 
\yó\ ó2B(y) 

~Л*2 +à2)2(y2 + ð2)2 
dy d<5 = — b(a) . 

En supposant que b(a) est une fonction paire, on aboutit à 

(34) 
16 

ß(a) - - a 
УÖ3B(У) 

(a2 + ð2)2 (y2 + S2)2 
dy d<5 = - b(a), 

équation intégrale qu'on peut encore écrire sous la forme 

K(a, y) B(y) dy = - b(a). 
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Le noyau K(a, y), indépendent de la charge extérieure, sera 

(36) v( \ Ì6*2У 
K(a,y) = — 

ő3 áS 

16a 2
ľ 

n\a2 - y2y L 

0 (a2 + «52)2 (y2 + ö2) 

a2 ~- y2 + (a2 + y2) log 

En éliminant B(a) entre les relations (20) ou (32), on obtient, dans les mêmes 
conditions, une équation intégrale, ayant le même noyau 

D(fi)+ rK(P,S)D(S)âS = -(!2 f°° (35') ây . 
o (y2 + V2)2 

D'ailleurs, si l'une des fonctions B(a) ou D(0) est déterminée, l'autre fonction peut 

être précisée par les relations (32). 

On observe que, par un simple changement de fonction, on peut écrire l'équation 
(34) sous la forme trouvée dans [4], par une autre voie. C'est ainsi que l'étude faite 
dans le travail mentionné reste valable pour nos résultats (l'existence et l'unicité 
de la solution), notamment la possibilité d'obtenir une solution par des approxima
tions successives. On peut donc affirmer que la suite de fonctions B(i)(a) (/ = 0,1, 2,...), 
avec 

(37) B(0)(a) = - b(a) 

et 

;37') B(í+1)(a) = - b(a) + — a2 " ľ<S3В(0(ľ) dy dS , 
o}o(^2+à2f(y2+S2y 

peut approximer la solution de l'équation (34) si les coefficients de Fourier b(a) 
vérifient la condition d'intégrabilité absolue 

(38) r i «M da < oo 

8. On peut étudier le problème d'une manière analogue, en utilisant une représenta
tion du chargement sous la forme impaire par rapport à la variable x 

(39) p(x) = - a(a) sin a.x da , 

où nous avons supposé que a(a) est une function impaire par rapport à a. 

On est conduit ainsi à l'état de tension 

(40) ax = - - B(a) (1 - |a| v) e " и > ' sin a.x da -

x 

2 |_ . 
D(ß) e~Wx cos ßy âß , 
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B(a) (1 + \a\ y)e W{y sin ax da -

D(P)(2- \p\x)e~WxcosPydp, 

~xv = -
2 !_ 

aB(a) e~Wy cos ax da + - D(tj) (1 - \p\ x) e~mx sin fiy d/?. 

/* 

(41 

2J-^ 

Tenant compte des intégrales de Fourier 

1 r \B\-m~yà~ 

ye~^y = - a 

a2 + ß2 

ß sin ßy d/i 

- J-^("2 + P2)2 

et en procédant d'une manière analogue, on aboutit 

au système d'équations intégrales 

(42) m + -« J-.C + Я 
alal B(a) , 

- J L L da = 0 , 
2\2 

2 
B(a) + - a2lal , 

D(ß) dß 
= - a ( a ) . 

Ce système est plus compliqué que le système (20), n'ayant plus les propriétés de 
symétrie dont jouit ce dernier; toutefois il peut être étudié d'une manière analogue. 

9. Si le quart de plan élastique est actionné par la charge tangentielle (fig. 5) 

(43) t(x) = b(a) cos ax da , 

où b(a) est une fonction paire par rapport à a, t(x) pouvant représenter aussi une 
fonction généralisée, l'état de tension sera donné par 

(44) 
»oc 

~x = -
. 0 

ay = — У 

J 
/»'/_ 

~xy = — 
0 

B(a) (2 - ay) e~ay sin ax da - x ßD(ß) e~ßx sin ßy dß , 

»ao /»00 

aB(a) e~~y sin ax da - D(ß) (2 - ßx) e~ßx sin ßy dß , 
0 J 0 

B(a) (1 - ay) e~ay cos ax da - D(ß) (1 - ßx) e~ßx cos ßy dß. 

On vérifie aisément que les tensions normales s'annulent sur les deux côtés à 
distance finie. En posant les conditions aux limites pour les tensions tangentielles 
on aboutit aux mêmes équations intégrales (20), qui doivent être vérifiées. La solution 
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du problème se réduit donc, du point de vue mathématique (en utilisant des propriétés 
de symétrie et d'antisymétrie), à l'intégration des mêmes équations (26'). 

10. Considérons en particulier le cas d'une force normale concentrée P, actionnant 
dans l'origine O (fig. 6a). Nous décomposons ce cas de chargement en deux autres 
cas de chargement d'après les propriétés de symétrie (fig. 6b) ou d'antisymétrie 

fig- 6C). j , | 

Fig. 6. 

Le cas de chargement de la fig. 6a se représente sous la forme 

(45) p(x) = - ô(x) P , 

où ô(x) est la fonction de Dirac pour le point x = 0. C'est ainsi que nous avons [12] 

(46) u \ 2P 

b(a) =- - — . 
ж Les équations intégrales auxquelles est réduit le problème (correspondant aux 

cas de chargement des fig. 6b et c) seront 

(47) ß(«) ± : -ШL- dß = p-. 
1 J o ( * 2 + /J2)2 
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On cherche une solution sous la forme B(a) = C = const. On observe que 

Pd~ 1 

0 (a2 + ß2)2 2a : 

Il résulte que 

(48) C 
n ± 2 

Pour le cas de chargement de la fig. 6b on obtient 

(49) m = D(ß) = 
7 1 + 2 

et pour le cas de chargement de la fig. 6c on a 

(49' B(a) = - D(ß) = 

(50) 

7 1 - 2 

Dans le cas de chargement étudié (fig. 6a), on obtient l'état de tension 

2P 
71 I (1 — ay) e ay cos ax da — 
. Jo 

2 j (1 + ßx)e~ßxcosßydß , 

(1 + ay) e~ay cos ax da — 

o 

2P 

]• 2- (1 - ßx)e'ßxcosßydß 

ҡ v rie ay sin ax da — 
я 2 =-4 

- 2x ße'ßxsmßydß). 

(50' 

Après avoir calculé les intégrales ci-dessus, on peut écrire 

4P (2x - ny) x2 

2\2 ' 

crv 

ҡi - 4 (x 2 + y2) 

4P (2x - ҡy) y2 

~я 1^7x тT7 2) т" , 

4P (2x - ҡy) xy 

~ ^~~~~A (x2 Tўf ' 
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L'état de déformation sera donné par 

2P 
(51) E[u - ( - æ0y + u0)] = - i(\ - /i) arctg - - 2 log (x2 + y2) + 

y 

+ 1 + Џ] 
[2.x - я)Q i 

x 2 + / 

Eþ - (w0x + v0)] = 
2P 

я 2 - 4 
2(1 - n) arctg - - n log (.x2 + y2) -

-0 + ,()ev-4z 

; 5 2 ) 

x 2 + y2 

Pour les lignes de séparation on obtient les tensions normales 

8 P 
ax(x, 0) = 

я 2 - 4 .x 

fn \ 4 n P 

<MO> y) = - -7— i - ' 

nz - 4 y 

la forme déformée de ces lignes s'écrivant sous la forme 
(53) E[v(x, 0) - (æ0x + v0)] = -

E[u(0,y) - ( - ш0y + u0)] -

4я 

я 2 - 4 
P log .X , 

я 2 - 4 
P log >• . 

Les déplacements i/0, u0 et la rotation w0 de corps rigide doivent être déterminés 
par certaines conditions de déplacement, qui ne peuvent être posées dans l'origine O, 
celle-ci étant un point singulier. 

On a obtenu ainsi les résultats classiques bien 
connus, en appliquant une méthode générale de 
calcul. 

ï î . Soit aussi le cas de chargement du quart de 

plan élastique avec une force tangentielle concentrée 

(fig- 7) 

(54) /(x) - ~ ô(x) P , 

actionnant dans l'origine O. 

De même qu'au point précédent, on obtient les 
équations intégrales (47), donc les fonctions (49) et 0 

(49'). En utilisant les formules (44) et en calculant Fig. 7. 
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les intégrales qui y interviennent, on obtient l'état de tension sous la forme 

(55) 
4P (ҡx • - 2y) x2 

ҡ2 - 4 (x2 

+ y2)2 

4P (ҡx - 2y) y2 

ҡ2 - 4 (x2 

+ y2)2 

4P (ҡx - 2ý) xy 

ҡ2 - 4 (x2 
+ У2)2 

L'état de déformation s'écrit alors aisément. 

On observe qu'on peut obtenir les mêmes résultats en considérant la force concen
trée P comme une charge normale, actionnant sur la ligne de séparation Oy. 

Nous avons étudié ci-dessus deux cas de chargement déjà considérés dans la litté
rature, pour pouvoir illustrer la méthode de calcul introduite. 

12. On peut étudier, d'une manière analogue, l'action des charges concentrées 
intérieures ou des forces massiques quelconques, en nous appuyant sur quelques 
uns de nos résultats antérieurs [30], [31]. 

En utilisant des coordonnées cartésiennes obliques [32], on peut démontrer que 
le premier problème fondamental de la théorie de l'élasticité (conditions aux limites 
en tensions) pour un coin plan élastique quelconque peut être résolu d'une manière 
analogue. 
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výtah 

O PROBLÉMU PRUŽNÉ ČTVRTROVINY 

P. P. TEODORESCU 

První fundamentální úloha teorie pružnosti (okrajové podmínky v napjatostech) 
pro pružnou čtvrtrovinu je zde redukována na řešení soustavy dvou integrálních 
rovnic; je studována existence a jednoznačnost řešení ve třídě zobecněných funkcí. 
V případě periodického zatížení je rovněž připojeno řešení obdobné úlohy pro pruž
nou polorovinu. Případy zatíženi ve směru normálním a ve směru tangenciálním 
jsou studovány odděleně; vedou ke stejným integrálním rovnicím. 

Odvozené výsledky jsou pak aplikovány na pružnou čtvrtrovinu, na kterou působí 
síla soustředěná ve vrcholu. 

Р е з ю м е 

К ПРОБЛЕМЕ УПРУГОЙ ЧЕТВЕРТЬПЛОСКОСТИ 

П. П. ТЭОДОРЕСКУ (Р. Р. Теос!оге8си) 

Первая фундаментальная задача теории упругости (краевые условия в на-

пряженностях) для упругой четвертьплоскости сводится здесь к решению систе

мы двух интегральных уравнений; изучаются условия "существования и одно

значности решения в классе обобщенных функций. В случае периодической на

грузки добавлено еще решение аналогичной задачи для упругой полуплоскости. 

Случаи действия нагрузки по направлению нормали и по направлению каса

тельной изучаются в отдельности; оба случая приводят нас к тем же интеграль

ным уравнениям. 

Полученные результаты применяются к упругой четвертьплоскости, находя

щейся под действием силы, сосредоточенной в вершине. 

378 


		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T22:03:17+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




