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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo s

ULOHA TEORIE GRAFU PRI RESENI ELEKTRICKYCH SiTI

VAcrav DolEZzaL, Joser PRokoP, ZDENEK VOREL
(Doslo dne 29, srpna 1961.)

Ukolem tohoto &lanku je podat étenafi struény piehled téch metod feseni
eiektrickych obvod se soustiedénymi prvky, které podstatné vyuzivaji topo-
logickych vlastnosti obvodd, tj. vlastnosti struktury zapojeni.

V prvé Casti bude nejprve formulovan problém pasivni elektrické sité (KirchhofTovy)
a uvedena klasicka Kirchhoffova pravidla; ve druhé ¢asti budou uvedeny nékteré
modernéjsi metody, které se hodi i k feSeni siti s aktivnimi prvky. BudiZ pozname-
nano hned uvodem, Ze mnohé z téchto modernich metod, aé jsou ze stanoviska
numerického vyhodnoceni velmi aéinné, nejsou vzdy zcela spolehlivé matematicky
fundovany; proto si ¢lanek klade i ten ukol, ukdzat matematikiim pracujicim v oboru
teorie grafll tu problematiku, jejiz zpfesneni a prohloubeni by pfineslo technické
praxi cenué vysledky.

CAST 1

Siti se soustfedénymi prvky rozumime obvykle soustavu, kterou obdrzime vzajem-
nym pospojovanim zakladnich prvkii—odpori, civek a kondensétort. (Presnou for-
mulaci uvedeme pozdgji.) Povézme si
nejdtive, co pfedstavuji pojmy ,,0d-
por, civka, kondensator’ matematic-
ky. Odporem nazyvame takovy fysi-
kalni prvek, ktery je popsan rovnici
» = Ri, kde e zna¢i napéti na prvku,
i protékajici proud a R je realna kon-
stanta. MozZno tedy odpor charak-
terisovat &islem R. Civka je defi-
novana jako takovy prvek, pro
ktery plati e = L di/ds (L je opét
realné ¢islo a nazyva se induké&nost).
Kone¢né kondensétor je prvek, pro
ktery i = C de/dt (C je opét realné
anazyva se kapacita). Obr. 1.
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Na obr. 1 je uveden priklad sité; odpory, civky a kondensatory jsou tam vyznaceny
zphsobem znamym z fysiky, jehoZ smysl je jisté zfejmy.

Vysetfovanim sité rozumime obvykle nalezeni proudd, které protékaji jednotlivvmi
prvky (v obr. 1 jsou oznaleny iy, ..., i), jsou-li do n&kterych nebo obeené do viech
vodici sité vloZeny zdroje elektromotorické sily e; (v obr. 1 jsou zdroje vyznaceny
krouzky). Proudy spolu s elektromotorickymi silami musi splfiovat jistou soustavu
rovnic, které se nazyvaji ,,Kirchhoffovy zakony*.

Obvykle se uvazuji nasledujici dva pfipady: Bud 1. ¢; jsou obecné funkcemi Casu 1
(Casovéa oblast), nebo 2. e; maji specidini tvar e; = E; cos (wt + ¢;) (E;, ¢, w jsou
realna ¢isla, o se nazyva kruhovy kmitoet). My si zde pro jednoduchost viimneme
pouze piipadu 2. Predpokladejme, Ze hledané proudy i, maji op&t tvar iy = J,.
.cos (wt + @,). Potom zfejmé moZno psat e, = Re £, exp (iwt), i, = Re J, exp (iwt),
kde E,, J, jsou obecné komplexni ¢isla.

UvaZme nyni pfipad, Ze takové napéti e panuje na civee o indukénosti L a protéka-
jici proud i je téhoZ typu. Pak rovnice ¢ = Ldi/dr da Re Eexp (iwt) = L{ReJ .
cexp (iof)) = LRe iwJ exp (iwt). Jezto L je realné, mozno psat E = iwLJ. Cislo
iwLnazyva se impedance civky Lpfi daném kruhovém kmitoCtu w.

Zcela stejné dostaneme pro kondensator rovnici J = iwCE a pro odpor E = RJ.
Cisla R, 1/iwC nazyvaji se impedance odporu resp. kondensatoru. Odtud je lehko
vidét, Ze timto zplisobem je chovani jednotlivych prvki popsano jednoduchymi linear-
nimi rovinicemi v komplexnich &islech.

Jak jiZ bylo shora fedeno, musi hledané proudy i, spliovat spolu se zdroji e; jistou
soustavu linearnich rovnic, kterd je jistym zplsobem utvofena pomoci struktury
(topologie) sité a hodnot jejich prvkit R, L, C. Lze snadno ukizat, Ze v ndmi uvazo-
vaném piipadé 2 je cely problém popsan soustavou algebraickych rovnic pro neznamé
J,. jejiz koeficienty jsou komplexni &isla. (Blize o tom viz napf. v [1].)

Formulujme nyni naznaceny intuitivni popis presné. Bud G kone¢ny orientovany
graf, ktery ma hrany hy, h,, ..., h, a uzly t, u,, ..., u,. Pfitom pfedpokladejme, Ze G
neobsahuje 7adnou hranu, kterd zacina a kon¢i v tomtéz uzlu, a 7¢ G neobsahuje
isolované uzly. (Pfipousti se moZnost. Ze vice hran spojuje n&které dva uzly.)

Obvodem nazveme podgraf G’, ktery ma tuto vlastnost: hrany G’ Ize pfeorientovat
tak, Ze tyto lze srovnativ takovou posloupnost b, by, ..., b, hy + h; o h, + —h
pro k % m, 7¢ koncovy uzel hrany I, je zatate¢nim uzlem hrany /1, , , k= 1,...,
n — 1, a koncovy uzel hrany h; je zaateenim uzlem hrany ]’1,-1) Formalné budeme ob-

Lin

vod zapisovat symbolem Z c;ih; (Cisla ¢; mohou tedy nabyvat pouze hodnot 1, —1, 0.)

i=1
Definujme dale inciden¢ni matici @ = [a, | typu (r, s) pfedpisem:
) Y ik
(1) a, = 1, jestlize u, je koncovy uzel hrany h,,
= — 1, jestliZe u, je zacateéni uzel hrany h; .,
= 0, jestliZe u, neni incidentni s hranou h; .

l) Obvod tedy muze mit tvar ,,osmic¢ky .
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Bud Z funkce (obecn& komplexni), definovana na kartézském soucinu H x I, kde
H = {hy, h,, ..., h,}. Pak fekneme, Ze je dana sit N, je-li dan graf G a funkce Z.

Problém FeSeni sité zavedeme nyni takto: Bud N sif, a necht E je funkce (obecné
komplcxni), definovana na H; fekneme, Ze pro dané E ma N feseni, existuje-li funkce J
(obeen& komplexni), definovana na H tak, 7e jsou spln&ny nasledujici podminky:

K1: Pro kazdy obvod Y ¢;h; je
i=1

r P
Yo, E(h) =Y ¢; Y Z(hy, hy) J(h) .
i=1 i=1 k=1
K2: Prok =1,2,...5je
Yagdh)y=0.
i=1
Zmifime se o fysikainim vyznamu zavedenych véci; funkci E representujeme vloZeni
clektromotorickych sil do sit&, J pak representuje hledané proudy. (Je tedy E(h;),
J(h;) elektromotoricka sila, resp. proud v i-té hran&.) Cisla Z(h,, h,) representuji vza-
jemné fysikaini pisobeni mezi hranami h,, h, pro i + k, Z(h;, h;) potom plisobeni
prvku v hrané h;. Tak napfiklad, je-li v hran& I, odpor R, je Z(h;, h;) = R, je-li tam
civka o indukénosti L, je Z(h;, h)) = iwL, a je-li tam konetn& kondensator o kapacit&
C, je Z(h;, hy) = 1/iwC.
Podminky K1, K2 nazyvaji se ,,Kirchhoffovy zakony*. Prva z nich poZaduje, aby
soudet elektromotorickych sil v kaZzdém obvodu byl roven souctu ,,napéfovych

ubytka* Y Z(h;, b,) J(h,) v témze obvodu; druha 7ada, aby soucet proudi (s ohledem
i1

na orientaci, stv. s definici ¢isel a;) v kazdém uzlu sité byl roven nule.
Tak v piiklad&, uvedeném na obr. 1, pfislusi siti graf, zobrazeny na obr. 2. Zde podle
definice je

1, 0, 0, —1
-1, 1, 0, 0
a={—1, 0, I, 0.
0, —1 I, 0
0, -1, 0, ]J
0, 0, -1, 1

Dale je lehko vidét, Ze napf. hy, — hy -+

+ h, je obvodem. Ma tedy platit
iwlyJ, — R(J3 + iwL,J, =
=F, —E;+ E,.

Podobné pro uzel v, ma platit J, — J, — Obr, 2.
—Js=0.

Fundamentélnim problémem feSeni sit¢ je otdzka existence a unicity. Tato byla
tastedné zodpovézena v praci [ 1]. Oznacime-li pro strucnost E(h,) = E, J(hy) = J,
Z{hy hy) = Zyo 1 <4,k < r, Ize vyslovit toto tvrzeni:
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Véta 1. JestliZe pro kazdy nenulovy systém isel {x,, x,, ..., x,} plati
(2) YZpxi% 0,
ik

pak pro ka*dou funkci E md N jediné Feseni.

Nadto plati: Podminka (2) je splnéna, jestlize Z,, = Zy; pro kazdé 1 < i,k <r
ajeliReZ;; >0proi=1,2,...,r, Re Z,;, =0 proi =+ k.

Posledni tvrzeniznacifysikalné to, Ze je-li v kazdé hran¢ sité zafazen ohmicky odpor,
Ze pak sit mé& pro libovolné vloZené elektromotorické sily E; jediné feSenti, tj. proudy J;
nab&hnou na nékteré jednoznacn& stanovené hodnoty. Zajimavé je to, Ze posledni
podminka nepfihlizi k topologii sit&, tj. kazda sit N s takovou funkci Z ale jinak s li-
bovolnym grafem G ma pro kazd¢ E jediné feSeni.

Na druhé stran¢ vSak zada tato podminka pom&rné mnoho; je-li totiz Re Z;; = 0
pro nékteré i, nedovoluje vynést rozhodnuti. Lze viak dokazat, 7e ji Ize pomérné dosti
oslabit. Plati totiZ nasledujici tvrzeni (srv. [3]):

Véta 2, Jestlize je Zy =2y, pro 1 2 k=Zr, ReZ; 20 pro i=1,2,..,r

ii

ReZ, =0proi=*k, ajeli

,
(3) Z,Ci] ReZ;>0
, i=1
pro kazdy obvod Y c;h;, pak pro kazdé E md sir N jediné feSeni J.
i=1

Dile vznika otazka: Jak pozname, e podminka (3) je spinéna? (U sloZitych siti
milZe byt totiz obtizné najit viechny obvody.) D4 se ukézat, Z¢ podminka (3) je splnéna
pravé tehdy, existuje-li kostra K?) grafu G takova, 7e pro kazdou hranu h; grafu G,
kterd nepatii do K, plati Re Z;; > 0, jinymi slovy, Ze v kazdé hrané komplementu
kostry K je zapojen kladny ohmicky odpor (srv. [3]).

Tak v pfikladé sité z obr. 1 takova kostra existuje, a jeji hrany jsou h,, hy, hs.

Poznamenejme jesté, Ze pravé uvedena formulace fedeni sité rovnicemi K1, K2 neni
jedina moZna; nez uvedeme dalsi, ekvivalentni formulaci, zminime se struéné o jednom
zobecnéni pojmu ,,jednoznacnosti* feSeni, ktery ma vyznam pro studium vlastnosti
tzv. 2n-poll.

Bud N sit, a bud m < r pevné zvolené prirozené Cislo; fekneme, Ze N ma slabé
jednoznacéné feSeni, jestlize pro kaZzdou funkci E definovanou na H, pro kterou je
E.:y = E,;; = ... = E_ = 0,existuje funkce J definovana na H tak, e jsou splnény
podminky K1, K2, pficemz&isla J, J,, ..., J,, jsou urena jednoznaén&. Jinymi slovy,
neZzadame, aby funkce J byla urézna jednoznaéng, ale jen jejich prvnich m hodnot.

Naznacéme je§té, jaky je vztah pravé zavedeného pojmu k 2n-pdlu. Vezméme pro
jednoduchost pfipad n = 1, tj. dvojpolu. Dvojpolem budeme rozumét sit N danou
grafem G a funkci Z, na jejimz grafu G jsou vyznadeny dva riizné uzly u,, ug, které

2y Kostrou K grafu G nazyvame takovy podgraf, ktery neobsahuje Zadny obvod a obsahuje
viechny uzly G.
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nazveme svorkami. Pomoci téchto svorek miizeme pak dany dvejpol viadit do néjaké
daldi soustavy (sit¢), takze z hlediska teorie grafii se dany dvojpdl jevi jako jakasi
.zobeenéna hrana®. Pritom nas obvykle nczajima, co se déje uvniti dvejpolu, ale jen
to, kterak se dvojpdl chova navenek. Vyjadiime-li to pfesnéji, miizeme Fici zhruba
toto: Na zékladé sité N dancho dvojpélu sestrojime sif N*, danou grafem G* a funkci
Z*, kde G* dostaneme doplnénim G hranou h*, kterd ma wu, za zalatecni, u, za
koncovy uzel, a kde Z* definujeme na H* x H* (H* = H |J {h*}) piedpisem

Z¥h by = Zlhy, hy). Vs ik S ey Z¥0* h¥) = Z(h* h) =0, i= 1.2, .., r.

Pak nés pFirozené zajima existence slab¢ jed noznacného feseni pro m = 1, tj. zda
pro kazdou funkci E*, definovanou na H*, tvaru E(h*) = E*, E(h) =0 pro i =
= 1,2, ..., r, existuje J na H* tak, 7e J* (1j. J(h*)) je uréeno jednoznaéné. Fysikalng
to ziejmé znadi, ze priloZenim elektromotorické sily E* na svorky u,. uy je jedno-
znadné uréen proud J*, ktery témito svorkami protéka.

Poznamenejme jesté, 7e podminky slabé jednoznacnosti nebyly dosud obecng
zkoumany.

Uvedme nyni dalsi formulaci problému reseni sité. Bud tedy N né&jaka sita zavedme
oznaleni: bud Z &tvercovd matice r-tého fadu sestavena z &isel Z,, a budte J a E
r-dimensionalni vektory o slozkach J,, ..., J, atd., a kone¢né ¥ bud s-dimensionaini
vektor.

Sestrojme soustavu
4) ZJ +aV=E,

a'J=0,
kde a’ znaéi matici transponovanou k a.

Pak lze dokdzat, ze plati nasledujici tvrzeni (srv. [1]):

Véta 3. a) Ke kazdému FeSeni J rovnic X1, K2 (éisla Jy, Js, ..., J, interpretujeme
jako vektor J a stejné u E) existuje vektor Vtak, Ze platt’(4).

b} Spliuji-li vektory J, V soustavu (4), pak J vyhovuje rovnicim K1, K2.

Jsou tedy formulace K1, K2 a (4) ckvivalentni; zejména tedy plati, Ze je-1i spInéna
podminka (2), Ze soustava (4) mé podle vektoru J jediné feSeni pro kazdé E. Snadno
Ize dale ukézat, 7e vektor V neni obecn& uréen jednoznaé&ng; ze (4) p¥imo plyne, 7e
spliuji-li vektory V, V soustavu (4), (pii pevnych J, E), Ze pak spliuji rovnici
a(V—7V)=0.

Vénujme jesté n&kolik slov fysikalnimu vyznamu rovnic (4). Druhéd rovnice sou-
stavy (4) je ziejm& K2. RozepiSeme-li prvni rovnici (4) do slozek, plati pro i-tou slozku

r K

(5) Y Zudi + Y apVi = E;.
k=1 k=1

5
o Ial 1o P — O Ve (SamYy M v A St - J
Podlu(l) vsak je Z aygVy =V, — V, pticemz u, je koncovy, u, zafateCni uzel hrany # .
k=1
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Cisla V, se nazyvaji potencialy v uzlech, a rozdil V, — V, ma vyznam napéti, které
namé&fime mezi uzly u, u,. Nepiedstavuje tedy (5) nic jiného., nez napéfovou bilanci
hrany h,, tj. vztah mezi napétovymi Ubytky, rozdilem potencialli a vloZzenou elektro-
motorickou silou v hrané h;

Pristupme nyni k vykladu dalSich skutecnosti, spjatych s vyloZenou problematikou,
které maji uzky vztah k teorii grafi. Bud tedy opét N né¢jaka sit dana grafem G a funkci
Z, a predpokladejme, Ze a) G je souvisly,*) b) N ma jediné FeSeni pro kaZdé E. Snadno
Ize pak ukazat, Ze budeme-li klast ¥, = 0 (s-ta& komponenta vektoru V), Ze potom pro
kazdé E ma soustava (4) v ostatnich neznamych J,, ..., J,, Vi, ..., V,_ jediné fesent.
Jezto posledni rovnice soustavy a’J = 0 je lincarni kombinaci piedestych (srv. s (1)),
plyne odtud, e (4) je ekvivalentni soustavé rovnic s matici koeficientl

o-[£7]

typu (r +s — I, r + s — 1), kde d znagi matici vzniklou z ¢ vypusténim posledniho
sloupce. Z véty 3 pak plyne, 7e det Q + 0.

Je ziejmé, Ze cheeme-li v konkrétnich pfipadech stanovit slozky vektoru J, je nutné
urdit determinant matice Q = [g] a jeji subdeterminanty. Bez ijmy obecnosti hle-
dejme jen algebraicky doplnék D, k prvku ¢, ,, a doplnék D, k prvku ¢,,; souCasné
ozna¢me D = det Q.

Jestlize budeme nyni navic pfedpokladat, Ze matice Z je diagonalni, coZ fysikalné
odpovida tomu pfipadu, kdy mezi jednotlivymi prvky sité nejsou induktivni vazby,
potom lze odvodit jednoduché vzorce pro D, D, D,. Poznamenejme, Z¢ tyto vzorce,
zvané ,,Kirchhoffova pravidla®, byly odvozeny pro pfipad stejnosmérného proudu jiz
Kirchhoffem v r. 1847.

Tato tvrzeni zni (srv. [2]):

Véta 4. Bud N sit dand grafem G a funkci Z, pFicem? graf G je souvisly, je Z, = 0
pro i % k a je splnéna podminka (2). Pak plati:

1o Je-lit; = {h;, h;,, ..., h;)} kostra grafu G, bud t} jeji komplement (t; obsahuje
vSechny hrany G, které nepatii k t;). Bud ddle Z(1}) soucin vsech éisel Z;, pro kterd
i iy, ..., 0, (pFislusi tedy soudin komplementu ;). Pak plati

U] D= (=1y7 X)),

kde se scitd pres vSechny kostry t; grafu G.

2. Bud G* podgraf G, ktery vznikne z G vypu§ténim hrany h,. Bud t¥ kostra G*,

3) Graf G nazyva se souvisly, kdyZ pro kazdé dva uzly uj, w grafu G existuje posloupnost
{hl_}, i=1,...,m hran grafu G (eventualné¢ vhodné preorientovanych) takova, Zze koncovy uzel
hrany h’, je pocate¢nim uzlem hrany h,iH proi=1,.,m- 1, au (u,) je pocateénim (konco-

vym) uzlem hrany A, , (hy;,).
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(¥ jejl komplement v G*, a Z(1¥) méj* analogicky vyznam jako prve. Pak plati
(8) Dyy = (=1t 3z(if).
1t

kde se scitd pfes vsechny kostry t¥ grafu G*.
r ] Vi1

3. Bud & systém vsech podgrafit G, grafu G, kieré maji tyto vlastnosti:

a) kaZdy G, obsahuje pravé jeden obvod Y c;hy, ktery obsahuje hrany hy, h, (je
tedy ¢,c; # 0). Pl

b) odstranénim h, = G, vznikne kostra G. a rovnés odstranénim h, = G, vznikne
kostra G.

Bud ddle p(G)) = ¢,c,, a G, komplement G, v G. Oznacime-li Z(G.) soucin vSech
cisel Z; prislusnych hrandm G, potom plati
) Dy =(—-1Y""% p(G,) Z(G;) .

G e®
kde se scitd pres vsechny grafy G, systému .

Neni bez zajimavosti ta okolnost, Zze klademe-li v matici Q specielné Z,, = 1,
i=1,2,...,r, dostavame tak ze (7), e |det QI je rovno poétu vech koster grafu G.

Pro vétsi nazornost vypoétéme jesté hodnoty D, D,, pro sif z obr. 1. Oznacime-li
Z,, ..., Zsimpedance prvkd v hranach hy, ..., hg, je Z, = R,, Z, = iwL;, Zy = Ry,
Z, = ioL,, Zs = l]ioC, Z, = R5. Z obr. 2 je patrno, Ze {hy, hy, hg}, {hy, hy, hs),
{h,hy hy b, (hy s b, {hy, hy b (b, he b Thyy by hshy s, hyy bl {hy, B, by
{hy, hy, b3} jsou viechny kostry grafu G. Podle véty 4 tedy plati D = — (Z,Z,Z +
+ 22,2y + Z3ZsZy + 2,27 + Z,73Z¢ + Z,2:3725 + 2,232 + Z,2,75 +
+ ZyZ3Z4 + Z4ZsZ). Analogicky plyne Dy, = — (2,25 + 2,Z, + Z3Z, + Z2,Z5)

Zminme se jesté o metodé ,,uzlovych napéti*“. Stane-li se, Ze graf G n3jaké sité N ma
pomérné malo uzli ve srovnani s podtem hran, potom pro prakticky vypodet je vyhod-
né&jsi nevychazet primo z rovnic K1 a K2, ale ze soustavy, kterou za okamZzik odvodi-
me. Tato metoda nazyva se metodou uzlovych napéti, a mimo uvedeny vyznam je
jesté pozoruhodna tim, Ze vétSina novéjSich metod feseni, spolivajicich na teorii
grafi, z ni vychazi. Tuto metodu vyloZime zde pro pfipad, kdy graf sité N je souvisly.
(Poznamenejme, Ze zobecnéni na nesouvislé grafy nedini poliZi,)

V soustavé (4) zvolme V, = 0 a ozname vektor Vy = [V}, V,, ..., V;_,0]. Lze
dokazat, Ze ma-li sit N jediné feSeni v J, pak soustava (4) ma jediné feSeni v neznamych
Jidas o I Vi Vs, oo Vo_ (. Vypusime z matice a v soustavé (4) posledni sloupec;
tim dostaneme matici d typu (r, s — 1). ProtoZe posledni z rovnic (4) je zfejmé linearni
kombinaci ostatnich, milZeme ji rovnéz vypustit. Oznaéme U’ = [V, V,, ..., V,_1];
potom soustavu (4) miiZeme psat ve tvaru

(10) ZJ +dU = E,
d'J =0.
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JestliZe nyni matice Z je regularni, miZeme soustavu (10) fesit tak, Ze z prvni vektoro-
vé rovnice vyjadiime J a dosadime do druhé, tj.

(11) d'YdU = d'J,,

kde jsme oznacili Y = Z~', J, = YE. Odtud jiZ miZeme jednozna¢n& urcit U a pak J.
Ctenaf nechf si povs§imne, 7e matice d’ Yd, jejiz inversi musime p¥i vypoétu U provést,
jetypu(s — 1, s — 1), a tedy pomérné malého Fadu, je-li pocet uzld maly.

Fyzikalné vyjadfuje vektor U potencialy jednotlivych uzli sité. Odtud nazev
,.-metoda uzlovych napéti.

Poznamenejme jesté, Ze pro pravé vyloZenou teorii neni podstatné to, Ze jsme opero-
vali jen s komplexnimi &isly (coZ mélo svij pived v tom, Ze jsme se omezili na vy-
Setfovani ,,ustaleného stavu‘ v siti, tj. kdy pribéhy proud i napéti mély tvar Re 4 .
. exp (iowf). Vhodnym zobecnénim, kdy prvky vektord E, J patii do n&akého modulu,
Ize dosahnout toho, 7e pokryjeme jak ,,ustaleny stav*‘, tak i ,,Casovou oblast*, tj. kdy
proudy 1 napéti mohou byt libovolné funkce nebo obecnéji distribuce. Mimo to lze
pak vyslovit nékteré obecné véty o existenci a jednoznacnosti feSeni. Bliz§i pouceni
o tom nalezne &tenaf v praci [3].

CAST 1I

Vratme se znovu k metodg uzlovych napéti. Jak jsme vid&li (srv. s rov. (11)), je tam
nutno provést inversi matice

(12) Y =d'Yd,
kde d je strukturalni matice dané sit€ s vypusténym poslednim sloupcem, a kde Y =

= Z~'. Z hlediska numerického vypoctu bude tedy dileZita otazka, kterak je mozno
jednoduse stanovit det ¥ a subdeterminanty Y. Zde plati

Véta 5. Bud N sit, dand grafem G a matici Y; necht G je souvisly a necht' Y je
diagondlni. Je-li t; néjakd kostra G, oznacme Y(t;) souéin vsech Cisel Yy, pro kterd
hrana hy je obsaZena v kostie t;. Pak plati
(13) detY = Y Y(t,),

ti
kde se scitd pres vsechny kostry t, grafu G.

Tato véta, ktera byla poprvé v ponékud odlisné formé odvozena jiz Maxwellem
(srv. [4]), je zakladem vé&tSiny grafovych metod analysy elektrickych obvodd. Je lehko
vidét, Ze tvrzeni véty 5 je ,,dualni k tvrzeni véty 4a.

Z praktického hlediska ma vsak véta tu nevyhodu, Ze je obtiZzné vyhledat Vsechny
kostry grafu, je-li graf sloZitéjsi.

Vyhodngjsi metoda, o které se nyni zminime, byla popsana v praci [5], a spo¢iva
v zavedeni jistého algoritmu. Bud tedy sit N dana souvislym grafem G a diagonalni
jmatici Y. Sestrojme matici B = [b,] typu (s — 1, s — 1) timto predpisem (s je poZet
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uzli grafu G):je-lii £ k, bud b, rovno souctu viech Cisel Y;;, pro kterd hrana h; spo-
juje uzly ug, u,,, (neexistuji-li takové hrany, klademe b, = 0), je-li i > k, bud
by = 0. Zfeym¢ B je horni trojuhelnikova matice.

Je-li nyni C n&jaka horni trojuhelnikova matice, definujme &islo [CT, zvané foldant
matice C, rekurentnim predpisem

‘an Ci20 €135 --os Cpy

LC‘[_ = O’ CZZ* CZ3) ceey Cop I =
................... |
0’ O, 2 (,”” ‘_
Ci1 + Cons C12 + C3ns s Cin—t + Cun
=cq, |0, €32, O +
i 07 0’ 3 (Vl‘l,n_l L
€115 C125 cons Cin—1

+ Con 07 Ca2 + C3ns oos CZ,n—l + C,,_" + ...+

L€y Cras oo Crpn—iy
+ Cun Oa ('22a ey c2,n—1
n—1,n—1 1
Tl = ¢ (cje &islo).
Pak plati nasledujici véta:

Véta 6. Necht matice B je utvofena z matice Y pomoci grafu G shora popsanym
zplisobem; pak plati TB] = det d'Yd.

Poznamenejme, Ze diikaz této véty lze provésti zplisobem, ktery podstatné pouziva
vlastnosti grafu sit¢ N. Ctenaf jej nalezne v praci [5], [6].

Podobnymi metodami lze dokazat obdobna tvrzeni o dopliicich matice Y. Zde
uvedme opét jen vysledky. K tomu cili zavedeme novy pojem, a to pojem dvojstromu.
Bez ujmy obecnosti predpokladejme, Ze sloupec matice a, ktery jsme vypustili aby-
chom dostali matici d, odpovida uzlu ug, ktery v dal§im nazyvejme referencnim uzlem.
Bud nyni t, néjaka kostra souvistého grafu G sité N; odstranime-li z t, n€kterou hranu,
dostaneme tak podgraf, ktery nazyvame dvojstromem. Ziejmé kazdy dvojstrom je

grafem o dvou komponentach. (Za komponentu grafu pokladame té7 isolovany
uzel.)

Je-li nyni t n&aky dvojstrom, bud Y(r) souéin vSech &isel Y;;, pro ktera hrana
h;ez.

Bud nyni (i, k) dvojice indext, i, k < s — 1 (miZe byt i = k); dvojstrom 7% na-
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zveme dvojstromem piislusnym dvojici (i, k), jestlize oba uzly u,, u, pat¥i do jedngé

a 1é7e komponenty 15, a uzel u, do druhé. Pak lze dokazat, Ze plati nésledujici tvrzeni:

Véta 7. Bud'Y matice, definovand rovnici (12). (Q Y pfedpokldddme, Ze je diago-
ndalni, a Ze graf G sité N je souvislp.) Nechi Ay, i, k <'s — 1 je algebraicky doplnék
matice Y. pFislusny proku Yy pak plati

(14) Ay =) Y(T%h),

kde se scitd pres vSechny dvojstromy grafu G, prislusné dvojici (i, k).

(Diikaz véty nalezne &tenaf v [7].)

Poznamencjme zarovei, Ze existuje zka souvislost mezi systémem dvojstromi
piisluinych dvojici (i, i) a systémem koster grafu, ktery dostaneme z grafu G tak, e
vypustime vSechny hrany, které spojuji uzly u;, u,, a tyto uzly pak ztotoZznime (srv.
[81. [o1. [10]).

Dale Ize ukazat, 7e vyhledani sumy ) ¥(t%) lze pfevést na problém &isté kombinato-

™
rického charakteru; staci totiZ sestavit z daného grafu G systém vSech podgrafl
jistého typu o dvou komponentach, v kazdé komponentd vyhledat soustavu viech
koster a stanovit &islo, dané obdobnym piedpisem jako (14). P¥itom ma tento zplisob
tu vyhodu, Ze viechny operace Ize uskutednit v podstaté tak, Ze se tvoii jisté kombinace
pfirozenych ¢isel; tato okolnost umoziuje to, Ze cely postup lze naprogramovat na
pocitacim stroji (srv. [6]). Mimo to pfinasi tato metoda podstatna zjednoduseni v tom
pfipadé, kdy je nutno stanovit rozdil algebraickych dopliakd 4, — 4,,. Tam totiz
pfimo z povahy grafu vyplyva, které &leny rozvoje determinantii lze vypustit jiz b&€hem
vypodtu, protoZe se ve vysledku zrusi.

Dalsi piibuzné problémy tohoto charakteru jsou popsany v praci [11] a [12].

Metodé uzlovych napéti je obdobna tzv. ,,metoda smyckovych proudd®. Zde stano-
vuji se nejprve pomocné veliiny, zvané ,,smyckové proudy®, pomoci kterych se pak
poditaji proudy v jednotlivych vétvich. Pro uskuteénéni vypoétu nutno zde uréit
determinant matice X'ZX, kde X znadi matici, jejiz sloupce tvofi tplnou soustavu
lineArné nezavislych fedeni rovnice a’x = 0 (a je strukturalni matice sit). Lze snadno
ukazat, Ze jednotlivé sloupce matice X jsou v izkém vztahu k obvodim grafu dané sité.
Je tedy metoda smycékovych proudd vyhodna zejména tehdy, kdy graf dané sité ma
pomérné malo linearné nezavislych obvodi ve srovnani s poétem uzli. Zaroveii lze
ukazat, 7e existuje uzka souvislost mezi det X'ZX a det d'Yd (srv. [13]).

RovnéZ metoda smyckovych proudd je vychodiskem nékterych zplisobl grafové
analysy (srv. [12], [7]); tyto zplsoby nejsou v3ak z praktického hlediska pfili§ vy-
hodné, jeZto naraZeji na potiZe, spojené s vyhledanim soustavy linedrné nezavislych
obvodt daného grafu. Z tohoto dvodu jsou tyto metody téméf nepouZitelné, jedna-li

padg, kdy matice Z je diagonalni, nezavisi fedent sit& (j. &isla J(h;), srv. s rov. K1, K2}
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v podstaté na orientaci, jakou mé graf G (viz téz [3]). Tato okolnost se odraZi, jak si
¢tenar jisté viiml, v tom faktu, 7e pojmy Kostry a dvojstromu, se kterymi se operuje
ve vzorcich (13), (14), nevyuzivaji orientace grafu G, tj. 7¢ v podstaté sc pracuje s ne-
orientovanymi grafy. Poznamencjme jeste, ze v piipadé kdy, matice Z neni diagonalni,
hraje orientace podstatnou roli.

Pristupme nyni k otazkam grafové analysy tzv. aktivnich siti. V avodu ¢lanku for-
mulovali jsme problém pro klasick¢ Kirchhoffovy sité. Tam jsme predpokladali, 7¢
v siti existuji pouze nezavislé zdroje, (j. matematicky Fedeno, Ze Cisla E(h,) jsou pevna
a nezévisi od J(h;). Budeme-li zkoumat sité aktivni, shledame, ze potom je ve vétding
pfipadi mozno jejich chovani popsat soustavou rovnic tvaru K1, K2, kde oviem
E(h;) jiz zavisi linearng na J(h;). Poznamencjme, 7e takovymi aktivnimi sitémi jsou
fysikalni soustavy, utvofené z odpori, kondensatori a civek, které nadto obsahuji
elektronky, transistory apod. (srv. | 14]).

Klasicky feSime aktivni sité tak, Ze zavedeme nahradni schemata aktivnich prvki
(elektronek, transistoril) a takto odvozenou sif Fesime pak metodou uzlovych napéti
nebo smyckovych proudii (srv. [14], [15]). Nevyhodou teoretického razu tohoto zpG-
sobu je to, Ze nedovoluje popsat obecné kazdou aktivni sif pomoci odvozené site
Kirchhoffovy. Kofen véci tkvi v tom, 7e klasické prvky, tj. odpor, kondensator a civka
maji, zhruba feceno, tvar dvojpdlu, kdezto aktivni prvky maji oby&ejné tvar k-pdlu,
kde k > 2.

Podivejme se nyni na to, jaké jsou disledky téchto faktd pro grafové metody ana-
lysy. Pfedné je zfejmé, Ze orientace jednotlivych vodici takové aktivni sité bude patrné
hrat podstatnou roli, takZe lze o¢ekavat, Ze metody se tim zkomplikuji. Jiny, dileZitg)si
problém, tkvi v tom, kterak popsat takovou aktivni sit pomoci pojmi teorie grafl
tak, aby se s timto popisem dalo pohodIné pracovat. Zda se, 7e nejschiidnéjsi cestou,
které se pfidrZuje fada autord (srv. [16], [17], [ 18]), je popis aktivai sité pomoci dvou
graf G, G,, které se ve shodé s jejich fysikalnim vyznamem nazyvaji proudovy a na-
pétovy graf. Jiny zpasob (srv. [11]) spociva v tom, Ze se sif popisuje jednim grafem.
kde se ovsem kaZzdému fysikalnimu prvku pfifazuje vice hran, které jsou pfipadné
jesté vhodnym zplsobem ohodnoceny.

Viimnéme si nyni ponékud blize prvni formulace. Nebudeme se zde zdrZovat de-
tailnim popisem konstrukce takovych grafi podle dané aktivni sité, jeZto je to spise
jako v pfipadé klasickych siti, jde i zde o to, stanovit determinant jisté matice. Zde se
definuje ,,zobecnéna matice soustavy rovnic uzlovych napéti* H; predné se da doka-
zat (srv. [16]), Ze pro tuto matici plati vztah H = a,Y.a,, kde a, je incidentni matice
proudového grafu sité, a, je incidentni matice napétového grafu sité a Y, je zobecnéna
matice admitanci. (Tato matice charakterisuje fysikalni viastnosti jednotlivych ele-
mentt aktivni sité, a tedy nezavisi od struktury sité, tj. od zpiisobu vzajemného pospo-
jovani elementil.) DileZitou vlastnosti matice H je to, Ze viechny jeji algebraické
dopliiky fadu o jednotku niz§iho nez Fad H jsou si rovny, pti¢em? jejich hodnota D je
rozhodujici pro vypocet feSeni dané sité. Lze rovnéz dokazat tvrzeni obdobné vété 5,
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a to: Cislo D je rovno souctu soucint admitanci téch koster grafd G,, G,. které jsou

-
obéma grafium spolecné. (Prosime Ctenate, aby pojmy ,,admitance kolstry“ a ,kostry
spolecné obéma gralim** chapal pokud mozZno intuitivig, jezto pfesna definice téchto
pojmi by se vymykala z rimce tohoto &lanku. BliZ$i poueni o tom lze nalézti v pra-
cich [16]. [18].) Poznamencjme jestg, Ze pravidla pro stanoveni &sla ,,admitance
kostry®, pokud jde o stanoveni jeho znaménka, jsou dosti sloZita; existuje jich cela
fada (srv. [10], [ 16], [18]), ale Z4dné z nich neni natolik jednoduché, aby bylo snadno
pouZitelné pro bézné vypocty. Rovnéz tak neni dosud zndm néjaky algoritmus pro
stanoveni spolecnych koster grafil G, G,. To jsou dosud oteviené otazky, které
Cekaji jednak na presné matematické fundovani, a jednak na konstrukei prakticky
ucinnych metod. Rozieseni téchto otazek mélo by vyznam nejen pro sité samé, ale
i pro studium tzv. n-pola, které je mozno velmi jednoduSe popsat maticemi, obdob-
nymi vySe uvaZzované matici H.

Zavérem Elanku pfipomeiime jesté, Ze existuje téZ metoda, zvani ,,metoda signalo-
vych toki*, ktera pouZiva popisu sité pomoci grafu, ktera viak nevychazi ze struktury
sité, ale ze soustavy algebraickych rovnic, kterou je uvaZovana sit popsana, takze po-
strada nékteré vyhody metod, vychazejicich pfimo z topologie sité,
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Pezwme
POJIb TEOPUM I'PA®OB B AHAJIM3E DNEKTPUUYECKUN UEMNEA

BAIIJTAB AOJIEXAJ, NOCE® [MPOKOII, 3AEHEK BOPEJI
(Vaclav Dolezal, Josef Prokop, Zdenck Vorel)

B ctathe naevcs o030 M3BECTHBIX A0 CHX MOD MEIOA0B AHAJIM3A JIMHCHHBIX
NEKTPUUCCKHUX LCTeH, OCHOBAHHBIX Ha MeToAax Tteonuu rpados. B mepsoil uactu
dopMynupyeres 3aaaua peiedust nenun Kupxrodda, nokazano oao ee 06obiic-
HHe, M npuBeACHbI Ksaccuueckue npasuna Kupxrodda.

Bo Bropoil vacTi HalHauCHBI HEKOTOPBIC COBPEMEHHBIC METO/IbI, KOTOPLIC TMPH-
LO/UIbl W JUTS PCLUCHWS HENCH C aKTUBHBIMH DJICMHCHTAMH; OAHOBPEMEHHO OTMe-
YeHbl HX BBITO/IbI M HEBBIIO/BI, PABHO KAK H 1¢ HANPABICHUA AAbHCHILCIO pa3-
BUTHSL MeToloB Teopuu rpadoB, OF KOTOPbIX MOXHO OXHAATh Jafdbieiinuc
shdexTUBHbBIE CpeCTBa Ui PEeLeHUsT Lenei.

CTaTea JOMONMHEHA MHOTHMHU CChIIKAMM Ha JHTEpa1ypy.

Summary

THE THEORY OF GRAPHS IN THE ANALYSIS OF ELECTRICAL
NETWORKS

VAcLAY DOLEZAL, JOSEF PROKOP, ZDENEK. VOREL

This paper is a survey of methods of analysing linear electrical networks by methods
of graph theory. In the first part, the problem of solution of a Kirchhoff network is
formulated, and a generalisation pointed out; the classical Kirchhoff laws are stated.

In the second part of the paper, some modern methods are described, which may
also be applied to networks containing active elements; and also their advantages and
disadvantages. The authors draw attention to those directions of graph-theoretical
methods, whose development may be expected to result in further effective methods
of solving networks.

Extensive references are given.
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