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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

MINIMALISACE NAKLADU PRI DOSAZENiI PREDEPSANE
PRESNOSTI SOUCASNE U NEKOLIKA ODHADU

JAROSLAV HAJEK

(Doslo dne 30. zaii 1961.)

Za predpokladu, Ze naklad C je linedrni funkci paramstrd rq, ..., rg
a rozptyly D; sledovanych odhadii jsou linedrnimi funkcemi jejich obrace-

nych hodnot, hleddms parametry ry, ..., ry, které minimalisuji C pfi pod-
mince D; = b, = j = J. Hlavni oblasti aplikace vysledkid jsou vyb&rova
Setfeni.

1. UVOD A SHRNUTI

UvaZujme o nahodném pokusu, jehoZ smyslem je ziskani odhadi ¢, ..., ¢, pro
ukazatele @, ..., @;. Pokus i odhady budteZ pevné stanoveny aZ na H volitelnych
parametri ry, ..., ry, které jsou nezdporné a takové, e naklad C = C(ry, ..., rH),
spojeny s provedenim pokusu a vypoétem odhadi, je rostouci funkei kazdého para-
metru r,, 1 £ h £ H. Dale budeme pfedpokladat, Ze odhady ¢;, 1 <j £ J, jsou
nevychylené (nestranné) a Ze jejich rozptyly D; = D(r;,, ..., ry) jsou klesajici funkci
parametrl r,, 1 £ h £ H. Nadim tGkolem bude zvolit parametry r,, ..., ry tak, aby
u viech odhadi bylo dosaZeno piesnosti uréené nerovnostmi

(1.1) Dj=Dyfry,...rg) Sb; (L£j£J),

kde b; jsou piedepsané konstanty, a aby naklady C byly minimalni.
Reseni tlohy podame pro piipad, kdy naklad C je linearni funkci parametrit
ry, ..., ry arozptyly D; jsou linedrnimi funkcemi jejich obracenych hodnot:

H
(1~2) C= Z Cyty + Co
E=1
4 dj, . \
(1.3) D; :"hz'l e dy (1=jsJ).
- h

V t&chto vzorcich vSechny konstanty jsou nezdporné. V teorii pravdépodobnostniho
vybéru (vybérovych Setfeni) existuje cela fada pfipadd, kdy je podminka linearity
splnéna. Viz napk. knihu [2], str. 117, 158, 163, 169, 262. Parametry ry, ..., ry v téchto
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pfipadech oznaduji bud rozsady vybéru v jednotlivych oblastech, nebo charakterisuji
rozsah a strukturu dvoustupfiového & dvounasobného vybéru apod. Vybérové pokusy
viak nejsou jedinou prileZitosti, kde lze niZe uvedené vysledky aplikovat.

Nase uloha byla pro piipad oblastniho vybéru formulovana T. DALENIUSEM
v knize [ 1] na str. 200, kde je také pro H = 2 podano geometrické feSeni a pro H > 2
se doporucuje uZit techniky nelinearniho programovani (str. 206, tamtéz). Podrob-
nosti viak nejsou udany a neni zfejmé, jak by se myslenka mohla v praxi realisovat.
Jak ukadZeme v § 8, uvaZovana uloha zapada také do ramce teorie her.

Numericky pfiklad je uveden v § 7. V § 6 je rozebran &asty piipad, kdy soustavu
odhadu tvofi nezavislé odhady ¢4, ..., t;; a soudet t&chto odhadt 1, = t; + ... + 1.
V § 9 je naznaden postup pro ptipad, kdy C neni linedrni funkci parametrii r,.

2. ROZSAH A STRUKTURA EXPERIMENTU

Jsou-li parametry ry, ..., r; ur€itym zplisobem zvoleny, nase ocenéni experimentu
je urgeno J + 1 &isly C, Dy, ..., D,, z nichZ kaZdé na téchto parametrech zavisi.
K tomu, abychom mohli riizné volby parametra r,, ..., ry jednoduse porovnavat,
bylo by viak potfeba, aby naSe ocenéni bylo dano pouze jednim &islem. Toto &islo
by bylo funkci &isel C, Dy, ..., D; a rizné takové funkce byly navrhovany. Zadna
z nich v8ak neni a patrné ani nemiZe byt vyhovujici. UkaZme, jak lze tuto obtiz
obejit.

Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze mame jen jeden rozptyl D, takZe nas postoj
je vyjadfen dvojici éisel C, D. Nejprve si uvédomme, Ze zadani experimentu lze ekvi-
valentng vyjadiit &isly R, 04, ..., 0, kde R = vy + ... % ryap, = #/R, 1 £ h £ H,
a jeho ocenéni &isly C, (C — ¢,) (D + d,). Opravdu, z &isel R, gy, ..., oy lze snadno
zp&tné urdit &isla ry, ..., ry (r, = @,R) a z &isel C,(C — ¢p) (D + d,) &isla C, D
Nyni si v§imnéme, Ze ’

" H
(2~1) (C - Co) (D + do) = Z Cpl'y L d,,r,: = L (hohz thh s
k=1 h=1

h=1 h=1

takZe (C — ¢o) (D + do) zavisi pouze na gy, ..., ¢y. Nazvéme &islo R rozsahem poku-
su a Cisla gy, ..., oy strukturou pokusu. Nase ocenéni struktury pokusu lze vyjadrit
souginem (C — ¢o) (D + dp): &im je (C — ¢o) (D + d,) mensi, tim je struktura
pokusu lepsi. Je-li urCena optimalni struktura, pak zbyva uréit rozsah R tak, aby bylo
dosaZeno piedepsaného rozptylu D resp. pfedepsanych nakladi C. Snadno lze vidét,
Ze timto zplisobem se sou€asné fesi uloha o minimalisaci ndkladd C pii pfedepsaném
rozptylu D a tloha o minimalisaci D pfi pfedepsaném C. Shriime hlavni myslenku
tohoto odstavce: Jednim &islem lze ocenit nikoliv pokus jako celek, nybrZ pouze
urdity aspckt tohoto pokusu, napf. jeho strukturu.

Nyni se vratme k obecnému pfipadu, kdy posuzujeme J rozptyld D, ..., D,.
Predpokladejme, Ze naSe ocenéni pokusu zavisi pouze na urdité funkci ¢ =
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= ¢(Dy, ..., D;). UvaZujme o dvou specialnich pfipadech volby funkce @, a to

J
(22) ¢ = .Zlvf(Df + djo)
=
a
(2.3) _ ¢ = max Dj+djo

1<isi by + djo
kde v; a b; jsou urdité nezaporné konstanty. Na§e ocenéni struktury pokusu je pak
dano soucinem (C — ¢;) ¢ jkde ¢ je dano bud rovnici (2.2) nebo (2.3).
Je-li @ dano rovnici (2.2) a rozptyly D; rovnicemi (1.3), pak

H
(2.4) o=Ydr ' ~d,,
s h=1
kde
7
(2.5) dy =Y vd, (0=<h<H).
j=1

To znamena, Ze optimalni struktura je v daném p¥ipadé stejna jako pii sledovani jen
jednoho rozptylu, daného pravou stranou rovnice (2.4).

Je-li @ dano rovnici (2.3), vznik4 podstatn& nova situace a prave ji budeme fesit
v tomto €lanku. Zde pouze osvétleme souvislost tlohy minimalisovat sougin (C - Cg)-
.max (D; + djo) (b; + d ;o) s Glohou minimalisovat naklad C pfi splnéni podminek

J
(1.1). Tento vztah je dan identitou

(2-6) min | (C — ¢,) max M] = min (C — ¢),
Fisesby Jj bj + djO r:b.jﬂ(,;";‘;

kde min oznaCuje minimum pfes v§echny moZné nezdporné hodnoty parametri
FiyosTH

ry, ..., Fy, @ na pravé strané se bere minimum jen pres ty nezaporné hodnoty para-
metrli ry, ..., ry), pii kterych D; < b, 1 5 j £ J.

Duokaz identity (2.6). Necht minima na pravé strang rovnice (2.6) je dosaZeno
pro r, = ry, 1 £ h < H. Polozime-li DY = D(r{, ..., r}), jisté plati

(2.7) max Dj +dg

protoZe jinak bychom mohli parametry rp a tedy i C zmen§it bez poruseni podminky
D; £ b;, coz je ve sporu s predpokladem, Ze pro r, = ry je dosaZeno minima.
Polozime-li C° = C(r), ..., r}y) .plati tedy
. DY +d; . D; + d;
min (C — ¢o) = (C° — ¢o) max <L——2L > min | (C — ¢p) max ——-2|.
iy ees TH Jj bj -+ 'jO Pl tH J b
D;j<bj

i+ djo

JelikoZ opa&né nerovnost je trivialni, je identita (2.6) dokazana.
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Zaroveti jsme také dokazali, Ze hodnoty rl, které minimalisuji C pfi podmince
D; £ bj, minimalisuji i soucin
H
D; + dj, d;,

H
(2.8) (C = ¢o) max L——20 = max| Y ¢,r, Y — .
j b+ d j =0

i byt dj j K=0 b; 4 d;o

Sougin (2.8) je viak minimalisovan i kterymkoliv hodnotami tvaru r, = Ar, A > 0,
nebof na nisobici konstanté 1 nezavisi. Shriime: ReSenim ulohy o minimalisaci C
pfi podmince D; < b; vyfeSime i Glohu o optimalni struktufe za pfedpokladu, Ze
jakost struktury je uceiiovana (nepfimo Gmérng) soucinem (2.8). Zarovei je jasné,
Ze totéZ FeSeni, pokud jde o strukturu, ma i t¥eti moZna dloha, a to minimalisace
vyrazu (2.3) pfi pevné danych nékladech.

Nakonec poznamenejme, Ze rozsahem pokusu by bylo moZno podle potieby nazvat
libovolnou funkei R = R(ry, ..., ry) takovou, Ze
(2.9) Ry, ooy Arg) = AR(r, oo ry) -
Tato podminka je splnéna napf. pro R=C —¢;, R=r,a R=(D;+ dj)™"
pro kterékoliv i a j, kde C a D jsou dany rovnicemi (1.2) a (1.3). Podobn& strukturu
bychom nemuseli vyjadfovat poméry ¢, = r,/R, I £ h £ H, nybrzji prosté definovat
tak, Ze vektory (ry, ..., rg) a (rf, ..., ry) maji stejnou strukturu tehdy a jen tehdy,
je-li rjy = Ar,, 1 £ h < H, pro n&kterou konstantu 1 > 0.

3. OBECNA VETA

Obecné vlastnosti feSeni nasi alohy jsou vyjadieny touto vétou:

Véta 1. Hodnoty ), ..., r%, které minimalisuji ndklady C pfi podmince D; < by,
1 =j < J, jsou rovny

I J . H J‘ . )
(31 no=— (Y )t X (Y aw))t (LS h =),
Cy =1 k=1 j=1
kde /J?. <. pY jsou nezdpornd isla rovnd v souétu 1 a takovd, Ze
H J Hﬂ L
(32) YAX appi)t= max Y (Y anpy)
W=1 o j=1 cps k=1 =1

Pies
P20, Xp;=1
pricemZ

(33) aj =" (12U, 1 £h<H).
b+ dy
Cisla pj jsou charakierisovdna tim, %e
H J IL J
(34) Yam( Tans?) ™ =Y (Yawd)t, kdyz pl >0,
h=1 i=1 h=1 i=1
H

J
éhZ(Zl“ihP‘i’)gs kdyz p} =

=1

Je-li p§ > 0, pak D(r3, ..., rh) = by
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Dtkaz. Z podminky D; £ b;, 1 £j < J, vyplyva, Ze

=

: : d
(3.5) max Dy +dj <1
15js0 by + dj

3

atedyi
(3.6)
H H
C — ¢y =z max [(C — ¢) M:‘ = max [}_, Lhrhzdﬂl(b + d;o) ' _1]~

1<j<J b; + d;e 12jgd| h=1 K=1

JelikoZz maximum skupiny &isel nemGze byt pfevy§eno Zadnou jejich konvexni linearni
kombinaci (tj. s nezapornymi koeficienty rovnymi v souétu 1), miZzeme psat

(3.7 max [Zchrl.Z tdyo) ] =

12j2J h=1 h=1
= max { L Cyply Z [’ I Z ,(, + djO)_ ! p_]]} .
pjz0, Zp;=1 h 1 =1 j=

Uzitim znamé Cauchyovy nerovnosti ([2], str. 34) dostavame

(3.8) z f';ﬂhhz [’”l. Z _]h(b + ‘110) pj] 2

J

LY dalby + ) 1 = T30S )

i=1 =1

kde jsme vZili konstant (3.3). Ze vztahii (3.6 aZ (3.8) vypl)’/vé e

(3.9 C—¢z max [Z(Za,w, = [12(2”1:&”1) ¥

pj20,Ep;=1 h=1 j=1

HV
i M =

h

Tim jsme dostali dolni hranici pro C . D¥ive neZ dokaZeme, Ze pro Y, ..., % dana
rovnici (3.1) je této dolni hranice pfi splnéni podminek D; £ b; dosaZeno, vyvodme
vztah (3.4) ze vztahu (3.2).

Vyraz ) (Y a;,p;)* je ziejmé konkavni (druhé derivace je nekladnd) funkci argumen-
tu (py, ..., Py)s P; = 0, Y p; = 1, a proto kazdé lokalni minimum je zarovefi absolut-
nim minimem. Body, v nichZ je dosaZeno absolutniho minima, jsou charakterisoviny
tim, Ze pirGstky funkce ve vSech smérech nevybodujicich z oboru vymezeného nerov-
nostmi p; = 0 a rovnosti ij = 1 jsou nekladné. Re&eno jinymi slovy, bod (p?.

" ..., p9) je minimem tehdy a jen tehdy, je-li totalni diferencial funkce

(3‘10) F(Pls E p.l) = Z (Z aJth)

h=1 j=1
v bodé (p{. ..., p}) ve viech pfipustnych smérech nckladny. Jelikoz

J

hfg m(z nhpi)‘i (1<_] J)

oF
ap,. :
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je totalni diferencial funkce F v bodé (p(l), e pg) roven

(3.11) Z[Ap, P ,h(Lamp) 4,

kde ptirtistky Ap] jsou omezeny vztahy

J
(3.12) YAp) =0 a Ap) =0,
=1
je-li
pPj=0 (1=jsJ),
vyplyvajicimi z toho, ze Y’ p9 = Y (p? + Apj)a p) + Ap) = 0. Snadno nahlédneme,
Ze podminka nekladnosti totalniho diferenciélu,

(3.13) AF £0,

pro Ap? vyhovujici vztahim (3_12), je totoZna s tim, Ze pro nékterou konstantu o
plati

H J
(3.14) Yoay(Y aup) t=a, jeli p;-) <0.
h=1 i=1 .
<a, jelli p}=0.

UkaZme, e podminka (3.14) je postadujici, pfenechavajice diikaz nutnosti Ctenafi.
Plati-li (3.14), pak z (3.11) je vid&t, Ze

J

J H
(3.15) AF = o3 Apj = ¥ [a = ¥ an( L aur?) "] Arj
i=1 pi°=0 i=1

kde posledni soudet je vykonan pies ta h, pro ktera pj = 0. Aviak z (3.12) vyplyva,
Ze prvni ¢len na pravé strand rovnice (19) je roven 0 a druhy je nekladny, nebot
v ném podle (3.12) Ap] = 0 a podle (3.14) « — Y.a,(Yaup,) * = 0. Vynasobime-li
rovnosti a nerovnosti (3.4) &isly p;-) a sefteme, snadno zjistime, Ze a je rovno pravé
strané vztahd (3.4), &imz je postaditelnost téchto vztahti dokézana.

Nyni jiZz snadno dikaz dokon&ime. Dosadime-li #{, ..., rjy dané rovnici (3.1) do
vzorce (1.2) pro C, dostavame, Ze

(3.16) C—co= [Z(Za,hpj) I

takZe dolni hranice je skute¢né dosaZeno. Krome toho, dosadime-li tato <, ..., rd
do vzorce (6) pro D,, dostavame, Ze
D+d0 H -1 n o\ — 1 a J O\ -1
I = Y ape, H(r)) Z (Z ampy) - LX (X aup))] ™"
b; + d;, w=1 K= = k=1 j=1
odkud se zietelem na (3.4) vyplyva, Ze
D; +dj
b; + djo
pfiéemZ rovnosti je dosaZeno pro viechna j, pro ktera p? > 0. Nerovnosti (3.17)jsou
zfejmé ekvivalentni s nerovnostmi D; < b;, &imZ je diikaz ukonéen.

(3.17)

A
—_

(1gj=J).
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4. VYLOUCENI NEPODSTATNYCH ODHADU

Aby bylo moZno vétu 1 aplikovat, je tfeba vypocitat Cisla p?. ktera budeme
nazyvat vahami (p] je vahou odhadu t;). Pfedeviim je ticba v kaZdém konkrétnim
pfipadé prozkoumat, které vahy budou rovny nule. Je-li pj-’ = 0, pak feSeni
je stejné, jako by odhad t; viibec nebyl vzat v poget. To je bezprostfedng patrno ze
vzorce (3.1). Prozkoumat ptipady p} = 0 znamena tedy totéz, jako zjistit, které
odhady t; Ize vypustit z ivahy. U takovych odhadii ¢; bude nerovnost D; < b;
dbsledkem splnéni téchZe nerovnosti pro zbyvajici odhady. Odhady t;, pro které
plati p? = 0, budeme nazyvat nepodstatnymi, a zbyvajici odhady podstatnymi.
MiiZe se stat, Ze pouze jeden odhad, feknéme t,, je podstatny, a potom prosté

H u
(4-1) "l? = C;la;}h Z a;h = (dqh/('h)* (bq + ‘lqo)_l Z \«/(Chdqh) (] £h<H).
h=1 W=t

=
Véta 2. Existuji-li nezdpornd Cisla 4;, i + k, rovnd v souctu | a takovd, Ze pro
vSechnah = 1,...,H

(4.2) ay Y day, (1< h<H),
i*k
pak lze maxima dosdhnout v bodé, v néms py = 0.

Budif A uréitd podmnoZina mnoZiny &isel {1,...,J} a B jeji doplnék, B =
= {l, . J} — A. Plati-li

H H
(4.3) Yah, zYauant (ied jeB)
h=1 h=1
pro kazdé i z A a kazdé j z B, pak Ize maxima dosdhnout v bodé, v némz pf = 0
pro vfechna j z B.
Ditkaz. Z (4.2) bezprostiedn& vyplyva, ze pro kazdé h
J J
Za,‘hl’,‘ = APy + Zaihpi <Y apkipe + Z appi = Z, aw(pi + 2ip) = Za,hp} B
Ji=1 i*k itk itk ik ji=1

H J
kde p; = 0. To znamen4, Ze maxima vyrazu ) (Y a;p,)* lze dosahnout pii py = 0.
K=1 j=1

Nyni dokaZeme druhou &ast véty. PoloZme

=3 pi,

ied

q;:ﬁ pro i€eA,
o

L==2_ pro jeB.
1-a

Toto oznadeni ndm dovoluje psat
7
Z a;pj = aZ apg; + (1 - “)Z ayl;,
i=1 ic4 jeB
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kde D g, = Y I, =1, a dale

jeA jeB
H J {I
(4.4) 2 “;nl’j)i =y [a) aung: + (1 ~ )3 apl;]* = G(“) .
R=1 j=1 h=1 ieAd jeB

Derivovanim se snadno pfesvéd&ime, Ze vyraz na pravé strang, jakoZto funkce argu-
mentu o, 0 £ o £ 1, je konkavni funkei (druhd derivace je zaporna). Nasim cilem
je dokazat Ze

G()=2Ge) (0La=1),

tj. Ze anulace vah p;, j € B, nevede ke sniZeni hodnoty vyrazu (4.4). Jelikon G(a) je
konkavni (vydutd smérem vzhiiru), stadi, aby derivace v bod¢ « = 1 byla nezaporn.
Avsak
oG )
T = 1 Z z, am(] :

du =1 h 1 ied h

M:

( ajh l_]) Z apd l)

1 JeB ieA

Zbyva tedy dokazat, Ze z (4.3) pro jakéko]iv q;al;plyne

(4.5) 5 (3 aug) P=y (2 and)) (X augi) ™

h=1 icA h=1 jeB

H
Uvédomme si, Ze funkee f(x,,..,x;) = Zx,,,x,, = 0, je konkavni. PoloZime-li

X, = a;, a uZijeme-li Jensenovy nerovnosti (v1z [7]), dostavame

(4.6) Z( Nawg )z Y g Z at .

h=1 icA icd h=1

Dale vzhledem k pfedpokladu 4.3) plati

(4'7) Z(I ‘ '% = Zq z lealh = LCI Zalhi Zlﬂﬂn)-

ied h=1 ieAd h=1 jeB icd h= JjEB

Funkce g(x,, ..., xy) = Z Xy H(Y Lay), x, =0, je konvexni. Polozime-li v (4.7)
JjeB

X, = ay a uZijeme-li opet Jensenovy nerovnosti, dostavame

(4.8) Y g, Z an( Z a],,l )z Z ( 7 g:ay)” Z Lag) .

ied k= =
Nyni vidime, Ze (4.5) snadno vyplyva ze spojeni vztahll (4.6), (4.7) a (4.8). Tim je
dikaz ukonéen.

Véty uzivame tak, Ze nejprve vypiSeme matici disel

Aqys Aias -ovy Ay
ays Gppy oevy Uy
(4_9) 21» 22 2H

\ dy1> Qyz> ---5 Qyn
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a prozkoumame viechny pary fadki, zda jeden nedominuje druhy v tom smyslu, Ze
ay, = dg, pro viechna h. Je-li néktery z fadkd dominovan jinym fadkem, vySkrtneme
jej z matice a piisluiny odhad vypustime z tGvah o volb& pokusu. Potom zkusmo
zkouSime, zda néktery fadek neni dominovan konvexni linearni kombinaci jinych
fadkd ve smyslu podminky {4.2). Nakonec na zakladd matice sloZené ze zbylych
fadki vypodteme &tvercovou matici

My, ..., My,
(4100 |
My, oo My
kde
(4.11) Mj=Yuaua* (1£4Lj51),
h=1

a I £ J oznacuje poCet fadkl v proSkrtané matici, ve které jsou fadky precislovany
&isly od 1 do I, Na zaklad& matice (4.9) provéfime, zda nelze vytvofit skupiny indext 4
a B tak, aby byla splnéna podminka (4.2). Pfipomertime si, Ze sjednocenim mnoZin 4
a B je cela mnoZina {1, ...,1}. Podafi-li se nam takové rozd@leni najit, pak vyskrt-
neme vsechny fadky oznacené indexem z mnoZiny B a ponechame jen fadky oznadené
indexem z mnoZiny A. Tim je vylucovani nepodstatnych odhadi na zakladé véty 2
skonéeno.

Pcznamka. Rozdéleni odhadl na podstatné a nepodstatné je jednoznaéné tehdy,
kdyz vyraz 3 (Ya;p;)* nabyva svého maxima pouze v jednom bodg, coZ mizZeme
povaZovat za obvykly pfipad.

5. VYPOCET VAH p?

Pfedpokladejme, Ze jsme vyloucili nepodstatné odhady zjistitelné na zakladg
véty 2. Zbyvajici odhady oznadme opét 1,, ..., I, nebot na oznadeni nezaleZi. Nasim
tkolem je urdit vahy p?, které maximalisuji vyraz Y(Ya;p;)}. Véha p} je jakousi
mérou zavaznosti odhadu t; pro volbu pokusu. Roku 1934 J. NeYMAN doporucoval
fedit problém vice odhadii tak, Ze mezi nimi najdeme jeden, ktery ma previadajici
vyznam, a pak optimalisovat pokus vzhledem k nému. To v nasich pojmech odpovida
situaci, kdy existuje odhad 7, takovy, Ze py = 1 nebo alespoit p, = 1 — &, kde ¢ je
malé. Véty 1 a 2 nam tedy jednak umoziuji pojem ,,pfevladajiciho‘* odhadu matema-
ticky definovat, a jednak davaji feSeni i v pfipadech, kdy Zadny z odhadl nepfevlada.

Maximalisaci vyrazu Y (Y a;,p;)* 1ze nejsnadnéji vykonat postupnymi aproximaci,
z nichZ kaZda spociva ve vyfeSeni systému linearnich rovnic. Vyjdeme od uréité
vychozi sestavy p; = pf, kterou zvolime napf. tak, Ze poloZime pj = J '. Druhou
aproximaci dostaneme tak, Ze funkei F(py, ..., p;) = Y (Y.a;p,)* rozvineme v Taylo-
rovu fadu do kvadratickych &lentt kolem bodu (pi, ..., p})

i u(pi ) i p!

(5'1) F(l’n--~PJ) rl+Zrl( ~——p] 12

j=1

HML‘
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kde F; = 0F|dp;, F;; = 8°F|0p,0p;a F}a Fi; oznaduje hodnoty téchto derivaci v bod&
(ph, ..., ph). Ziejm& plati
H

(52 F=%ZAZ%M*(Vw<D

h=
H

(5-3) = ;‘.Z lh“jh(zlajhpjy% (] <ihjsJ).
h= j=

Nasim ukolem je maximalisovat F, ¢ehoZ pfiblizn€ dosdhneme maximalisaci pravé
strany vztahu (5.3). Jelikoz Y (p; — p}) = 0, musime pfi hledani maxima bud pouZit
Lagrangeovy metody nebo jednu z neznamych vyloudit. Druhd metoda je v naSem
J-1
ptipad& prostdi, a proto vylutme p, — pj tim, Ze za n& dosadime ~ 3 (p; — p}).
=1
Tim z (5.1) dostaneme
-1

(5.4) F(pys...nps) = F' + Z(FT*F,)( - pj) +
J—-1J-1
- _Zl(Ff,- + Fiy = Fiy — Fiy) (pi = pi) (p; — P}) -
i=1 j=

PoloZime-li derivace kvadratické funkce na pravé strané rovny nule, dostaneme
systém linearnich rovnic

J-1
(5:9) = NAFy+ Fhy= Pl = P (= ) = FI = £} (15150 -1).
p!

VyfeSenim podle neznamych (p; — pj), obdrZime ,,opravy* A; hodnot pj. Potom
poloZime

(5:6) pt=p A (1£)20 1),
a cely proces opakujeme tak dlouho, dokud se hodnoty neustali. Vezmeme-li zietel

na (5.2) a (5.3), pro J = 2 dostavame

H

zwm—mnz%Mﬂ

(5.7) pi = pL+ 2]

hZ Ay — a2h) ( Z a_]hpj

apy =1-p
JelikoZ p; musi byt nezaporné, je tfeba dat navod jak postupovat, je-li pi = p} +
+ A; < 0. V takovém piipad& vSechna zéporna pj' nahradime nulou, tj. viechny
opravy prevysujicl pFislusné pf nahradime opravou —p}. V souhlase s tim musime
redukovat i kladné opravy, a to tak, Ze je vynasobime koeficientem
Y min (pf, —A )

K = xel e

ZA

JjeK

>
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kde ) oznaGuje soudet pies zdpornd A; a ) pfes kladna A;. Jsou-li viechna p!'
icZ jekK

nezaporna (tj. Zadna oprava neni mensi neZ —pﬁ), pak ziejmé x = 1, nebol absolutni

soulet kladnych a zapornych oprav je stejny. Obecné plati « £ 1. Naptiklad je-li

Py = 0.1, pg =04api=05aA =-02 4,=005a A, =05, pak x = }

apy =0,py =0425a pi"’ = 0,575.

Obvykle jiZ po prvé opravé se dostaneme blizko k maximu. JelikoZ ¢isla ay,, na
kterych feSeni zavisi, byvaji ur€ena dosti neostfe, neni tu ani rozumny divod snazit
se o velkou piesnost. Staéi, aby p{ byly nalezeny s chybou nepfevysujici 2 az 4 sctiny.
Aplikaci vySe popsaného postupu ukazeme v § 7 na konkrétnim prikladu. Otazku
konvergence postupnych feSeni ponechame v tomto €lanku stranou.

6. DULEZITY SPECIALNI PRIPAD

Mgjme odhady o, 1y, ..., ty (J = H + 1) takové, Ze

(©.1 Dj=-—dp (12)=H)
Ty

a
Ij H d.

(6.2) Do=YD;=Y ~ —d,.
j=t ji=171;

Tato situace nastane napfiklad tehdy, je-li pokus rozdélen na H dil¢ich nezavislych
pokusti, pfi¢emZ r; oznaduje rozsah j-tého dil¢iho pokusu a
(6.3) fo =t + oo+ By
Typickym piikladem je obiastni vybér (viz [ 2], kap. 11B], pfi kterém nés zajima ncjen
odhad celkového thrnu, nybrz i odhady jednctlivych oblastnich thrnd.

Jsou-li pfedepsany horni hranice pro rozptyly bg, by, ..., by, mohou nastat tii
rizné pfipady:

(I) Necht by + ... + by < b,. Potom z nerovnosti D; < b; (1 £ j £ H) plyne

Dq £ by, takZe odhad t, je nepodstatny a fedeni je dano rovnicemi D; = b; (1 <
<j < H). 4.

.
6.4 P 1 <j<H).
(6.4) J by 1 dyo (1 <j=sH)
(1) Necht by + ... + by = by a
} .
(6.5) Z(c,, )= ()t o (<<
k=1 b; +d;

Potom fefeni optimalni vzhledem k o, které dostaneme dosazenim q = 0 do (4.1),

(6.6) r) = ¢;d}(by + do)~ Z(chd) 1gjgH),

h=1
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bude spliiovat ‘podminky D(r7) £ b;, 1 £ j < H, jak vyplyva z nerovnosti (6.5).

V tomto piipad€ tedy naopak odhady 14, ..., t jsou nepodstatné a t, je jedinym pod-
statnym odhadem.

(I1) Necht by + ... + by Z bo, aviak nerovnosti (6.5) jsou poruseny aspoii pro
jedno h, 1 £ j < H. Pfecislujeme odhady tak, Ze nerovnosti (6.5) neplati pro1 < j <
< H’ aplati pro H < j £ H. To znamen4, Ze feSeni optimalni vzhledem k t, dava
pro odhady ¢y, ..., ty., nedostacujici pfesnost. Uciime odtud zavér, Ze tyto odhady
jsou pedstatné, tj. Ze D; = b; pro | £ j £ H'. Ze vztahu (6.1) plyne, Ze rovnost
D; = b; nastane pro a jen pro

6.7) o=  (1Z2j2H).
(67) il )

Porovname-li (6.7) s (6.4) vidime, Ze optimalni r; jsou pro 1 < j < H' tytéZ juko v pii-
padé (I).

Zbyvajici parametry ry.,q, ..., ry zvolime nyni tak, abychom minimalisovali
naklady pfi podmince Dy < by. Dosadime-li (6.7) do (6.2), dostavame

n’ H d H
(6-8) DO:ij+ Z ~ - \/: djO'
i=1 J=H+LT; j=H +1
PoloZime-li
"
(6.9) dy= Y dy,
J=H'+1
H
Dy = Z fi—j —dy,
j=H +1 f'j

"
by = by — Y b;,
i=1

vidime, Ze¢ Do < b, pfi podmince (6.7) je splnéno tehdy a jen tehdy je-li Dy < by,
Kromé& toho minimalisovat naklady C = ¢;ry + ... + ¢yt + ¢ pfi podmince
(6.7) znadi totéZ co minimalisovat naklady C' = cy-y 1y 41 + ... + cyry. Stojime
tedy pfed toutéZ tlohou jako v pfipadé (II) aZ na to, Ze misto C, Dy a by mame C’,
D} a bg. Vysledek tedy bude analogicky vysledku (6.6), a to
H
(6.10) o= e ¥ dHby + dy)t Y (ed,)t (H <j = H).
h=H"+1

Nyni opét zjistime, zda r}, H' < j £ H, dan4 rovnici (6.10) splituji vztah D(r}) < b,
tj. zda jsou alespoii tak velka jako d(b; + d;o) ", Je-li tomu tak, je feSeni dano vztahy
(6.7)prol £ j < H'avztahy (6.10) pro H' < j < H.V opa¢ném pfipad€ pfedislujme
znovu odhady tak, ze pro H' < j < H" plati r}, < d{(b; + djo) ',aproH" < j < H
plati rj = d(b; + d;,)”". Potom opakujeme piedesly postup, jen s tim rozdilem,

7e¢ H' nahradime H”. Posledni ¢len posloupnosti H', H”, ... oznaéme H*. Zicjmé
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H* < H, nebot jinak bychom dostali pfipad (1), coZ je vylouéeno. To znamend, ze
konedné feseni rl, ..., riy je dano vzorci

d

6.11 ryo= i (12 HY,
(6:11) T =iz
(6.12) r? = ([70 +d )~I Z (cpdy)* (H* <j £ H),
1
H* H
kde bi E Zb a df = L dj()-
jEHF+1

Nyni zbyva dokazat, Ze feSeni dané rovnicemi (6.11) a (6.12) skutedn& minimalisuje
C pfi podmince D; = b;, 1 £ j < H. Totalni diferencial funkce C = Zc,,r,l + ¢o
je zfejme roven

"
(6.13) AC =3¢, Ar,.

h=1

Musime dokazat, Ze pro viechny ,,pfipustné‘* hodnoty vektoru (Arf, ..., Ary) je
H

(6.14) AC® =Y ¢, Arp 2 0.

h=1
JelikoZ r? 1 £j £ H* nemohou byt zmenSeny bez narueni vztahi D; < b,
1 £j < H* musi byt
(6.15) Ar] 20 (1 £j< H¥.
Kromé toho 1, je urcité podstatny odhad a tudiZ se mlZeme omezit jen na vekiory,
pro které Dy(ry, ..., ry) = by, tj.

H
(6.16) ADqly,= 0 Z =0.

J)

Podobné jako pfi diikazu véty 1 Ize dokazat, Ze (6.14) je pfi omezenich (6.15) a (6.16)
spinéno tehdy a jen tehdy, existuje-li takova konstanta «, Ze

, d;
6.17 c;zot—L (1 £j< HY,
( ) J (r;))z ( =J= )
2 4
"y

Ze vztahu (6.12) je vidét, Ze (6.18) je spInéno, pfiemZ

IV

(6.18) ¢ = (H* < j < H).

H
(6.19) o= o* = (b* + dg)"* Z (c,,d,, *

=H*
Vztah (6.17) je ekvivalentni s tim, Ze rozsahy r?(l < j £ H*) vypoétené (6.11) jsou
V&S neZ ty, které by plynuly z (6.12), kdybychom tento vzorec pouziliipro [ < j <
= H* To v8ak bezprosttfedné vyplyva z vyse uvedené konstrukce. Skuteéné v prvém
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kroku jsme oznaéili indexy 1 < j £ H' ta r; ze vzorce (6.6), ktera byla nutno zvétsit.
JelikoZ soucasné D, = by zilstalo beze zmény, ostatni r; pro H' < j < H se zmenSila
pfi zachovani vzajemnych poméril r;/r;,, H' < i,j £ H. To znamena, Ze

(L=jisH),
(H < j £ H).
Podobné plati
r;<r} (H' <jZ£H",
ri># (H"<j<H)

atd. Tim je dikaz skonéen. Soucasné jsme odvodili, Ze

" "
(bo + do) ' Y (endy)t > (b + do)™" Y (cdy)t >
K=1 W= 1
H

> (b5 )T Y (ad)t.

h=H*+1
Poznamky. 1. Matice (4.8) v naem specialnim pfipad¢ vypada takto:

Aoy> o2, -+ don
a;;, 0, .., 0

0, 0, ..., ayy

k]

kde ag, = Chdh(b() + do)ﬁl ady, = chdh(bh + ‘lho)_l-

2. Nepodstatnost 1, v pfipadé (1) a nepodstatnost t,, ..., t,; v piipadé (I1) by bylo
mozZno také vyvodit z véty 2. Ctenaf to mlzZe provést jako cvideni. V pfipadé (I11) jsou
nepodstatné veli¢iny ve skupiné H* < j < H.

3. Vyse uvedené optimdlni feseni jsme nasli nezavisle na vété 1, tj. bez prostiednictvi
vah p, ..., p%. V obecngjsich piipadech by bylo moZno oba piistupy kombinovat.
Obracenim vztahu (3.1), které v nafem piipadé je snadné, mohli bychom pi,, ..., pJ
vypedist na zdklad® hodnot r§, ..., rjy. Pfipomeiime si, 7e pro H* < j < H je pj = 0,
protoze tyto odhady jsou nepodstatné.

4. Uvazovanou ulohu lze také formulovat jako tlohu o jediném odhadu t, za dopl-
finjiciho pfedpokladu, Ze obor hodnot r; je vymezen nerovnostmir; = d(b; + djo) ™",
1 £j £ H.Tonam napovida, jak ¥esit tlohu o odhadu 1, za dopliiujiciho predpokla-
du, Ze obor hodnot r; je vymezen nerovnostmi 0 £ r; £ N, kde N; jsou konstanty.
V takovém piipadé bychom opét vyili od ni¢im neomezovaného feSeni (6.6) a ta r;
pro kterd r; > N; bychom nahradili hodnotami r; = N; a ostatni r; bychom tmér-
né zvésili tak, aby zlstalo Dy = b,. Kdyby néktera z téchto zvétSenych hodnot se
ukézala byt vétsi neZ pfisluSné N;, opét bychom poloZili r{ = N; atd. Aplikaci tohoto
postupu na oblastni vybér viz v [2], str. 170.
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7. NUMERICKY PRIKLAD

Data nésledujiciho piikladu, za n&% vdégim pracovniku UUSKS J. KozAkovl, jsou
vysekem urcité konkrétni situace. Je dan zakladni soubor sloZeny ze 720 obci, u kte-
rych sledujeme dvé veliiny: poéet kust prasat a pocet kustt skotu. Nasim dkolem
je odhadnout thrnny podet prasat a thrany podet skotu v celém souboru. Soubor
je rozdélen na 3 oblasti, jejichZ rozsahy N, jsou uvedeny v tabulce 1. V této tabulce

Tabulka 1
Oblast Prasata v tisicich kusii Skot v tisicich kusl
N - [ S U S
h h |
ot dyy £ | dap
|
! 1 273 0,0023 171,4167 0,0042 313,0218
! 236 0,0026 144,8096 0,0082 ‘ 456,7072
|3 211 0,0540 2404,1340 00300 | 13356300
o O, S0 BSOS U —
l by =36 b, =36
' dyo = 12,64 dyg = 9,41
| e —

jsou rovn&z uvedeny oblastni rozptyly a3, pro velidinu ,,podet prasat v tisicich kusg*
a oblastni rozptyly ¢3,, pro ,,podet skotu v tisicich kusti‘. Nagim timyslem je vykonat
v kaZdé oblasti prosty nahodny vybér bez opakovani o rozsahu n,. Rozsahy n,
chceme zvolit tak, aby thrnny podet prasat v celém souboru mohl byt odhadnut
s pomérnou vybérovou chybou 2% a uhrnny poéet skotu s pomérnou vybérovou
chybou 3%. JelikoZ hledany Ghra je u prasat roven piiblizné 300 tisicii kusil a u skotu
200 tisic kusi, je predepsany rozptyl roven b; = (300 x 0,02)> = 36 pro prasata
a b, = (200 x 0,03)* = 36 pro skot. Ze viech moZnych rozsahll ny, n,, ns, které
zaruduji tuto (ncbo lepsi) presnost, chceme vybrat ty, pro které celkovy rozsah
vybéru

(7.1) n=n; +n, + ny

je minimalni. Roli parametr@ r, tedy v nasem piipad€ hraji oblastni rozsahy n, a na-
klad je méfen celkovym rozsahem vybéru. Rozptyl prostého linearntho odhadu pfi
vy$e popsaném zplisobu vybéru je roven (viz [2], str. 112, vzorec (13.7))

o Nioia 5

(7.2) D;=Y ~ Y NG (= 1,2).

h=1 Hy h=1
Vidime, e vzorce (7.1) a (7.2) odpovidaji vzorcim (1.2) a (1.3), pficemZ r, = n, a
(73) 61:C2=C3:1, CO:—_—O’
3

(7.4) dj = Niohy , djo = lehaf,,l (J=12h=123).

h=
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V tabulce 1 jsou vypostena &isla dj, podle vzorce (7.4). Cisla aj,, vypodtena podle
vzorce (3.3) se zfetelem na (7.3), jsou uvedena v tabulce 2. JelikoZ a,; < ayy aa;; <
< ay,, kde#to a,3 > a,3, Zadny z fadki neni dominovan zbyvajicim fadkem.
Pokragujme ve vySetfovani podstatnosti obou odhadii sestrojenim matice (4.10). Ze
vzorce (4.10) a tabulky 2 vyplyva, Ze

25 (M“, M”> _ ( 10,6337; 13,6833)

My, My, 11,3962; 11,2200
Tabulka 2

‘ Oblast & ’ 1 ! 2 { 3 (soué:;’;fédku)
| ay, i 3,5245 29774 49,4317

ay, 6,8930 10,0570 29,4115
‘ T a}, 1,8874 1,7255'*" __";,o'soé B ‘, -_1“0.;;7_»”

a3, 2,6255 3,1713 54232 | 11,2200
‘[ o a,,,az_,,; 1,3424 . 0,9389 9,1;‘ [ 11,3962

ay,art 3,6716 5,8285 4,1832 | 13,6833

177 B ;,7,,'j;;7 7 77——3,3685 ‘ —“7,07’9’6’ ;774:20,70252714‘_-“&
I (ay, — ag)? 11,3468 50,1207 400,8084 ‘
" 0say 4 05ay, | sams | esi;2 | a6
,7A—0I2a”,+ 0,88a,, 6,4888 . »9,;;47 - 313139 '
‘ 0,67751‘;,: 0,925;2;" 6,6403 9,5260 '“-50,9130
[ (0,075ay, + 0,‘)25n2;);_ Mz,sm 3,0864 5,5600 11,2233 ‘

JelikoZ My, < M, ataké M,, < M,,, oba odhady jsou podstatné. Jelikoz M,, —

— M,, < M,, — M,;, miiZeme odtud usuzovat, Zc vaha odhadu &islo 2 (pro Ghrnny

podet skotu) bude vét§i. Kdybychom za prvni aproximaci vahy odhadu &islo 1 vzali
M, — M, 0,1762

= ———— = 0,055,
My, + My — My, — M,, 32258

nebyli bychom, jak se dale ukézZe, daleko od skute¢né hodnoty. Abychom vsak lépe
poznali vlastnosti iteraéniho postupu odvozeného v § 5, vyjdéme od pocatecni vahy
ph = 0,5. Ze vzorce (5.7) a z hodnot tabulky 2 vyplyva, Ze
p'=05+
) —3,3685(5,2088) "* — 7,0796(6,5172) " + 20,0202(39,4216)"*

e . = 0,1204 .
11,3468(5,2088) % + 50,1207(6,5172) " * + 400,8084(39,4215) "%




Prvni iterace vedly tedy ke znadnému sniZeni vahy pro odhad ¢&islo 1. JelikoZ zm&na
vahy byla prili§ velka, je nutno v iteracich pokradovat. Zaokrouhlime-li p}' na 0,12,
dostavame

it =012 +
, —3,3685(6,4888) ! — 7,0796(9,2074)"* + 20,0202(31,8139)*
11,3468(6,4888) "% + 50,1209(9.2074) "% + 400,8084(31,8139) %

= 0,075.

Tato hodnota je jiZ velmi blizko FeSeni. Dalsi iteraci bychom dostali p?¥ = 0,0742, co%
predstavuje zménu mensi neZ jedna tisicina. Nyni zbyva stanovit optiméalni n,, n, a n,
Podle vzorce (3.1) a posledniho fadku tabulky 2

ny = 2,5769 . 11,2233 = 29,

n, = 3,0864 . 11,2233 = 35,
5,5600. 11,2233 = 62,

Il

n3
a celkovy rozsah je roven
no=29 + 35+ 62 = 126.
Z matice (7.5) snadno dostaneme rozsah, ktery by byl potfeba, kdybychom zvolili
strukturu pokusu optimalni bud pro samotny odhad ¢&islo 1 nebo samotny odhad
¢islo 2, tj. zvolili rozsahy vybéru amérné bud &islim a?, nebo al,. V prvnim ptipadé
by k zjidténi nerovnosti D, =< 36 a D, < 36 bylo tieba vybrat

M M, = 10,6337 . 13,6833 = 145
obci, a v druhém pfipadé
M,,M,, = 11,2200 . 11,3962 = 128

obcl. Zdivodnéni téchto vzorch pfenechavame Etenafi. Vidime, Ze struktura optimalni

pro odhad obou tthrnit je jen o malo lepsi neZ struktura optimalni pro odhad samot-

ného uhrnu &islo 2 (skot) a je znaén& leps§i neZ struktura optimalni pro samotny

odhad ¢islo 1 (prasata). To souhlasi s velikosti vah obou odhadi: 0,925 a 0,075.
Podrobngjsi piiklad bude propo&ten v kandidatské disertaci [6].

8. HLEDISKO TEORIE HER

V § 2 jsme vidéli, Ze nasi tlohu lze — pokud jde o strukturu pokusu — formulovat
jako ulohu o minimalisaci maximalniho z &isel

H o
8.1) (€ - ey 2itdio _yooydn (<<,
b; +d;p =1 =1 1,
Pkitomnost principu minimaxu (minimalisace maxima) naznaguje, Ze tlohu je moZno
vtésnat do ramce teorie her, o &em¥ se nyni pfesvédd&ime.
Prvnim hragem budiZ vyzkumnik, ktery provadi pokud a voli parametry ry, ..., ry,
a druhym hréfem budiZ nékdo, kdo voli néktery z odhadt t;. VSechny moZné volby
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parametri (rl, e rH) tvoii tedy mnoZinu strategii vyzkumnika a jednotlivé odhady
t; tvofi systém (&istych) strategii jeho protihrace. Jsou-li zvoleny parametry ry, ..., ry
a odhad t;, pak vyzkumnikova prohra je ddna vyrazem (8.1). Jeho snahou je minimali-
sovat maximalni moZnou prohru. To se mu poda¥i pravé tehdy, zvoli-li r, = Arl,
kde ry jsou dany rovnici (3.1) a 4 je libovolna konstanta, nemajici vliv na strukture
pokusu. To znamena, Ze (Arf, ..., Arp) piedstavuje optimalni vyzkumnikovu
strategii.

Je-li mezi odhady ¢; jen jeden podstatny, jako napfiklad v pfipadé (H) § 6, potom
jeho volba predsiavuje Sistou optimalni strategii vyzkumnikova protihrafe. V obec-
ném pripad& protihra¢ ma vidy optimalani smiSenou strategii spocivajici v tom, Ze
odhad t; voli s pravdépodobnosti p;, p; =z 0, ij = 1. Optimalni pravdépodobnosti
p; = p§ jsou pravé ty, které vystupuji ve vztahu (3.1).

Hra méa cenu (termin teorie her) a tato cena je rovna minimaxalni hodnoté vyrazu
(8.1). Z diikazu véty 1 vyplyva (viz napf. rovnice (3.9) a (3.15)), Ze cena hry je rovna

n J
(XX aupil)
B=1j=1

JelikoZ v8ak véty teorie her nejsou béZné znamy, a jelikoZ pfimé metody nas jedno-
duchym zplsobem dovedly nejen k dikazu existence optimainiho feSeni, nybrZ
i k metodg jeho efektivniho vypoétu, nepoloZili jsme teorii her do zékladu tchoto
glanku a spokojujeme se s dostateSnym vyjasnénim souvislosti.

Z obecnych vét teorie her napfiklad vyplyva, Ze pro J > H existuje alesponi J — H
nepodstatnych podhadt. V § 6, kde bylo J = H + 1, existoval alespofi jeden nepod-
statny odhad, jak se Ize presved¢it, projdeme-li p¥ipady (I) (IT) a (1II). V p¥ipadg (ITI)
je tvrzeni dasledkem toho Ze H* < H. Z knih o teorii her lze v souvislosti s touto
problematikou doporuit knihu [3] kap. I a II a popularni velmi pfistupnou
knizku [4]. :

9. NELINEARNI NAKLADY

Nekdy Ize naklady lépe vystihnout nelinearni funkel C = C(r; ... ry). V tom
pfipadé vyjdeme od uréitého podateéniho feseni r, = r; kolem n&ho? rozvineme C
v Taylorovu fadu aZ do linernich &lenti. Tim dostaneme pro C v okoli bodu (rf, ...

..., Ij) aproximaci
n

S +
(9.1) Ct =% ¢y +cg,
h=1
kde
o = oC
N
(jl'h rn=rnt
a
H
o + 4o
e =Clris o) = Yory .
r=1
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Podle piedpokladu je C rostouci funkci kaZdého argumentu r, a tedy ¢ = 0. Lze
tedy najit feSeni ulohy pro naklad dany rovnici (9.1). Toto feSeni oznadme rf, ..., rj.
Nyni cely postup opakujeme, vychazejice od ndkladové funkce C*, majici tentyZ tvar
jako C*, a¥ na to, Ze misto hodnot r; je pouZito hodnot ri. Opakovanim tohoto
postupu se miiZeme libovoln& pribliZit Feseni, které odpovida funkci C = C{ry, ..., ).
Otazkou, za jakych podminek k takové konvergenci dochazi, se opét zde nebudeme
zabyvat.
Napf. pro funkci tvaru
C= Z Gty + Buri) + v
h=1
mame
G =, 4 Wr)™t 12 h£H),
H
ch =7+ 1) Brd)
h=1
Podobné bychom mohli Fesit i pfipad, kdy rozptyly jsou nelinearni funkei r, !
To v§ak se stava velmi ziidka.

10. SOUVISLOST MEZI DVEMA PRISTUPY

Nakonec si viimnéme souvislosti mezi feSenim opirajicim se o ,,slouceny* rozptyl
(2.2) a,,slouteny* rozptyl (2.3). Pfi poutiti vyrazu (2.2) jsou optimélni r; Gmé&rné &i-
stim ¢, *(Yv,d )%, a pii pouZiti vyrazu (2.3) jsou amérné &islam ¢, *(YpY(b;+d o)
dj;;)%, jak ukazuje vzorec (3.1). Zvolime-li tedy

Py L
S,
i jo

A

J),

dostaneme v obou piipadech shodné feSeni optimalni struktury.
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Pesrome

MUHUMAJIM3ALIMSA PACXO/10B P JOCTUXEHUUN XEJIAEMOU
TOYHOCTHN OJHOBPEMEHHO Y HECKOJIBKMX OLIEHOK

SPOCJIAB I'AEK (Jaroslav Hdjek)

Paccmarpupaetcest cily4ainblil ONBIT, UEJBIHO KOTOPOro ABJISETCS MOJYUEHHE OLc-
HOK 1y, ..., 1, /Ui napamMerpos Oy, ..., @;. ONbIT U OLEHKU TBEPAO YCTAHOBICHEL
BMJIOTH A0 H Npou3BOJILHO BbIOMPAEMBIX HAPAMETPOB Iy, ..., Fy, KOTOPLIC HEOTPH-
LATEJbHBL M 00J1aJ210T TEM CBOHCTBOM, UTO pacxofbl C paBHbl

H
(1.2) C = Zchrh + ¢y (ch = 0)
B=1

U JUCTIEPCHM OLCHOK f; PaBHBL

H d "
(1.3) D, =% %

W=1 1

= do (lé.féj, d;

v

0).

3ajaua 3aKkJrouaeTCA B TOM, YTOOBI BHIOpATh MapaMeTphl 1y, ..., Iy TAKUM 00pa3om,
4TOOBL y BCCX OLCHOK JOCTHYb TOYHOCTH, JAHHO HEPABEHCTBAMU
(L) Dysb; (1<)
U MuHEMam3nposaTe C.
Oroit 3agaucii sanumancs T. Haneunyc B kaure [1].
B nacTosiuelt craTbe peleHue 9Toi 3aayu CBOAMTCS XK 3aJa4e MUHMUMATIH3ALUK
BBIPAKCHHS
H J
B 1/2
(+) 2 (X ampy)'?,
h=1 j=1
rie 061aCTh 3HAYEHMI p; ONpeieicHa COOTHOIIEHUMI p; = 01 Y p; = 1, Muncia a,
sagansl gopmysior (3.3). OnTUMAaNbHBIE 3HAYEHUST TIAPAMETPOB Iy, ..., Iy 3a/]aHbL
Toraa ¢popmymnoii (3.1), rae pj — snaveHus, MHHUMANH3HPYIOLWHME BhipaxenHe (+).
B § 5 ApuBeACHbI KPUTEPHH, MO KOTOPBIM MOXKHO ONPEICAHTDL, IS KOTOPHIX j
p;-) = 0; B § 6 paccMaTpHUBAETCS BAXHBII YaCTHBIN cIyuai, xoraa

(6-1) Dj= '_J —dj (1 =j= H)
- J
H H d.
(6.2) Dy=3YD;=Y ~ —d,.
j=1 j=1r;

1
D1oT cayyail OyneT MMeTh, HAIPUMEP, MECTO B TOM Cllyyde, KOr[a ONbIT pa3ieicH
Ha H 4acTHYHBIX OMBITOB, NMpHYEM Yepe3 r; 00603HauYcH OOBEM j-Or0 YACTHYHOTO

J
onbITa, U ‘
tO = t_l T en + tH .

B § 7 umeetcs uncseHHBl npumep s J = 2w H = 3. B § 8 BrisacHenbl HEKOTOPBI
CBSI3M ¢ Teopueil urp. B § 9 HaMeveHo peleHue TOW kKe 3a/1a44 B cliydae, Korjaa pac-
xonbl C SABJISIOTCS HEMMHEHHBIMU (QYHKUMSAME MApaMeTPOB 7.
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Summary

COST MINIMIZATION IN MULTIPARAMETER ESTIMATION
JarosLav HAJEK
Consider a random experiment providing estimates ¢, ..., t, of parameters @,,

..., @;. Both experiment and estimation are fixed except for H parameters 7y, ..
ry which are non-negative and such that the cost C equals

]

H
(1.2) C=Ycr,+cy (¢, 20)
h=1
and the variances of estimates t; are
H d
(1.3) D;=Y - —d;, 1£j<J,d,=20).
h=1 T,

The problem is to choose the parameters ry, ..., g in such a manner that all the
variances satisfy

(1Y) D,

j =

A
\3‘
IA
~.
A
=

and C be minimum.

This problem was treated in [1] by T. Dalenius.
In the present paper, the problem is reduced to minimization of
H

J
(+) (2 amp))*
K=1 j=1

where the domain of the pjs is defined by p; 2 0, Y'p; = 1, and where the coefficients
a;, are determined in (3.3). The optimal values of the parameters ry, ..., r, are then
given by (3.1), where the p} maximize the expression (+).

In section 5, conditions are given for determining the indices j such that pj = 0.
An important special case, described by

d;

(6.1) D;=-L—d;,, (1<£j£H)
Tj
and
) H H d
(62) Do =YD, =% %~ do
j=1 i=17;

is examined in section 6. This occurs e. g. if the experiment consists of H in de-
pendent experiments, r; is the size of the j-th experiment and #, = t; + ... + 1.

A numerical example with J = 2 and H = 3 is given in section 7. Section 8 con-
nects the presented problem with the theory of games. Section 9 suggests a method
of solution for a cost function depending on the rys non-linearly.

Adresa autora: In%. dr. Jaroslav Hdjek C.Sc., Matematicky ustav CSAV, Praha 1, Zitna 25.
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