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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo 4

EXPLICITNI TVAR MOCNIN
CTVERCOVYCH DVOURADKOVYCH MATIC

VACLAV VODICKA

(Doslo dne 31. kvétna 1962.)

Problém umocnit Ctvercovou dvourddkovou matici libovolnym celym
nezapornym exponentem souvisi jednoduse s tivahami z naseho diivéjsiho
¢lanku [1]. Podrobngjsi zkoumdni a pouziti této souvislosti je pfedmétem
nyné€jsi préce.

1. FORMULACE ULOHY
A ODVOZENI ZAKLADNICH REKURENTNICH VZTAHU

a) Jde o vypocet mocniny M" dané matice

a, b
M M- [ d]
pfi libovolném celém n = 0. Jako obvykle ovSem klademe
) M°'=[1’ 0]=E, M!'=M,
0, 1
a proto staci urCit mocninu M" pron = 2, 3,4, ...
b) Pfimym umocnénim dostaneme

Mz___[a2+bc, (a +d)b]=[ap—q, bp

2 ]=PM"qE’
(@ +d)c, be +d cp, dp — ¢

tj. Cayleylv vztah

(3) M? — pM + gM° =0 ;
pfitom jsme pouZili oznaceni
4) p=a+d, qg=ad — bc.

Z formule (3) dospéjeme znasobenim mocninou M" k nové, ktera je vychodiskem
nasich dalSich tvah, a proto ji vyjadfime vétou 1:
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Véta 1. Mezi tfemi po sobé ndsledujicimi mocninami M", M"**, M"*2 matice (1)
plati pri oznaceni (4) rekurentni vztahy

(5) M™% — pM"tt 4 gM" =0, n=0,1,2,...

S pomoci tohoto vysledku Ize ze zdkladnich hodnot (2) postupné vyjadfit mocniny
M2, M3, M*, ... ve tvaru linearnich kombinaci matic E, M. Ukol napsat ptimo (tedy
bez postupného pocitani) obecny tvar mocniny M” pfi libovolném celém n = 2
roziesime pouZivajice vysledk@ zmin&ného uZ ¢lanku [1].

2. POMOCNY DIFERENCNI PROBLEM

a) Véta 1 z pfedeslého odstavce ukazuje tésny vztah mezi vypotem mocniny M”
pfi jakémkoli celém n = 2 a mezi feSenim diferenc¢niho problému

(6) Vn+2 = DVn+1 +qyn=09 n=0ala23---
pfi danych hodnotach y,, y,.
Zavedeme-li oznacleni
(7 o=1p+J0* - 49)], B=1ip -/ 49)]

je mozZno pri

®) a—f=/(p"~4q) + 0
psat pro kazdé celé n = 2 podle véty 3 z odst. 4 ¢lanku [1] y, ve tvaru
©) | Vu= = aVoLp-y + yiL,, n=234,..

Lucasova Cisla L,, jeZ tu figuruji, jsou uréena predpisem
©.1) L=""F o123

«—p
a daji se — op&t podle vysledkii zmin&né prace [1] — psat téZ ve form&
[(r=1)/2] k=1
09 L= o (T e e
k=0 K

symbol [a] znamena celistvou &ast Cisla a.

b) Pfi dalSich uvahach budeme potiebovat feSeni y, rovnice (6) také ve vyjimec-
ném pripadé
(10) a— B =/(p*—49) =0,
ktery jsme v predeslé tvaze vyloucili a ktery nebyl pro svou jednoduchost vzat
v uvahu ani v citovaném ¢lanku [1].

I za t&chto vyjime¢nych pomérii dava formule (9) spravné feleni, kdyZ v ni nahra-
dime Lucasova Cisla L, jejich meznimi hodnotami

1 r—1

L, rp"”, r=1,2,3,...

= -2_,-—_1
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Vychazi
| G-
(11) o '[=(n = D) pyo + 2ny,], n=234,..
a Ctenaf se snadno presvédci, Ze dava tento vzorec spravny vysledek i pro n = 0,
n = 1.
¢) Vysledky, k nimZ jsme pravé dospéli, maji pfimy vztah k ureni mocniny M",
jak jsme o tom mluvili v odst. 1. Proto je shrneme ve vété 2:

Véta 2. Pii oznadeni (7) plynou z rekurentnich vztahti (6) za predpokladu (8) formu-
le (9) a v pripadé (10) vzorce (11); Lucasova ¢isla L, z formuli (9) Ize pocitat bud
podle predpisu (9.1) nebo s pomoci vzorcii (9.2).

3. RESENI ZAKLADNI ULOHY

a) Vratime se znovu ke svému pavodnimu problému, tj. k uréeni mocnin M",
n = 2,3,4,... matice (1). Srovname-li spolu vztahy (5) a (6), vidime, Ze lze tento
ukol roziesit pfimo s pomoci véty 2.

Veliginy p, q jsou v naSem pfipadé uréeny vzorci (4) a proto vychazi
(12) p? —4q = (a — d)* + 4bc.
Ve smyslu véty 2 pak dosp&jeme k rlznym vysledk@im podle toho, zda mé vyraz (12)
nulovou hodnotu ¢i nikoli.

b) V pripadé
(13) (@ — d)* +4bc =0
ma problém (5) podle formule (11) feSeni

1
M" = o p"'2nM — (n — 1) pE], n=2,3,4,..

Dosadime-li sem za E, M podle (2), klademe-li dale p = a + d a provedeme-li
podle pravidel o pocitani s maticemi naznacené vykony, dospivame k vysledku,
ktery lze vyjadrit vétou 3:

Véta 3. Za predpokladu (13) plati
(14) a b1 (@ + dy- (n+1)a—-(m-1)d, 2nb
B ’

¢, ¢ 2ne, —(n—=1Da+(n+1)d
n=2734,...

Poznamky. Formule (14) dava zfejmé spravny vysledek ipron = lapfia + d +
* 0také pron = 0.
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Nekteré piipady se fesi v literatufe dosti pracné s pomoci poznatkt o podobnosti
matic, kdeZto nas vzorec (14) dava vysledek téméf bez pocitani. To plati tfeba o vztahu

7, 4P_[ 6n+1,4n Cm—oL23
-9, —5 —9n,  —6n+1

uvedeném na str. 34 knihy [2].
c) Zbyva je§td pojednat o ptipadd
(15) (a —d)* +4bc 0.

vvvvvv

Véta 4. Za predpokladu (15) plati

(16) a, b _ aL, — gqL,_,, bL, n—234.
¢, d cL,, dL, — qL,_,

Lucasova ¢isla L, pFitom pocitdme s pomoci hodnot (4) a charakteristickych konstant (7)
dané matice (1) podle kteréhokoli z predpisii (9.1), (9.2).

4. PRIKLADY

Véty 3 a 4 piedeslého odstavce fesi nasi pivodni Glohu, tj. umoZiiuji uréit mocni-
nu M" matice (1) pro kazdé celé n = 2. Pfisluiné vypoéty jsou zcela snadné s vyjim-
kou obecného ptipadu, kdy neni vyraz (15) tplnou dvojmoci.

Ukazeme si nyni na nékolika konkrétnich prikladech pouziti zminénych zaklad-
nich vét 3 a 4 z odst. 3.

2,3
Ptiklad 1.V pfipadé matice [l, 4:| mame
p=6, q=5, pP—4g=16, a=5 p=1
a podle vzorci (9.1) vychazi
L=5i5-1, r=123,...
S témito hodnotami pak vede predpis (16) k formuli
2,3 :l 5" +3,35" - 1) , o n=2734 ..,
I, 4 415" —1,3.5"+ 1
ktera dava spravné vysledky i pro n = 0, 1.
v . .. 2a 4 ’
Pfiklad 2. Jde-li o matici Lal plati
p=5, q=2, p*—4q=17, o f =35+ /17

a predpis (9.1) dava Lucasova Cisla, kterd potfebujeme pro napsani vzorct (16),
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v iracionalnim tvaru. Formule (9.2) zase davaji zmin&n4 Lucasova &isla L, ve tvaru
soucltd, které je nutno zvlasté pocitat.

Tak tfeba vyjde L, = 105, Ls = 479 a predpis (16) dava

2, 41°  [748, 1916
1, 3 479, 1227 |

Pfiklad 3. K libovolné permutaci (a, b, ¢, d) ¢tyf po sob& jdoucich celych &isel
m — 1, m, m + 1, m + 2 pfifadme matici typu (1). Je tedy dohromady 24 matic,
jichZ prvky jsou zmin&na cela &isla, a z nich je 8 takovych, Ze je pro n& vyraz (a — d)* +
+ 4bc kladnym ¢tvercem pii vSech celych hodnotach m. U dalSich 8 z uvedenych
matic je onen vyraz jen pro jednu hodnotu m roven nule, pro vSechna ostatni cela m
je opét kladnym &tvercem. A kone&né& ve zbyvajicich 8 ptipadech je hodnota (a —d)* +
+ 4bc jen pro nékteré zvlastni hodnoty celého ¢isla m uplnou dvojmoci.

Matice naseho specialniho typu se zfejmé déli na skupiny, z nichz kazda vykazuje
pfi umociiovani fadu spole¢nych rysti. Tak dospéjeme napf. ke spolenym vyrazim

qg=-22m+1), L, = ! [Cm + 1)y + (——1)'“2’], r=123,...
2m + 3

pro matice

m-—1, m+1 m-—1, m+ 2 m, m+ 1 m, m + 2
m+ 2, m ’ m+1, m, ’ m+2, m—1 ’ m+1, m-—1 ’

jichZ mocniny se z t&ch vyrazt poéitaji podle vzorce (16). Je tudiZ tieba

m, m+ 17

[m +2, m-— I:I B
_ 1 l:(m +2)2m+ 1)+ (=2y'(m+1),(m+ 1) [2m + 1)" + (—1)"*! 2"]]
2m + 3| (m +2)[2m + 1)" = (=2)"], (m + 1)2m + 1)+ (=2)"(m +2) |’

a to pro vSechna cela m a pro vS§echnan =0, 1, 2, ...

5. ZAVER

Je fada moZnosti, jak pouzit vysledk predeSlych uvah a jak je dale zobecnit.
Uvadime tu alespon nékteré z takovych dalSich otazek.

5.1. Cenné sluzby prokazuji nase vty 3 a 4 v teoretické elektrotechnice (zejména
v teorii fetézovych vodi¢t), dale v n&kterych problémech o postupu mechanickych
a tepelnych procest ve vrstevnatych kontinuich.

5.2. Predeslych vysledki lze pouZit ke studiu funkci dvouradkovych étvercovych
matic. Mimo jiné lze s jejich pomoci fesit i zakladni otazku, tj. provést skutecnou
konstrukei tfeba exponenciely e™, vyrazd cos M, sin M, Besselovy funkce Jo(M)
atd. pfi obecn& dané matici M tvaru (1).
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5.3. Zakladni myslenky pfedeslych odstavcii se sou¢asnym ptihlédnutim k nékte-
rym skuteCnostem ze spektralni teorie matic umoziuji fesit principialné problém
konstrukce prirozené mocniny M" Ctvereéné matice M s obecnym pocétem radka
a sloupci.

Pravé uvedené i riizné jiné teoretické a praktické otazky budou pfedmétem dalSich
praci. Dospéjeme v nich mimo jiné elementarni cestou k nékterym duileZitym klasic-
kym vysledkiim Cayleyovym a Sylvesterovym.
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Pe3rome

SBHBIE BBIPAXXEHUA JJ11 CTENEHEN
KBAJJPATHBIX MATPUIL] BTOPOI'O ITOPAAKA

BAIIJIAB BOANYKA (Véclav Vodicka)

BbruncieHue HEOTpULIATEILHOM LEJIOYMCICHHON cTeneHn M” [BYXCTpOYHOH Ma-
TpULBI M HAXOAUTCS B CBSI3U C PELIEHMEM OJHOPOJHOM 3a7a4M PAa3HOCTHBIX ypaBHE-
Hui. Jloxa3aTesbcTBO 3TOro OOCTOSATENILCTBA H €r0 MCIOJIb30BAaHHE NMPU BO3BHILIC-
HUW B CTENEHb MATPHI] SIBJSETCS COAEpXaHHEM HacToslel paborel. Heckosbko
MPUMEPOB CIYXKHUT K TMOSICHCHHUIO OOIIMX PACCYXIOEHW; B KOHIE pabOTHI BKpaTie
OTMEYAIOTCS PA3JIMYHbIC BO3MOXHOCTH PACLLIMPEHUS U MPHIIOKEHUH.

Zusammenfassung

EXPLIZITE FORM VON POTENZEN
EINER QUADRATISCHEN ZWEIREIHIGEN MATRIX

VAcLAV VODICKA

Die Berechnung der nichtnegativen ganzzahligen Potenz M" einer zweireihigen
Matrix M hingt mit der Losung eines homogenen Differenzengleichungsproblems
zusammen. Der Beweis dieser Tatsache und ihre Beniitzung beim Potenzieren von
Matrizen bilden den Inhalt unseres Aufsatzes. Einige Beispiele dienen zur Erlduterung
der allgemeinen Ausfiihrungen und am Ende der Arbeit wird kurz auf verschiedene
Erweiterungs- und Anwendungsmoglichkeiten hingewiesen.

Adresa autora: Dr. Vdclav Vodicka, Moskevska 52, Plzen.
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