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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

NUMERISCHE STABILITAT DES RITZSCHEN VERFAHRENS

Ivo BABUSKA

(Zum Thema b)

Die Arbeit [ 1] behandelt Probleme der optimalen Wahl von Koordinatenfunktio-
nen bei der Verwendung der Ritzschen Methode zur Losung einer symmentrischen,
positiv definiten Aufgabe

(1) Ay = f. (A7 ist total stetig.)

Nach dem bekannten Prinzip der Ritzschen Methode setzt man

N
(2) Ny = ZCiJ’i
i=1

wobei man die Koeffizienten c¢; als Losung des Gleichungsystems

(3) \;1 Doy ]ei=(fv). j=12.n

erhilt, wo [y, v;] = (Ay;, »;) ist.
Die Gleichungen (3) und (2) bestimmen einen angehidherten inversen Operator
Anl ... Inder Arbeit [1] ist die Problematik der Minimalisierung der Norm des

Vieooa, ¥

Fehleroperators A~ ! — A;,'._m_\.": angedeutet. Fiir diese Optimierung sind nicht die
Koordinatenfunktionen y,, ..., y,, sondern nur ihre lineare Hiille ausschlaggebend.
Fiir die praktische Losung, d.h. unter Inbetrachtnahme der Fehler im numerischen
Rechenprozess ist nicht nur die Hiille von Bedeutung, sondern auch die Koordinaten-
funktionen y,.

Es gilt folgender

Satz. Es seien zwei dhnliche (vgl. [l]) selbstadjungierte Aufgaben fiir Differen-
tialoperatoren 2l-ter Ordnung auf geniigend glatten Gebieten mit homogenen
Randbedingungen

Ay =f, A*y=f
gegeben. '
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Es seinen y;, i = 1,2, ... orthonormale Eigenfunktionen fiir die Aufgabe

A*y = Ay ((A*y.y;) = 6;)) -

Setzen wir weiter voraus. dass der numerische Rechenprozess der Berechnung der
Koeffizienten [y;, v;] und (f. y;) bei Festkommarechnung eine w, — L-Folge von
Prozessen (vgl. [2]) ist.

Die Berechnung der Koeffizienten ¢; aus (3) mit Hilfe der Gauss'schen Elimina-
tion bildet dann eine o, — L-Folge.

y,(.\'o)] <Kk (I\' unabhdngig von j) ist und die Berechnung der
Werte v (xo) 29 — L-Folgen sind, dann ist die Berechnung der y (xo)eine o, 5 — L-
N

Wenn weiter noch

Folge. Wenn noch Z _\'3(.\'(,) < zist (z unabhdngig von N), dann bildet die Berech-

=1
nung der Ny(x,) eine 2, — L-Folge.

Es sei weiter A~ die Inverse zur Matrix (3) mit den Koeffizienten [y, y;]. die
wir numerisch durch die Gauss’sche Elimination erhalten haben (unter den oben
angefiihrten Bedingungen), und es sei weiter R = ?/Tt‘ (die Multiplikation ist
wieder numerisch durchgefiihrt). Dann bildet die Berechnung der Elemente der
Matrix R eine %, — L-Folge.")

Wir sehen, dass es gleichzeitig moglich ist, praktisch ecine grossenordnungsmassig,
extremale Basis und eine geniigend stabile Berechnung zu erhalten.

Wir fithren ein Beispiel an. Es sei die Aufgabe Ay = fin der Form
(4) —((1+x)y)y =1, y0)=3(1)=0
und diec Aufgabe A*y = f
(5) -y =1, y0)=p(1)=0
gegeben.
Betrachten wir den numerischen Rechenprozess der Berechnung der Elemente der
Matrix R fiir die Aufgabe (4) mit den Koordinaterfunktionen
(6) W) = x(t =y Xt =12,
und die Berechnung mit den Koordinatenfunktionen

(7) W) = sininx, i=1,2,...

Dic Koordinatenfunktionen (7) erfiillen die Voraussetzungen des angefiihrten
Satzes, da sie Eigenfunktionen der Gleichung (5) sind.

In Tab. I sind die Diagonalelemente der Matrix R = {r;;} bei den Koordinaten (6)
angefiihrt. (Gerechnet aut dem Rechnautomaten URAL 1.)

1y Bei der Berechnung in Gleitkomma konnen wir von der Normalisierung der Funktion ¥
absehen.
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1,000000002 |

In Tab. 2 sind die Diagonalelemente der Matrix R bei den Koordinatenfunktionen

(7) angefiihrt.

N

0
0
0
0
0
0
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1 0,999999986

,999999998
,999999998
,999999998
,999999996 |
,999999998

3

0,999999998
1,000000002

i

s |

,999999992 |

0,999999912

0,999999524 |

Tabelle 1

4

1,000000024

1,000000024 |

0,999991178

1,000258460 0,985519410 (
0,999641418 | 1,06201172
0,999961854 | 0,952880860
0,999952316 0,986938476

Diagonalelemente der Matrix R fir Koordinatenfunktionen (6)

5

i

Tabelle 2
Diagonalelemente der Matrix R fiir Koordinatenfunktionen (7)

10

1,000000000
0,999999998
1,000000000
0,999999982
0,999999986
0,999999982
0,999999992
0,999999992
0,999999996
0,999999998

i

1,001843920

1,00396728

14

|
0,999999990 |
0,999999992 |
0,999999996 |
0,999999974 |
0,999999974
0,999999982
0,999999988
0,999999986
0,999999992 |
0,999999992 |
0,999999988
0,999999986
0,999999994
0,999999992
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0,999999956
0,999999964
0,999999976
0,999999840
0,999999904
0,999999886
0,999999920
0,999999924
0,999999942
0,999999962
0,999999958
0,999999956
0,999999970
0,999999970
0,999999966
0,999999968
0,999999968
0,999999980
0,999999978
0,999999982
0,999999972
0,999999978
0,999999982
0,999999978
0,999999982

7

— 4,83093262

10,0636598

|—20,6015626

15,6708986

0,808593750
1,83593748

0,751953126 [




Auf Abb. 1 sind im logarithmischen Massstab die Gréssen 1y, — 1, ryy — 1,
Fes — 1, rgg — 1 in Abhéngigkeit von N angefithrt. Dem «, — L-Prozess entspricht
die in der Abbildung angedeutete Richtung.
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Abb. 1. 1. Anzahl der Gleichungen (Werte von N)
2. Grosse des Fehlers
K
4. rgy — 1
5. 166 — 1
6. rgg — 1

7. Theoretische Richtung
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