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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

EINIGE NEUE METHODEN ZUR NUMERISCHEN BERECHNUNG
VON EIGENWERTEN

T. FrRey

(zum Thema d)

1. In jedem Rechenzentrum ist es eine der wichtigsten Aufgaben, praktisch gut
anwendbare Methoden fiir Eigenwertaufgaben zu suchen. In dieser Arbeit werden
einige neue Storungsmethoden und eine sog. sukzessive Methode betrachtet.

2. Die klassische Storungsmethode ist bei gestorten Eigenwertaufgaben der Form
(1) G4, x).x =[A+¢e.B(x,4)].x=Ax

gut anwendbar, und zwar folgendermassen: Mit Hilfe der Ausgangswerte der Eigen-
elemente berechnet man zuerst die Matrix D, die genau die angegebenen Ausgangs-
Eigenelemente besitzt, ferner auch G. Mit Hilfe der Differenzen wertet man die
Korrektionen mit nicht zu grosser Genauigkeit aus und erhélt so neue Ausgangs-
werte fiir die Eigenelemente. Unser Algorithmus ist dann wieder anwendbar.

Die theoretische Begriindung der Konvergenzgeschwindigkeit fehlt jedoch noch,
so dass zuerst dieser Mangel behoben werden muss.

Es seien also 4 und B zwei lineare Operatoren, die den Hilbertraum H in sich
abbilden. Es sei 44 ein einfaches Element des Eigenspektrums von A4, mit rechts-
bzw. linksseitigem Eigenelement x, bzw. yo(||yo| = 15 (¥o, Xo) = 1; [xo] = 1). Es
bezeichne H, den zu y, orthogonalen Unterraum von H und R den in H, eindeutig
definierten inversen Operator zu A — A,E, der H, in sich abbildet. Es sei ferner
[R|u, bzw. |B — A| = ||A] durch ¢ bzw. & bezeichnet.

Satz 1. Ist
(2) 0d]lxo] < 5.

so besitzt auch B einen Eigenwert A bzw. ein Eigenelement x in der Ndhe von 1,
bzw. x4, und die Reihe

(v3) Ao +k;u“ - lk—l,); Ay = Moy = ()"0’ Axk-—l) s
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bzw.
4)

strebt exponentiell mit dem Quotienten

||M8

xk, X, =R{B — A) xp—y — (% — - 1)2\ — (A = Ao) Xp—1}

n=0

R 4= 1= I 2N]
gegen A bzw. x.
Beweis: Die Folgen (4) und (3) sind den Gleichungen
(6.0) Axo — AoXo =0,
(6.1)  Ax; — Aoxy — [Axg — AeXo] + Bxg — Ayxp =0,
(6.n)  Ax, — Aox, — [A.x,‘_1 — AoXy_t] + Bxyoy — Afxo + X; + oo F X)) +
+ Aoy(Xo + Xy + ..+ x,22) =0

entsprechend definiert, wo eben die Wahl 4, = 4,_, + (yo, Ax,_,) (s. oben (3))

sichert, dass (6.n) fiir x, € H, eindeutig aufldsbar sei. Addiert man niamlich (6.0),
(6.1) bis (6.n), so erhilt man

{Ax, — Aox,} + B.(xo + Xy + oo+ x,1) — Axo + X + ... + x,-4) =0,

woraus gleich unsere Aussagen folgen, falls nur Konvergenz in (3) bzw. (4) feststeht.
Um auch letztere zu beweisen, setzen wir voraus, dass die Abschdtzungen

) | ME S

|An = Auzi] S o] - 0-a""
firn =0,1,2,..., N schon beweisen sind. Dann aber ist gemiss (3)
® [Awer = 2] < [wol - AL - xu] = 0 Jxo]l 4
bzw. gemiss (4) und (8)

© bewerl = efp ol " + 5. ol " £ ol +
w8 bl T qN} < 05 |xo] - 4" {1 ; % +
+q “xt)“ < |xo] - 4 { 05 . [on“ + “xolﬂ(—l ;‘ fl)]} -
S e P
q



da

N—-1
j'N+1 — Ao = Z(;‘L - ;“k—l) und 295”XOI| <gq
k=1 1—g

gilt, wenn nur (2) und (5) feststeht. (7) gilt also auch fiir N + 1, womit der Beweis
vollstandig durchgefiihrt ist.

Es sei hier noch bemerkt, dass erstens die Formeln (3) und (4) mit denen der klassi-
schen Stérungsmethode véllig iibereinstimmen (jedoch ganz anders hergeleitet sind),
zweitens, dass die Abschitzungen unter (2), bzw. (5) noch ein wenig verschérfbar
sind — wie aus (9) gleich entnommen werden kann.

3. Die obigen Uberlegungen kann man leicht auch auf gestorte Probleme erweitern,
was auch bei gestorten Matrizen-Eigenwertproblemen und sogar bei nichtlineraren
selbstadjungierten Differential-Eigenwertproblemen wichtige Existenzsétze zur Folge
hat.

Betrachten wir also das Eigenwertproblem
(10) Bx + f(x, 1) = Ax

im Hilbertraum H, wo B ebenso wie oben ein zu 4 benachbarter linearer Operator
ist und f(x, 2)€ H in der Nihe von x,, 4, klein ist und einer verallgemeinerten
Lipschitz-Bedingung in x und A mit geniigend kleinen Konstanten geniigt, d.h.

(1) [ f(x2s 22) = f(xas 20)]| = Co - ([Ix2 = xof| + %1 = %o} |22 = 4] +
+ Coldy = 14|* + Ca([Az = o] + |41 = Ao|) - X2 — x| + Cafxs — x]?.

Satz 2. Ist

k)

(12) C, + C; <4, 95”"0” < %2 und | f(x0, A0)|| < 6[|xo]

so besitzt auch (10) einen Eigenwert 4 bzw. ein Eigenelement x in der Ndhe von 1,
bzw. xq, und die Reihe

(13) o +kzl(;,k = Dm1)i M= Py =
= (¥o, Ax,_y) + (J’o, [f(xo + oo+ Xe—1s /Ik—l) — f(Xo + - + Xp_zs lk—z)])

bzw.

) k=2
(14) Yoxi X = R{Ax—; — (A — Amy) 2 %0 — (A = o) Xpmq —
k=0 n=0
—f(Xo + oo A Xpmyy Aymy) + f(Xo + o F Ximay Ama)}

strebt exponentiell gegen A bzw. x mit einem Quotienten q < ;
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Der Beweis kann dhnlicherweise geliefert werden wie im Falle des Satzes 1, nur
miissen statt (7) die Abschitzungen

(15) [xall = Ixoll- a5 2 = Aucaf < o] 209"

in Betracht gezogen werden. Es ist dann leicht zu zeigen, dass mit ¢ = % die Ab-
schitzungen (15) fiir alle n gelten. Man kann diese Abschitzung fiir ¢ verfeinern,
man bekommt dann aber sehr komplizierte Formeln fiir die Konstanten.

4. Die obigen Uberlegungen kann man auch auf mehrfache Eigenwerte erweitern.
Ist ndmlich A, ein r-facher Eigenwert, &, &,, ..., &, bzw. ny, n,, ..., n, die entspre-
chenden unabhingigen rechts-, bzw. linksseitigen Eigenvektoren, H, der zu allen 7;
orthogonale Unterraum von H, so soll

Xo = ;& + 0,8, + .0+ 08,

so gewihlt werden, dass in (6.1) (B — A) x, — (4, — A) X, bei geeigenter Wahl
von A; zu H, [bzw. im Falle gestorter Probleme (B — A)x, — (4, — o) X +
+ f(xo0, 4o) zu H ] gehort. Im weiteren soll (6.n) derart aufgeldst werden, dass die
zu H, gehorende Losung (4) mit einer (n — 1) gliedrigen Linearkombination

.
IR
i=1
JEi
erweitert wird, und zwar so, dass in dem nichsten Schritt 4,,; so gewihlt wird, dass
(B — A)x{? — (A0 — AP) . (xo + x4+ o4+ x(2y) — (A, — 2o) x4V (bzw. eine
entsprechende Formel im Falle gestorter Probleme) zu H, gehort. So bekommt man
bei jeder Wahl von i (i = 1, 2, ..., r) eine entsprechende Reihe fiir x© bzw. 1.

Als Konvergenzbedingung bekommt man aber hier anstatt (2):

1

o < -,
o3]xo] TA(r+ 1)

und fiir g die Formel

g=1—JT=(+1)od]x -

5. Bei den bisher betrachteten Methoden brauchte man eine gute Abschitzung fiir
alle Eigenwerte und Eigenelemente. Hier wollen wir eine andere Stérungsmethode
zeigen, bei der man nur eine grobe Abschitzung fiir einen Eigenwert braucht. Der
Grundgedanke besteht darin, dass man anstatt des urspriinglichen homogenen
Problems ein inhomogenes betrachtet, und die Storungsgrosse durch die abgednderte
Bedingungsgleichung berechnet. Bei selbstadjungierten Differentialgleichungssyste-
men dndert man ndmlich eine homogene Randbedingung in eine inhomogene ab,
bei Matrizenproblemen dndert man einen Zeilenvektor. Wir werden den letzteren

209



Fall betrachten. Es sei also 4, ein Anndherungswert eines Eigenwertes des verallge-
meinerten Problems

a
A b}
(16) Ax —ABx=0; A=|' |, B=|:
an— 1 b*
a¥ "
ay
Es sei ferner C = o mit ¢ & a) eine entsprechende Matrix, und betrachten
n—1
C*

n

wir das Hilfsgleichungssystem

(17) Cx —Bx =e¢,; ayx — byx =0
0

mit e, = 0 . Ist A ein Eigenwert von (16), so ist der Vektor, der (17) bei diesem A
1

geniigt, ein entsprechender Eigenvektor. Es sei noch vorausgesetzt, dass ¢ so gewihlt
ist, dass B und (C — A,B) nicht singuldr sind. Man bezeichne ferner (C — 2,B) ™!
durch R.

Man sucht jetzt die den Gleichungen (17) geniigenden Werte 4 und x in der Form
(18) A=2ldo+&; X =xo+ex; + &%, + ...

Um nun dem ersten Teil von (17) bei jeder Wahl von ¢ zu geniigen, bekommt man das
System

(18.0) Cxg — AoBxq =e,, dh. x, = Re, = RB(B™¢,),
(18.1) Cx,; — AgBx; — Bx, =0, dh. x; = RBx,,
(18.n) Con — }.Oéx,, — Bx,_, =0, dh. x,=RBx,_,.
Es ist also
(19) x = xo + &x; + ... = RB[B™'e, + ¢RB(B™'¢,) + ¢*(RB> B '¢, + ...] =

It

RB{E + ¢RB + ¢*R*B*> + ...} B"'e, = [E — ¢eRB] ' RB(B"'¢,) =
= [E — ¢éRB] ' Re,,

falls nur ¢ geniigend klein ist, da RB mit [E — RB] ™" vertauschbar ist. Dann ergibt
aber die zweite Gleichung in (17) die Bedingung

(20) ayx — (Ao + &) byx =0, d.h.
[af — (A + €) by ][E — ¢eRB] ™' Re, = 0
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fiir &. Da aber (17) gemiss ¢yx — (A9 + &) bjx = lund [E — RB]™' = {R[R™" —
— B]}7' = [C — (4 + &) B] 7' (C — 4,B) ist, bekommt man anstatt (20) die
Gleichung

{21) (ay — ¢f)[E — eRB]"" Re, = 1 bzw.
(ay — e [C— (ko +eB)] e, =1,

woraus man & mit Hilfe eines Schnittes der Reihe ) (¢RB)* geniigend genau auch
numerisch berechnen kann. k=0

Satz 3. Wihlt man ¢ so, dass der zu A, am ndchsten liegende Eigenwert von
(C — AB) x = 0 weiter von A, liegt, als der zu i, am ndchsten liegende Eigenwert
von (A — AB) x = 0, so besitzt (21) eine im absoluten Wert kleinste Losung ¢, fiir
welche ”sRBH < 1ist, d.h. fiir welche die Reihe (19) absolut konvergent ist.

Beweis: Es bezeichne u bzw. v den zu 1, am néchsten liegenden Eigenwert von
(C — AB) x = 0bzw. (A — 2B) x = 0. Daraus aber, dass u — 1, der absolut kleinste
verallgemeinerte (ndmlich in Hinsicht zu B) Eigenwert von D = C — 4,B ist, und
somit auch die Norm von RB nicht grosser als IAO - ,ul ist, folgt

(22) IRB] < [i— 10|

Da nun weiter ¢ = v — A, mit dem zugehorigen Eigenvektor der Gleichung (21)
geniigt und |v — Zo| < |u — 4| ist, konvergiert die Reihe (19) mit diesem & =
= v — A, gleichmissig gegen den betrachteten Eigenvektor.

6. Eine sukzessive Methode fiir Matrizeneigenwertprobleme konnen wir folgender-
weise bekommen: kennt man alle Eigenwerte und Eigenelemente der Matrizen B,
(es seien dies A resp. s (i = 1,2, ..., n)), kann man bei beliebiger Wahl von a*, b*
und j{ bzw. jPLE £ 951 £ < n; 1 £ j8° < n] auch Eigenelemente von

(23) By + s . a* + s . b* = By,

angeben — und zwar mit Hilfe der Losung einer quadratischen Gleichung, eines
linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten und (n —2) unabhingiger linearer
Gleichungen.

Wihlt man nun a*, b*, j, und j, so, dass
(24) [Bis: — 4|3 = min

gilt, wo A die zu betrachtendc Matrix ist und || Hi die absolute Quadratsumme der
Matrizenelemente bezeichret (sog. Innenprodukt-Norm, d.h. Absolutquadratsumme
der Eigenwerte), so bekommt man a* und b* mit Hilfe der Lésung von n unabhéingi-
gen linearen Gleichungssystemen mit je zwei Unbekannten.
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Nach jedem Schritt setzt man in dieser Weise die Differenz (in Innenproduktnorm)
zwischen By, und A herab; nach endlich vielen Schritten kann man sich also 4
geniigend anndhern.

Uber die Konvergenzgeschwindigkeit kann man im allgemeinen nicht viel sagen.
Stellt man namlich 4 als B, + A dar, so soll man A durch eine Kombination s{* . a* +
+ sﬁ-’? . b* moglichst gut in der Norm approximieren. Wiren nun alle Spalten-
vektoren von A orthogonal zur Ebene der Vektoren s;, und s;,, so kénnte man mit
B, nicht besser als mit B, approximieren. Da aber die Eigenvektoren von B, ein
vollstdndiges System darstellen, so kann das nicht fiir alle Kombinationen j, und j,
der Fall sein. Je paralleller jedoch die Spaltenvektoren von A — B, zueinander und
je orthogonaler sie zu den Eigenvektoren von B, verlaufen, desto wenig besser
approximiert By, als B, das betrachtete A.

In der Praxis erwies sich die oben angegebene sukzessive Methode fiir eine grobe
Approximation von A als ganz gut; verfiigt man aber schon iiber eine Approximation,
bei welcher die Stérungsmethode anwendbar ist, dann ist letztere vorzuziehen.

T. Frey, Magyar Tudomanyos Akadémia Szamitds-technikai K6zpontja, Uri u. 53, Budapest I,
Ungarn.
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