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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 3 

EINIGE NEUE METHODEN ZUR NUMERISCHEN BERECHNUNG 
VON EIGENWERTEN 

T. FREY 

(zum Thema d) 

1. In jedem Rechenzentrum ist es eine der wichtigsten Aufgaben, praktisch gut 
anwendbare Methoden für Eigenwertaufgaben zu suchen. In dieser Arbeit werden 
einige neue Störungsmethoden und eine sog. sukzessive Methode betrachtet. 

2. Die klassische Störungsmethode ist bei gestörten Eigenwertaufgaben der Form 

(1) G(X, x). x = [A + s . B(x, X)] . x = Xx 

gut anwendbar, und zwar folgendermassen: Mit Hilfe der Ausgangswerte der Eigen
elemente berechnet man zuerst die Matrix D, die genau die angegebenen Ausgangs-
Eigenelemente besitzt, ferner auch G. Mit Hilfe der Differenzen wertet man die 
Korrektionen mit nicht zu grosser Genauigkeit aus und erhält so neue Ausgangs
werte für die Eigenelemente. Unser Algorithmus ist dann wieder anwendbar. 

Die theoretische Begründung der Konvergenzgeschwindigkeit fehlt jedoch noch, 
so dass zuerst dieser Mangel behoben werden muss. 

Es seien also A und B zwei lineare Operatoren, die den Hilbertraum H in sich 
abbilden. Es sei X0 ein einfaches Element des Eigen Spektrums von A, mit rechts-
bzw. linksseitigem Eigenelement x0 bzw. y0(||yo|| = ^l (yo> xo) = 1? ||̂ c01( = !)• E s 

bezeichne H± den zu y0 orthogonalen Unterraum von H und R den in H± eindeutig 
definierten inversen Operator zu A — X0E, der H± in sich abbildet. Es sei ferner 
[|-R||ff± bzw. | |B — A|| = ||A|| durch Q bzw. ö bezeichnet. 

Satz 1. Ist 

(2) HM^f, 
so besitzt auch B einen Eigenwert X bzw. ein Eigenelement x in der Nähe von X0 

bzw. x0, und die Reihe 

00 

(3) X0 + £ (lk - V L ) ; Xk - 4 - i = (yo, &xk-i) , 
k=i 
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bzw. 
oo k- 1 

(4) X xfe; xк = R{(B - A) xfc_! - (Яfc - Я f c _i)E x„ - (Xк - Я0) xfc_t} 
fe=0 n = 0 

strebt exponentiell mit dem Quotienten 

(5) q = \~ V! - 2ö%0 | | 

gegen X bzw. x. 

Beweis: Die Folgen (4) und (3) sind den Gleichungen 

(6.0) Ax0 — X0x0 = 0 , 

(6.1) Ax1 — yl0xt — [Ax0 — X0x0~\ + ßx0 — Xtx0 = 0 , 

(6.n) Ax„ - X0xn - [Axn_! - X0xn_t] + Bxn_l - Xn(x0 + xt + ... + xn-t) + 

+ A„-i(x0 + x_ + . . . + x„_2) = 0 

entsprechend definiert, wo eben die Wahl Xn = Xn_± + (y0, Ax„_i) (s. oben (3)) 
sichert, dass (6.n) für x„ e H± eindeutig auflösbar sei. Addiert man nämlich (6.0), 
(6.1) bis (6.n), so erhält man 

{Ax„ - A0x„} + B.(x0 + xt + . . . + x„_!) - Xn(x0 + x t + ... + xfl_L) = 0 , 

woraus gleich unsere Aussagen folgen, falls nur Konvergenz in (3) bzw. (4) feststeht. 
Um auch letztere zu beweisen, setzen wir voraus, dass die Abschätzungen 

(?) l x n | _ | | x o | | . < 2 " , 

| A , - A . . t | _ H x o H ^ . a " - 1 

für n = 0, 1, 2 , . . . , N schon beweisen sind. Dann aber ist gemäss (3) 

(8) \XN+l-XN\£\\y0\\.\\A}.\\xN\\£ö.\\x0\\q
N 

bzw. gemäss (4) und (8) 

(9) ||xw+1U _ ßh . ||x0|| q» + S. ||x0|| q« . £ z l . \\Xo\\ + 
{ « - 1 

+ S . ||x0|| £LZ1 . |„0 | . A _ ßS . ||x0|| . q" Jl + M . + 
tj - 1 J t - - ^ 

+- ^ -fl^i- ^ tixoii. € - 1 _ 5 . [nx0|i +. n__i_____)ii == 
1 - i I L - - i D 

- nx0n. _». ?f-____L ^ u ^ i . _ « . _ _ - j„0u ^ + - , 
1 - q 
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da 

^ + 1 - A 0 = N _ U - V i ) und ^M^q 
k-i 1 — q 

gilt, wenn nur (2) und (5) feststeht. (7) gilt also auch für N + V womit der Beweis 
vollständig durchgeführt ist. 

Es sei hier noch bemerkt, dass erstens die Formeln (3) und (4) mit denen der klassi
schen Störungsmethode völlig übereinstimmen (jedoch ganz anders hergeleitet sind), 
zweitens, dass die Abschätzungen unter (2), bzw. (5) noch ein wenig verschärfbar 
sind — wie aus (9) gleich entnommen werden kann. 

3. Die obigen Überlegungen kann man leicht auch aufgestörte Probleme erweitern, 
was auch bei gestörten Matrizen-Eigenwertproblemen und sogar bei nichtlineraren 
selbstadjungierten Differential-Eigenwertproblemen wichtige Existenzsätze zur Folge 
hat. 

Betrachten wir also das Eigenwertproblem 

(10) Bx + f(x, A) = Ax 

im Hilbertraum H, wo B ebenso wie oben ein zu A benachbarter linearer Operator 
ist und f(x, A) e H in der Nähe von x0, A0 klein ist und einer verallgemeinerten 
Lipschitz-Bedingung in x und A mit genügend kleinen Konstanten genügt, d.h. 

(11) | | / (* 2 , A2) - f(xt, AJU = Cx . (||x2 - x0|| + \\xx - x0|j) |A2 - lx\ + 

+ C2|A2 - Ai|2 + C3(|A2 - A0| + \kx - A0 |). ||x2 - xx\ + C4||x2 - xx\\
2 . 

Satz 2. Ist 

(12) Q + C3 < ~, QÖ\\X0\\ < Yi und ||f(x0, A0)|| < b\x0\ , 

SO besitzt auch (10) einen Eigenwert A bzw. ein Eigenelement x in der Nähe von A0 

bzw. x0, und die Reihe 

00 

(13) K + lL{K-K-t);K- V i -
fe=l 

= (yo> Axfc_i) + (y0, [f(x0 + .. . + xfc_l9 Afc_x) - f(x0 + .. . + xfc_2, Afc_2)]) 

bzw. 
oo fc-2 

(14) E xkl xk = ^{Axfc_! - (Afc - Afc_x) Y
xn- ( 4 - 4 ) Xfc-i -

A: = 0 n = 0 

- f ( x 0 + ... + xfc_l5Afc_!) + f ( x 0 + .. . + xfc_2, Afc_2)} 

strebt exponentiell gegen A bzw. x mit einem Quotienten q :g | . 
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Der Beweis kann ähnlicherweise geliefert werden wie im Falle des Satzes 1, nur 
müssen statt (7) die Abschätzungen 

(15) ||x„|| g ||xo|| • q" ; \K ~ K-A = IM 25g—1 

in Betracht gezogen werden. Es ist dann leicht zu zeigen, dass mit q = ~ die Ab
schätzungen (15) für alle n gelten. Man kann diese Abschätzung für q verfeinern, 
man bekommt dann aber sehr komplizierte Formeln für die Konstanten. 

4. Die obigen Überlegungen kann man auch auf mehrfache Eigenwerte erweitern. 
Ist nämlich X0 ein r-facher Eigenwert, £_, <_"2, • •, £r bzw. rj1, n2, ...,nr die entspre
chenden unabhängigen rechts-, bzw. linksseitigen Eigenvektoren, H± der zu allen ;/,-
orthogonale Unterraum von H, so soll 

x0 = a_̂ _ + a2<_2 + . . . + a,.<_r 

so gewählt werden, dass in (6.1) (B — Ä) x0 — (Xt — X0) x0 bei geeigenter Wahl 
von A_ zu H__ [bzw. im Falle gestörter Probleme (B — Ä) x0 — (A1 — 20) x0 + 
+ f(x0, i 0 ) zu H±~] gehört. Im weiteren soll (6.n) derart aufgelöst werden, dass die 
zu H__ gehörende Lösung (4) mit einer (n — 1) gliedrigen Linearkombination 

iwtj 
i = i 

erweitert wird, und zwar so, dass in dem nächsten Schritt A„+1 so gewählt wird, dass 

(B - A) 4f> - (WU - X?) . (x0 + xV> + ... + 4iL1)- (XÜt - Ao) x„;>(bzw. eine 

entsprechende Formel im Falle gestörter Probleme) zu HL gehört. So bekommt man 

bei jeder Wahl von i (i = 1,2,. . . , r) eine entsprechende Reihe für x(I) bzw. A(I). 

Als Konvergenzbedingung bekommt man aber hier anstatt (2): 

OO1|x0|| ___ 
i 

4(r + 1) ' 

und für ^ die Formel 

= ï - y/ì ~(r + 1)QЧXO{ 

5. Bei den bisher betrachteten Methoden brauchte man eine gute Abschätzung für 
alle Eigenwerte und Eigenelemente. Hier wollen wir eine andere Störungsmethode 
zeigen,, bei der man nur eine grobe Abschätzung für einen Eigenwert braucht. Der 
Grundgedanke besteht darin, dass man anstatt des ursprünglichen homogenen 
Problems ein inhomogenes betrachtet, und die Störungsgrösse durch die abgeänderte 
Bedingungsgleichung berechnet. Bei selbstadjungierten Differentialgleichungssyste
men ändert man nämlich eine homogene Randbedingung in eine inhomogene ab, 
bei Matrizenproblemen ändert man einen Zeilenvektor. Wir werden den letzteren 
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Fall betrachten. Es sei also X0 ein Annäherungswert eines Eigenwertes des verallge
meinerten Problems 

(16) Ax - XBx - 0 ; A = 

\? 
jat 

la* 
, B 

\b*l 

Es sei ferner C = mit c* #- a* eine entsprechende Matrix, und betrachten 

V.* 
wir das Hilfsgleichungssystem 

(17) Cx - Bx = en ; a*x - Xb*x = 0 

mit en = * I. Ist A ein Eigenwert von (16), so ist der Vektor, der(17) bei diesem X 

genügt, ein entsprechender Eigenvektor. Es sei noch vorausgesetzt, dass cn so gewählt 
ist, dass B und (C — X0B) nicht singulär sind. Man bezeichne ferner (C — X0B)~l 

durch R. 

Man sucht jetzt die den Gleichungen (17) genügenden Werte X und x in der Form 

(18) X = X0 + e ; x = x0 + exx + e2x2 4- . . . 

Um nun dem ersten Teil von (17) bei jeder Wahl von e zu genügen, bekommt man das 
System 

(18.0) Cx0 - X0Bx0 = en , d.h. x0 = Ren = RB(B~1en) , 

(18.1) Cxi - X0Bxx - Bx0 = 0 , d.h. x! = RBx0 , 

(18.n) Cxn - X0Bxn - Bxn_! = 0 , d.h. x„ = RBx^t . 

Es ist also 

(19) x = x0 + ex! + . . . = RB[B~len + sRB(B^1en) + e2(jRB)2 B"1^ + . . . ] = 

= KB{E + eRB + e2K2B2 + ...} B"1^ = [E - eRB ]" 1 RB(ß-1en) = 

= [E - eRB ]" 1 Ren, 

falls nur e genügend klein ist, da RB mit [E — R B ] " 1 vertauschbar ist. Dann ergibt 
aber die zweite Gleichung in (17) die Bedingung 

(20) a*x - (X0 + e) b*x = 0 , d.h. 

[a* - (X0 + e) b*] [E - eRB ]" 1 Ren = 0 
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für 8. Da aber (17) gemäss c*x'~ (A0 + e) b*x = 1 und [E - RB]"1 = {R[R~X ~ 
- B]}_1 = [C - (X0 + ß) B]"1 (C - ^0B) ist, bekommt man anstatt (20) die 
Gleichung 

(21) (a* - c*) [E - sRB]-1 Ren = 1 bzw. 

(a* - c n * ) [ C - ( A 0 + £ B ) ] - 1 e n = 1, 

woraus man s mit Hilfe eines Schnittes der Reihe ]T (eRB)k genügend genau auch 
numerisch berechnen kann. *= 0 

Satz 3. Wählt man c* so, dass der zu X0 am nächsten liegende Eigenwert von 
(C — XB) x = 0 weiter von X0 liegt, als der zu X0 am nächsten liegende Eigenwert 
von (A — XB) x = 0, so besitzt (21) eine im absoluten Wert kleinste Lösung s, für 
welche ||eKB|| < 1 ist, d.h. für welche die Reihe (19) absolut konvergent ist. 

Beweis: Es bezeichne ja bzw. v den zu X0 am nächsten liegenden Eigenv/ert von 
(C — XB) x = 0 bzw. (A — XB) x = 0. Daraus aber, dass /L -~ 20 der absolut kleinste 
verallgemeinerte (nämlich in Hinsicht zu B) Eigenwert von D = C — X0B ist, und 
somit auch die Norm von KB nicht grösser als \X0 — //] ist, folgt 

(22) IKBII g \ß - X0\ . 

Da nun weiter s = v — X0 mit dem zugehörigen Eigenvektor der Gleichung (21) 
genügt und |v — X0\ < \jx — A0| ist, konvergiert die Reihe (19) mit diesem s = 
= v — X0 gleichmässig gegen den betrachteten Eigenvektor. 

6. Eine sukzessive Methode für Matrizeneigenwertprobleme können wir folgender
weise bekommen: kennt man alle Eigenwerte und Eigenelemente der Matrizen Bk 

(es seien dies X(k) resp. s(k) (/ = 1,2,. . . , n)), kann man bei beliebiger Wahl von a*, b* 
und j ( k ) bzw. j(

2
k)[j\k) + j ( k ) ; 1 = j ( k ) ^ n; 1 S j ( k ) ^ "] auch Eigenelemente von 

(23) B. + s^.a* + s%).b* = Bk+l 

angeben — und zwar mit Hilfe der Lösung einer quadratischen Gleichung, eines 
linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten und (/? — 2) unabhängiger linearer 
Gleichungen. 

Wählt man nun a*, b*,jx und j 2 so, dass 

(24) \\Bk+1 - A\\l = min 

gilt, wo A die zu betrachtende Matrix ist und || ||^ die absolute Quadratsumme der 
Matrizenelemente bezeichnet (sog. Innenprodukt-Norm, d.h. Absolutquadratsumme 
der Eigenwerte), so bekommt man a* und b* mit Hilfe der Lösung von n unabhängi
gen linearen Gleichungssystemen mit je zwei Unbekannten. 
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Nach jedem Schritt setzt man in dieser Weise die Differenz (in Innenproduktnorm) 
zwischen Bk+t und A herab; nach endlich vielen Schritten kann man sich also A 
genügend annähern. 

Über die Konvergenzgeschwindigkeit kann man im allgemeinen nicht viel sagen. 
Stellt man nämlich A als ßfc + A dar, so soll man A durch eine Kombination sf^ . a* + 
-f sf^ . b* möglichst gut in der Norm approximieren. Wären nun alle Spalten
vektoren von A orthogonal zur Ebene der Vektoren sJ1 und sJ2, so könnte man mit 
Bk+l nicht besser als mit Bk approximieren. Da aber die Eigenvektoren von Bk ein 
vollständiges System darstellen, so kann das nicht für alle Kombinationen j t und j 2 

der Fall sein. Je paralleller jedoch die Spaltenvektoren von A — Bk zueinander und 
je orthogonaler sie zu den Eigenvektoren von Bk verlaufen, desto wenig besser 
approximiert Bk+1 als Bk das betrachtete A. 

In der Praxis erwies sich die oben angegebene sukzessive Methode für eine grobe 
Approximation von A als ganz gut; verfügt man aber schon über eine Approximation, 
bei welcher die Störungsmethode anwendbar ist, dann ist letztere vorzuziehen. 

T Frey, Magyar Tudomänyos Akademia Szämitäs-technikai Központja, Uri u. 53, Budapest I, 
Ungarn. 
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