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SVAZEK10 (1965) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

О ТОЧНОСТИ МЕТОДА СЕТОК ДЛЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 

В ПРОИЗВОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 

А. А. САМАРСКИЙ (А. А. 8АМАК8КН) 

(к теме с) 

1. Рассмотрим в произвольной р-мерной области ^ с границей Г первую 

краевую задачу для эллиптического уравнения 

(1) ^и - ^(x)и = - Д х ) , ^ = ^ ^ о с , ^0^и = — ( к а ( х ) - ^ ) , xе^, 

а=1 дха\ дха/ 

(2) и\г = //(х) , х = (х1 ? . . ., х а,. . ., хр) , 

(3) /са(х) ^ сх > 0 , ^(x) ^ 0 , сх = сопз!. 

Задачу (1) —(3) или задачу I будем решать методом сеток, аппроксимируя каж­

дый из операторов ^а трёхточечной схемой Ла второго порядка аппроксимации, 

а граничные значения будем брать точно, что возможно, если все граничные 

узлы ун сетки сок принадлежат Г и, следовательно, в случае произвольной 

области ^ используется неравномерная вблизи Г сетка а>н. В пограничных 

узлах со* приходится писать схему на неравномерной сетке, имеющую первый 

локальный порядок аппроксимации. Тем не менее оказывается, что вклад я*,. 

который погрешность аппроксимации ф* схемы в пограничной зоне со* вносит 

в погрешность I разностной схемы есть величина 0(Н3), где к — максимальное 

значение шагов сетки. Цель нашего сообщения — доказать это утверждение для 

разностных схем, аппроксимирующих задачу I на произвольной сетке, исполь­

зуя простейшее свойство (7) разностной функции Грина. Тот же результат 

может быть получен непосредственно при помощи принципа максимума. 

Область ^ предполагается такой, что ее пересечение с прямой ^ а , параллель­

ной оси Оха и проходящей через любую точку хе ^, состоит из конечного числа 

интервалов. Для упрощения редакции изложение проводится для случая, 

когда ^ а пересекает Г в двух точках. 

2. Введем сетку соИ = {х̂  е ^} с границей ун = {х* е Г}. Для этого рассмотрим 

основную решетку {х^}, то-есть множество узлов х{ = (х[н\ ..., ха'
а ), ..., х^1р)), 
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' а

 = О» ± Ь ±2,... (начало координат внутри О:) — точек пересечения семейств 

гиперплоскостей х ( 1 а ) = сопз1., а = 1,2, ..., р, га = 0, ±1, ±2, ..., ка

1х) = х ( Г а ) — 

— х ( Г а~ 1 } — шаг решетки. Если к(

а

1а) = На = сопз!., то решетка равномерна по 

каждому из ха. Сетка сон состоит из узлов х,- решетки, попавших внутрь ^, 

а её граница ук — из узлов х*, являющихся точками пересечения Г с гиперплос­

костями Ха

1х) = СОП51. 

Проведем через узел х,- б сок прямую 3?а, пересекающую Г в точках х*х 

(левая) и х*га (правая). Множество узлов х1е сон, лежащих на &а, включая 

х*х 6 ун и х*,а е ун, образует цепочку га. Узлы х* ( + 1 а ) е соА и х*/а~
1 а ) е сон, соседние 

с х*а и х*гх соответственно, назовем пограничными. Перебирая все цепочки га 

данного направления ос, получим все внутренние узлы сетки сои и множества уа

н~ 

и у1+ левых и правых граничных узлов. Обозначим со* (~а) и со* ( + а ) множество 

всех левых х* ( + 1 а ) и соответственно правых х*/а~
1а) пограничных узлов для 

данного а, ш* ( а ) = ш* (~ а ) ^ ш* ( + а ) . Множество пограничных узлов сетки шй для 
р 

всех направлений а обозначим со* = ^ со*(а) и положим сон = со* [) 7он. Назв­
а в 

вем со* пограничной зоной, сок — основной областью сетки сои. 

Нам понадобятся некоторые сокращенные обозначения. Следуя [1], будем 

писать у = у(х) = у1 — значение сеточной функции у(х^ в узле х = х( е сон. 

Введем скалярные произведения 

(V, И!) = X "(*) НХ) Н > 0> *)*<--«) = I _ К*) *КХ) Я а > 

где 

я = П й а , я а = п Ч > К = 0,5(йв + й в + ) , К = *<'«> , ка + = / # а + 1 ). 
а = 1 /*Фа 

Пусть х ( ± 1 а ) = х г — узел с координатами х1рр, Р = 1, 2, ..., р, Ц = г# при 

Р + ос, V, = /, ± 1, /±1-» = Х х ^ 1 ^ ) , у-. = 0 - 3'<* 1" ))Я. ^ = (У + и> - *)/*.+ , 
Ухх ~- (у ( + 1 а ) — у)/йа. На равномерной сетке ка+ = ка = ка = сопз1. имеем 

3. Пусть Ла однородная разностная схема вида 

(4) Лау = (аау;а);а, аа = сх > 0 , 

которая аппроксимирует Ь а на равномерной сетке с точностью до 0(ка), а на 

неравномерной сетке — 0(ка) (см. [1], [2]). Здесь аа некоторый функционал 

от ка; в простейшем случае аа = ка~~0,5х), где ка~
0,5а) — значение ка в середине 

интервала (х ( ' а~ 1 ), х ( ' а )) цепочки га. 

Задаче I ставим в соответствие разностную схему 

р 

(II) Лу - ^(x) у = - Д х ) , х е сон, у\ун = ^ , Л = X Л а . 
а = 1 
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Погрешность ее решения 2 = у — и9 где и ~ решение задачи I, у — решение 
задачи II, находим из условий 

(III) А1 - ^I = - ф 9 хесон, г\уъ = 0 , 

гд^ ф = Ли — Ьи — погрешность аппроксимации для схемы П. Представим 
ф = ф* + ф9 где ф* = ф на со*9 ф* = 0н&а)Н9ф = 0 на со* и положим 2 = 2* + х, 
где 2*(г) — решение задачи III с правой частью ф = ф*(ф = ф). Наша цель — 
получить равномерную оценку для 2*9 имея в виду, что (см. [1]) 

(5) ф* = 0(к), к = тах па, х 6 со*(+а). 
<Х,(0Н* 

При оценке 2* безразлично, равномерна или неравномерна основная сетка соА. 
Мы проводим доказательства теорем 1 и 2, считая, что шА неравномерна. 

4. Введем разностную функцию Грина С(х9 %), х, { е сЪН9 задачи III, полагая 

(6) А,С(х9 '0 - *({) С(х, {) = - % - ^ , . б й Л е сА, С|,бу„ = 0 , 
Щ) 

где д(х9 %) = О при х Ф ^ , (5(х, х) = 1, Д* оператор Л, действующий на функцию 
аргумента <!;. Из (6) следует: 

1) 0(х, <*) > 0 при х е соА, % е соИ; 2) С(х9 с) = С7(с, х). 

Лемма. Справедлива оценка 

1 
(7) I {(%(*, & l).(-„ + (- Gť.(x, 5), -)*<+.)} ś 

c 

Для доказательства уравнение (III) надо умножить на Н(%) и просуммиро­
вать по о)/,; для каждого из выражений АаСНа применяется одномерная формула 
суммирования по частям [1] вдоль цепочек га9 после чего используется (3) 
и неравенство С = 0. 

Решение задачи III* представим в виде 2*(х) = (С(х9 %), ф*(%))9 так что |г*(х)| ^ 

й \\Ф*\\о I {{КО, !)*(-.) + {КО, 1)*(+.)} = | Н | о I {(*А~. % ( * , 0)*<-«, + 
а = 1 а = 1 

+ (йяй«+» - е5 в( х^))*(+а)Ь(| |^*| |о = тах|^*(х)|),таккакО(х, х*а) = С(х, х^а) = 

= 0. Отсюда и из (7) следует 

(8) И * ) | | о = шах |2*(х)| й - |И1о Ь2, 
сон <?1 

где к = тах (ка9 /г + ). Тем самым доказана теорема 
а,ын* 
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Теорема 1. Для решения задачи III* (Лг* — 4г* = — Ф*, г*\ун = 0 ) справедлива 

равномерная оценка (8). 

Из теоремы 1 и (5) следует 

Теорема 2. Если и е С ( 3 )(.0), ка е С ( 2 ) (0), то 

(9) | | 2 * ( х ) | | 0 ^ М Й 3 , 

где М — постоянная, не зависящая от сетки. 

З а м е ч а н и е 1. Для уравнения Пуассона {ка = 1, <? == 0) можно написать 

более точные оценки. Обозначая М 5 = т а х |Зви/5х„[5 5 = 1, 2, ..., получим 

(10) | |2*(х)| |0 ^ | рМ 3 & 3 , если и е С ( 3 ) (0), сой — произвольна, 

(11) |И(х)1|о ^ §М3/*3 + Ы<Р ~ 1) М 4 ^ 4

?

 е сли и е С ( 4 )(Й), шЛ - равномерна. 

Оценка (10) в двухмерном случае (|? = 2) была получена другим методом в [3]. 

5. Равномерная оценка погрешности г за счет погрешности аппроксимации 

в основной зоне соИ сводится к оценке (С, 1). Еслисонравномерна и /^меняются 

достаточно медленно, то метод мажорант [4] дает 2 = 0(Н2) при и е С ( 4 ) , 

кае С ( 3 ) , так что \\у — и\\0 = 0([/*|2), \к\2 = ]Г к2. Случай, когда озн неравно-

мерна, рассмотрен в [1]. Полученная там оценка может быть улучшена 

и имеет вид 

\\у~и\\0 = о(\Щ\2

01п^-
н*; 

гдe 

Я * -= min H , ||й[|o = max £ h2 

COҺ e>h a— 1 
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