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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEM ATI KY ČISLO 5 

DREHSYMMETRISCHE SPANNUNGSZUSTANDE 
DER SCHUBWEICHEN KREISPLATTE 

VLADIMIR PANC 

(Eingegangen am 4. August 1964.) 

Unter Berücksichtigung von Querschubverzerrungen wird eine Verfeine
rung der klassischen Plattentheorie für den Fall der dünnen elastischen, durch 
drehsymmetrische Belastung beanspruchten Kreis- und Kreisringplatte ent
wickelt. 

1. EINLEITUNG 

In der vorliegenden Abhandlung wird die verallgemeinerte Iterationsmethode auf 
die Ermittlung des Einflusses von Querschubverzerrungen in dünnen elastischen 
Kreisplatten mit kleinen Durchbiegungen angewandt. Befindet sich die untersuchte 
Platte unter dem Angriff einer drehsymmetrischen Belastung, dann wird ihr Span-
nungs- und Verformungszustand ähnlich wie in der Theorie der dünnwandigen 
Stäbe [1] durch das Integrationsproblem vierter Ordnung gekennzeichnet. Der 
Grund dieser Tatsache liegt allerdings im Umstände, dass bei einem drehsymmetri
schen Spannungszustande keine Drillungsmomente hervotreten. Man kann sich leicht 
davon überzeugen, dass erst für eine beliebige Belastung die Ordnung des entspre
chenden Integrationsproblems auf die sechste erhöht werden muss, womit eine allge
meine verschärfte Theorie entsteht ([2] — [7]). 

Im Fall einer drehsymmetrisch belasteten Kreisplatte kann der Einfluss von Quer
schubverzerrungen ganz unabhängig vom hervorgerufenen Spannungszustande 
ermittelt werden und die entwickelten Beziehungen stellen dann gewisse Korrekturen 
der klassischen, auf der Kirchhoffschen Annahme beruhenden Plattentheorie dar. 
In der Theorie der an beiden Rändern gestützten Kreisringplatte ist jedoch die vom 
Spannungszustande unabhängige Ermittlung des Schubeinflusses unmöglich. Eine 
solche schubweiche Kreisringplatte muss dann als eine auf zusammengesetzte Biegung 
und Abscherung beanspruchte Konstruktion untersucht werden. 
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2. GRUNDGLEICHUNGEN 

Führen wir die Zylinderkoordinaten r, cp, z gemäss Abb. la ein und vernachlässi
gen wir den geringen Einfluss der Querzusammendrückung, dann wird der gesuchte 
drehsymmetrische Spannungs- und Verformungszustand der Kreisplatte durch die 
Spannungskomponenten ar(r, z), v^r, z), Trz(r, z) und durch die Verschiebungs
komponenten w(r, z), w(r) definiert. Alle diesen Funktionen sind also von der Varia
blen cp unabhängig. 
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Abb. 1. Die Belastung des abgetrennten Plattenelements bei einem drehsymmetrischen Spannungs
zustande. 

Die Gleichgewichtsbedingung eines abgetrennten Plattenelements dz . dr . r dcp 
in r-Richtung lautet dann nach [8] 

(1) 
д<?r ү дxrz ar - aç 

ôr õz r 

Die geometrischen Beziehungen zwischen den von Null verschiedenen Verzerrungs
komponenten ar(r, z), £,p(r, z), yrz(r, z) und den Verschiebungskomponenten w, w 
nehmen die Form 

(2) 
ôu u dvv дu 
~Г~ 9 Zq, = — , Уrz — ~~ "•" T ~ 
õr r dr дz 

an, während die Spannungs-Dehnungs-Gleichungen unmittelbar aus dem Hooke
schen Elastizitätsgesetz hervorgehen 

(3) 
E E 

(єr + juєj , av = (џєr + є„), í-џ l - Ѓ 

Glrz = 
2(1 + џ) 
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Die Spannungskomponenten setzen sich allerdings je Einheit der Schnittlänge zu den 
Schnittgrössen mr{r), mjr) und qr{r) (Abb. lb) zusammen 

p+h/2 r>+h/2 f+h/2 

(4) mr = arz dz , m^ = o^z dz , qr =\ xrz dz , 
J -h/2 J -h/2 J -h/2 

während nach Abb. lb die Gleichgewichtsbedingungen eines abgetrennten Platten
elements hr . dr . dcp bei Vernachlässigung der Volumskräfte lauten 

(5) , r _ _ ! _ + _ _ _ _ _ _ , _ _ + <_ + p _ o . 
dr r dr r 

In der ersten Annäherung wollen wir die Kirchhofische Annahme einführen, nach 
der die Punkte einer Normalen zur Plattenmittelebene auch nach der Formänderung 
auf einer Geraden verbleiben, die senkrecht zur verformten Mittelfläche steht. Damit 
wird allerdings die Verzerrungskomponente yrz identisch gleich Null gesetzt. Ferner 
wollen wir mit dem Zeiger a die Grössen bezeichnen, die der Kirchhoffschen Annahme 
entsprechen, während die Grössen mit dem Zeiger T den Einfluss von Querschub
verzerrungen ausdrücken werden. Die Normalen Verdrehung cor ist also gleich der 
Plattenneigung der ersten Annäherung 

(6 ) cor = — • = wa , 
dr 

während die Normalenverdrehung co^ in «^-Richtung bei drehsymmetrischen Span-
nungszuständen identisch gleich Null ist. Die Verschiebungskomponenten ua und wa 

der ersten Annäherung werden dann durch die bekannte Beziehung 

(?) -ztor 

verbunden, vorausgesetzt, dass die Koordinatenebene z = 0 in der Plattenmittelebene 
liegt. 

Setzen wir die Funktion (7) in die zwei ersten Formeln (2) ein, so entsteht für die 
Verzerrungskomponenten sra und e ^ 

(8) £-<- = -zwa, e^ = - - < 
r 

und mit Hilfe der Formeln (3) erhalten wir die Ausdrücke für die durch reine Platten
biegung hervorgerufenen Normalspannungen ara und o^ 

(9) ffrff___^z/w: + _ w 

1 - n2 \ r 
a . 

E ( „ 1 
z[џw„ + - w„ 1 - ť 
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Wollen wir die klassische Plattentheorie als die erste Annäherung des gestellten 
Problems betrachten, dann müssen sich diese Spannungen nach den Beziehungen 
(4) zu den resultierenden Schnittmomenten 

(10) mr = - K L"9 + £ w'X m9 = - K (ßW'a + i w; 

zusammensetzen, wobei mit K die Plattensteifigkeit 

(11) K= ^ 
12(1 - H2) 

bezeichnet wird. Man kann sehen, dass die Formeln (9) mit Hilfe der Beziehungen 
(10) auch in der Form 

{Щ °ro = -77- Z > <V = 
12mr _ __ 1 2 ^ 

/ 2 1 

geschrieben werden können. 

Setzen wir die zugehörigen Ausdrücke nach (10) in die erste Gleichung (5) ein, 
so entsteht für die resultierende Scherkraft 

(13) qr = - K ( < + -r w: - 1 w;) = - X f"i (rw;)'T 

und nach Einsetzen in die zweite Bedingung (5) ergibt sich die Grundgleichung 
der ersten Annäherung in der Form 

(14) w? + l W"a - 1 w:+ i w > ^ fr p ( r w ; ) ' l T = £ . 
r r2 r"3 r l L r J J -^ 

Man kann sich leicht davon überzeugen, dass alle Beziehungen (6) bis (14) mit der 
klassischen Plattentheorie genau übereinstimmen. 

Befindet sich die Platte in dem der Kirchhoffschen Annahme entsprechenden Zustande 
der reinen Biegung, so ist allerdings die Schubspannung xrz und zugleich die bezo
gene Scherkraft qr identisch gleich Null. Wollen wir jetzt die abgeleiteten Beziehungen 
als die erste Annäherung der zusammengesetzten Biegung und Abscherung der Platte 
betrachten, so müssen die Schubspannungen xrz, denen bei der Kirchhoffschen 
Annahme keine Verzerrung entspricht, aus der Gleichgewichtsbedingung (1) ermit
telt werden. Nach Einsetzen der Funktionen (12) ergibt sich unter Berücksichtigung 
von (5) 

, , dxrz 12 /dm r mr - m \ 12 
(15) -^ = -vA^ + —r^)z = -i>q'z-
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Führen wir die Integration durch, so entsteht unter Beachtung der Randbedingun
gen Trz = 0 für die Plattenleibungen z = +hj2 

(iб) т„ = H1-® 
In der zweiten Annäherung können jetzt die durch die Schubspannungen (16) 

hervorgerufenen Schub verzerr im gen ermittelt werden. Nach den letzten Beziehungen 
(2) und (3) entsprechen den Spannungen (16) die folgenden Schubverzerrungen 

(17) 
_ áwx дux 

yrz = — h —— 
dr Oz 

2GҺ H 2z\2' 

h) 

infolge deren die Kirchhoffsche Annahme, dass die Normalen zur Plattenmittelebene 
auch nach der Verformung der Platte senkrecht zur verformten Mittelfläche stehen, 
fallen muss. 

Benutzen wir die Bedingung ux = 0 für z = 0, die einerseits den vorausgesetzten 
kleinen Durchbiegungen und anderseits der Vernachlässigung von Querzusam-
mendrückung entspricht, so folgt aus der Gleichung (17) nach Integration 

(18) 
1 z 

мт = — qr-
2G h 

2^2 

h 
zwт 

Setzen wir jetzt die zugehörigen Ausdrücke nach (18) in die zwei ersten Formeln (2) 
ein, so entsteht für die zusätzlichen Verzerrungskomponenten srx und s^, 

(19) 1 , * 
£ " = 77 Чr -

2G h 
1 z 

8<P*= 777 Qrr 
2Gr h 

3 -

3 -

)]-»;, 

und für die zusätzlichen Normalspannungen arx, G9X ergibt sich dann nach den 
Formeln (3) 

(20) 
ì - џ 

1 

a \ z 

h 

I m'r + - qr . 
1 — /i V r I h 

2z\2^ 

h) . 

2z^2 

h 

- z[w"т + - w; 
r 1-џ2 

E ì 
- z џwx + - wx). 

1 - џ V r 

Soll die resultierende Durchbiegung w der Platte durch Zusammensetzung der 

Funktionen wa und wx 

(21) w = wa + wT 

gekennzeichnet werden, dann müssen die resultierenden Schnittmomente der durch 
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die Beziehungen (20) definierten Zusatzspannungen identisch verschwinden. Würde 
das Gegenteil angenommen, dann würden die zusätzlichen Schnittniornente durch 
eine homogene Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form (13) definiert. 
Eine solche Gleichung hätte jedoch bei den homogenen Randbedingungen nur eine 
triviale Lösung. Die erwähnten Bedingungen führen dann zum Gleichungssystem 

(22) ^ ( ^ - : - ) - ^ ( < ^ < ) = o ' 

fm'r + - gr) - K (nw; + -1 w'\ = 0 , 
5(1 _ n) y r ") \ r 

dessen Lösung ergibt sich in der Form 

(23) W . - ^ . 

Setzen wir den Ausdruck (23) in die letzte Gleichgewichtsbedingung (5) ein, so ent
steht die Grundgleichung für die Schubverformung der Platte 

(24) w» + i w ; s i ( r v v ; y _ _ JLp\ 
r r 5Gh 

Aus Vergleichung der Beziehungen (13) und (23) folgt der notwendige differentiale 
Zusammenhang zwischen den Funktionen w_ und wT 

/-cN m 1 » 1 , 5(1 - [i) , _ 

(25) < + - wa - - w; + v ^ w; = o . 
r r2 hz 

Nach Einsetzen der Gleichung (23) nehmen dann die Formeln (20) für die zusätzli
chen Ncrmalspannungen die folgende Form an 

c'''-TH{m' + l-q')l[{f)'i\' 
Gemäss den Beziehungen (12) und (26) richten sich also die resultierenden Normal
spannungen ar und a^ nach dem Gesetz der kubischen Parabel, wobei ihre Grösst-
werte in den Plattenleibungen z = + h/2 auftreten 

(27) extr or = ± ~- mr - — (qr + - q, 
Lft 5(1 - fi) \ r 

extr at ' = ±[Ž^-i(тҺ)(^ + ;4 
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3. ALLGEMEINE LÖSUNG DER GRUNDGLEICHUNGEN 

Bezeichnen wir mit M die Momentensumme 

(28) 

so folgt aus den Beziehungen (10) 

(29) 

M = m' + m» 
1 + џ 

M = - K (w„ + - Л = - * (rw'tt)' 

und die Grundgleichung (14) kann dann auch in der Form 

(30) -(rMj = -p 

geschrieben werden. Nach r integriert, entsteht 

(31) rM' = c, - Pr dr 

und die weitere Integration nach r ergibt 

(32) M = c2 + c! lg r m pr ár, 

wobei mit ct und c2 die Integrationskonstanten bezeichnet sind. Setzt man die Funk
tion (32) in die Gleichung (29) ein, so folgt nach Integration 

(33) rw'в=-~ c3 + | c 2 r 2 + |c ! ( r 2 lg r - | r 2 ) - r dr 

Wn = i 
K 

Č4 + Č3 lg r + \C2Г
2 + | c ! r 2 (lg r - 1) - — 

pr dr , 

Ir — pr dr 

Hierbei bedeuten c3 und c4 die weiteren Integrationskonstanten. Nach der letzten 
Beziehung (33) muss also der Gleichung (14) die folgende Funktion 

(34) wff = ci + c2r
2 + c3 lg - + c4r

2 lg - + wff0 

a a 

genügen, wobei mit c1 bis c4 die neuen Integrationskonstanten bezeichnet sind, a be
deutet eine beliebige konstante Länge (z. B. den grössten Halbmesser der Platte) 
und wff0 stellt ein partikuläres Integral 

(35) W~c\ = — 
K 

— r dr 
r J 

Гdr 

r 
pr dr 

der vollständigen Plattengleichung (14) dar. 
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Nach Einsetzen der zugehörigen Ableitungen der Funktion (34) in die Formein (6), 
(10) und (13) ergibt sich 

(36) 

mr = 

£з 
r 

cor = 2c2r + ™ + c4r l 2 ìg - + 1 ) + wa0 , r 

a 

- K [~2(1 + v) (c2 +c4lg^j-(l-n)^ + (3 + fi) cx + Ko + ~r < o l , 

mv= - K\ 2(1 + p)(c2 + c4 lg - ) + (1 - p) ^ + (1 + 3A*) C4 + /w/o + - w'a01, 

g r = _ x J 4 ^ + ß(rw;0)'jl. 

Gemäss der Gleichung (23) also gilt 

(37) 
5( £,H?*BH1 

und die Integration liefert für die Funktion wr 

h2 

(38) Wт = - c5 + 4c4 lg r + - (rwf

a0)
f 

r 5(1 - n) | 

wobei c5 eine weitere Integrationskonstante bedeutet. Da aus der Formel (35) folgt 

(39) 
Kr 

r ár I — pr dr , - (rwa0)
f = — 

r r K 

dr 

r 
pr dr , 

\\(r<oY ' = £\prdr> R W 
K Kr2 

pr âr , 

man kann sich leicht davon überzeugen, dass die Funktion (38) der Grundgleichung 
(24) genügt. Für die resultierende Durchbiegung der schubweichen Kreisplatte kön
nen wir dann nach den Beziehungen (34) und (38) schreiben 

(40) w = c0 + c2r
2 + c3 lg - + c4 

a 
1 — (40) w = c0 + c2r

2 + c3 lg - + c4 

a L 5( 

h2 , 

5(1 - џ) r 

Hierbei bedeutet O0 eine neue beliebige Konstante. 
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4. KREISPLATTE UNTER GLEICHMÄSSIG VERTEILTER VOLLBELASTUNG 

Für die Belastung p(r) = p = konst. liefert die Formel (35) 

<41) •—£_ 
und für die Ableitungen dieser Funktion gilt 

(«) »-» = i£'(~»)'%is' 
Зpr2 

Í6K •BH'=£-
Da die Durchbiegung w nach (40) und die Schnittmomente mr, m^ nach (36) im 
Plattenmittelpunkt r = 0 nicht unendlich gross werden können, haben wir c3 = 
= c4 = 0 zu setzen, so dass aus den Beziehungen (36), (40), (41) und (42) folgt 

/„.. 2 wA r . i6/t2 i 
(43) w = c0 + c2r2 + -£-— 1 - — , 

64„L 5 ( 1 - n) r2J 
Pr3 

cor = 2c2r H , 
16J_ 

mr = -21.(1 + /*) c2 - 3-± l- p r 2 f m<p _ _2K(1 + /.) c2 - ^ t - 3 ^ p r 2 , 
16 16 

1 
g = - -pr . 

2 

4.1 Frei drehbare Auflagerung am Rande r = a 

Die Randbedingungen für eine frei drehbar gelagerte Kreisplatte lauten 

(44) w = 0 , mr = 0 für r = a . 

Aus den entsprechenden Beziehungen (43) ergibt sich somit für die Konstanten 

ÍAC, pa* f5 + \x 16/Í2 "I 3 + ii 
(45) c0 = - — + , c2 = -
y } 64K Li + li 5(1 - pí) a2] ' 2 1 + JI 

32K 
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und die gesuchten Funktionen nehmen dann nach (43) und (45) die Form an: 

(46) w = 
5 + џ 

64K [ l + џ 
2 ł±± a2r2 + Ѓ + 

1 + џ 

PГ / 3 + Џ „2 

ШÅ_ 

5fГ^7) 
(a2 

>} 
16K \1 + ju 

m, = (3 + fi) -- (a2 - r 2 ) , 
16 

røф = — [(3 + џ) a2 - (1 + 3/І) r 2 ] , 
16 

qr = \VГ . 

Daraus ist ersichtlich, dass in diesem Fall der Unterschied von der klassischen 
Theorie nur durch das Zusatzglied der ersten Funktion (46) gegeben ist. Die grösste 
Durchbiegung entsteht allerdings im Mittelpunkt r = 0 

(47) max w = 
pa 

64K 
+ 

16 "5 + џ 
|_1 + fi 5(1 - fi) \a 

Es ist bemerkenswert, dass nach [9] das Zusatzglied des Ausdruckes (47) für \i — 0 

mit der Näherungslösung des dreidimensionalen Problems genau übereinstimmt. 

Für die Grösstwerte der resultierenden Normalspannungen ergibt sich aus (27) 

und (46) 

(48) 
. 6 1 + u p 

extr ar = + [ — mr H — 
" Kh2 1 - Li 10 

, 6 1 + u p 
extr am = ± ( — mffl + 2 4" 

// 10 

4.2 Volle Einspannung längs des Randes r = a 

Die Konstanten c0 und c2
 s m ( l m diesem Fall aus den Randbedingungen 

(49) w = 0 , wr = 0 für r = a 

zu ermitteln, woraus nach (43) folgt 

16h2 

(50) pa 

64К 
1 + 

5(1 - џ) a2 

pa 

2K 
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Damit ergibt sich für die gesuchten Funktionen 

(51) V I 2 

w = (a 
64K 

[(a2 r2) + lбй 2 

5(1 - џ\ } 
pr 

І6K 
(a2 

Ь = L\(X+џ)a>-(Ъ + џ)S], 
16 

mv = ~ [(1 + /<) a l - i1 + 3l0 r " ] > 1r= -fr. 
lö 

Von der klassischen Lösung unterscheidet sich wieder nur die erste Funktion (51). 
Die grösste Durchbiegung im Plattenmittelpunkt ist 

(52) max w 
pa 

64K 
1 + 

16 
(-

5(1 — fi) \a 
Für fi = 0 ist gemäss (52) der numerische Wert des Koeffizienten des Zusatzgliedes 
16/5 = 3,2, während nach [9] die erste Reissnersche Approximation den Beiwert 
8/3 = 2,667 und die Näherungslösung des dreidimensionalen Problems den Koeffi
zienten 4 liefern.1) Die Zusatzglieder der ersten Funktion (51) und des Ausdruckes 
(52) stimmen dabei mit jenen der ersten Funktion (46) und des Ausdruckes (47) überein. 
Die Form der Beziehungen (48) verbleibt freilich auch in diesem Lagerungsfall unver
ändert. 

4,3 Elastische Einspannnng am Rande r = a 

Bezeichnen wir mit n den Koeffizienten der elastischen Nachgiebigkeit der Ein-
spannung, dann nehmen die Lagerungsbedingungen folgende Form an 

(53) w = 0 , mr = ncor für r = a 

1 ) Im Mathematischen Institut CSAV wurde die verschärfte Lösung von einigen numerischen 
Beispielen nach NADAi([llin [9l) und nach PROKOPOV ([4l in [9l( durchgeführt. Für u= 1/6 
und p = konst. lassen sich dann die folgenden Tabellen der Quotienten von maximalen ver
schärften Durchbiegungen zu jenen der klassischen Theorie zusammensetzen: 

frei drehbare Auflagerung 
h/a Nádai Hlaváček Autor 
0,1 1,006 1,007 1,009 
0,2 1,031 1,030 1,035 

volle Einspannung 
hja Prokopov Hlaváček Autor 
0,1 1,031 1,030 1,038 
0,2 1,129 1,126 1,154 
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woraus unter Benützung der entsprechenden Funktionen (43) für die Konstanten 
folgt 

_ pa" 'K{5 + џ) + na 16/г2 

•~ ~K(1 + џ) + na 5(1 - џ) 64K ?]• 
pa2 K(3 + //) + na 

32K K(l + p) + na ' 

Damit ergibt sich 

(55) w = _P_\KlS + fi) + ™ j + 2K£_+n) + na ^ + _4 + 

64K \_K(1 + n) + na K(l + n) + na 

Í6Һ2 

+ 
( a 2 - r 2 ) ] , 

_ J__\K(3 + ^) + na __ _ __1 

\_K(Í + y) + na 

5(1 - n) 

• \K(3 + 

Í6K \_K(í + y) + na 

P 
w* = Гб 

qr = - ЂPГ 

Für die grösste Durchbiegung also gilt 

, „ , pa4 TK(5 + p) + na ^ 16 fh\2l 
(56) max w = - — —-• — H ) 

64K LK(1 + p) + na 5(1 - p) \aj J 

und für den elastisch eingespannten Rand r = a erhalten wir aus (55) 

pa3 1 
(57) cor 

16 K(l + џ) + na ' 

pa2 na 
mr = 

m,я = 

8 K(l + џ) + na 

pa2 K(l — џ2) — /i7ia 

8 K(l + џ) + na 

Чr = - !Pд 

Man kann sehen, dass der Grenzübergang n -> 0 der frei drehbaren Auflagerung und 
n -> oo der vollkommenen Einspannung entspricht. Die Beziehungen (54) bis (57) 
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nehmen dann für n -> 0 die Form der entsprechenden Formeln (45) bis (47) und für 
n -> oo die Form der Gleichungen (50) bis (52) an. 

Aus der Tatsache, dass die nur in den Funktionen der Durchbiegung vorkommen
den Zusatzglieder nach (46), (51) und (55) denselben Wert besitzen, folgt, dass die 
Belastung durch gleichmässig verteilte Randmomente keinen Einfluss auf die 
Schubverformung der Kreisplatte ausweist. 

5. GLEICHMÄSSIG VERTEILTE BELASTUNG INNERHALB EINER KREISFLÄCHE 
MIT DEM HALBMESSERN 

Wir betrachten eine Kreisplatte, die am Rande r = a frei drehbar gelagert ist, 
unter der Belastung p = konst. innerhalb einer Kreisfläche mit dem Halbmesser b 
(0 < b < a). Die gesuchten Funktionen werden dann für r ^ b durch die Formeln 
(43) definiert, während der homogenen Plattengleichung für b :_ r ^ a nach den 
Formeln (36) und (40) die folgenden Funktionen entsprechen 

r T 4h2 1 r 
(58) w = c0 + c2r

2 + g3 lg - + c4 1 - — — \r2 lg - , 

cör = 2c2r -f — + c4r [ 2 
* . + 1 ) -

mr = -K ["2(1 + ß) (c2 + c4 lg - ) - (1 - n) C~l + (3 + n) c4"|, 

m_ = -K\2{\ + fi)(c2 + c 4 l g ^ + (1 - n)^2 + (1 + 3 / I ) C 4 1 , 

qr=-4Kd-±. 
r 

Die Randbedingungen des gestellten Problems lauten 

(59) >v = 0 , inr = 0 für r = a, 

w = w , cör = cor, mr = mr, qr = qr für r = b . 

Daraus folgt ein Gleichungssystem für die sechs unbekannten Integrationskonstanten 

(60) c0 + c2a
2 = 0 , 

2(1 + n) c2 - (1 - ß) -^ + (3 + LA) c4 = 0 , 

- _2 - , lj - r, 4h2 1 L 2 , í> 
c0 + c2fc

2 + c3 lg - + c4 1 - — — \b2 I g - = 
a 5(1 - u) b2 \ a 
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,2 PЬ* 
= c 0 + c 2 b 2 + - — 

64_ 
1 -

lбh 2 

5(1 - џ)b _• 

K 

2č2fe + — + čj) i 2 lg - + 1 ) = 2c2b + 
b \ a J Í6K 

12(1 + n) (č2 + č 4 lg - ) - (1 _ ^ f | + (3 + p) č4 

= - 2K(Í + p)c2 - 3 - + - ^ pb2, 
16 

_ 4 X *_ = - - pb , 
b 2 

dessen Ausrechnung ergibt 

pb2 

(61) č0 

pb* 

Ci = 

f й ) -L-. +<•)••-('-..*•]. * - £ • 

__! 
8 _ ' 

^ — [2(3+ „) - ( ! -„)-£ 
+ /.) K L a . 

C_t = 

32(1 

c ° = ^ / f r \ ^ r ^ 3 + Ů Q2 ~ $ + 3 ^ b i - A{I+") ^ i g i + 

64(1 + /i) K L b 
î ^ + ^ й i + гig 

c, = 

5(1 - p) 

32( 

Führen wir diese Ergebnisse in die Formeln (53) ein, so entsteht für 0 __ r __ b 

2 

(62) w = - M И 3 + ^ f l 2 - ( 7 + 3 ^--4_*lg-l 
64K { 1 + џ b 

-2b2 Г4a2 - (1 - џ) b2 a 

(1 + џ) a2 Ь 

ш, 
_ pr Г f c 2 4a 2 - (1 - л) b 2 , 

16J_ L (1 + At) a 2 

5(1 -p)l { 

\b2 lg ^ - . 2 1 , 

1 + 2 lg - ) '1 

mr = l \ 4 b 2 -{l-џ)b-+ 4(1 +џ)Ь2lg^-(3 + џ). 
iб L я b 

-.-f,[«"-( 1 _ „ ) í - + 4 ( l + . . ) . 1 l g - - ( 1 + 3 / 1 ) r г 

ŰГ b 

q, = ~2P^ 
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und für b :g r :g a ergeben die Beziehungen (58) 

(63) ñ __. i _ _ 
_ pb^ (2(3 + /<) a2 - (1 - ^) b2 

Ъ2K 

+ 41 1 

a>r = 

(1 + ^) a2 

4Һ2 ' 

5(1 - џ) r 2 J 

pp2 Г4a2 - (1 - џ) b2 

Í6K L (1 + џ) a2 

(a2 + 2b2 lg - + 
a 

r 2 l g 

l>2 , , a 
— + 4r lg -
r r 

_ pb2 

mr = 
16 

Г ( l - ^ - ^ - 2 ( « 2 - r 2 ) + 4 ( l + j a ) l g í 
alrz r 

=p— [<i 
iб 

л ) - ( l - ^ ) ^ - 2 ( a 2 + r2) + 4 ( l + ^ ) l g 
a r 

qr = ~ 
pb2 

2г 

Es ist leicht einzusehen, dass der Einfluss von Querschubverzerrungen sich wieder 
nur in den Funktionen der Plattendurchbiegung erweist, während alle anderen 
Funktionen (62) und (63) mit der klassischen Theorie übereinstimmen. Für die grösste 
Durchbiegung im Plattenmittelpunkt r = 0 gibt die erste Gleichung (62) 

Tb2 |~4(3 + p) a2 - (7 + 3p) b2 

64KL 
(64) max w = 

Í6Һ2 

5(1 - џ) 

í + џ 

1 + 2 lg : 

4Ь2 lg - + 

Die hier entwickelten Formeln können auch für sogenannten EinzellastangrifY im 
Mittelpunkt benutzt werden, wobei die Gesamtlast P der Platte die Grösse 

(65) P = pкb2 

besitzt. Geht man in den Gleichungen (63) nach Einführung pb2 = P/n mit dem 
Halbmesser b gegen Null, so werden in r = 0 die Momente, die Querkraft und auch 
die Durchbiegung rechnungsmässig unendlich gross. In Wirklichkeit gibt es aber gar 
keine Punktlasten. Alle angreiffenden Kräfte sollen als flächenhaft verteilte betrachtet 
werden, d.h. für den Halbmesser b muss man eine gewisse von Null verschiedene 
Länge (sogennante Halblänge der Lastverteilung) einführen. Die zusätzlichen Normal
spannungen unter der Einzellast werden dann nach (26) durch die Formel 

(66) 

definiert. 

ö" r = ÖV„ 
1 + џ P z 

1 — џ 2nb2 h LV7ÍJ 
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6. KREISRINGPLATTE UNTER GLEICHMASSIG VERTEILTER VOLLBELASTUNG 

Die Kreisringplatte kann entweder nur am äusseren oder nur am inneren Rande 
oder auch an beiden Rändern gestützt werden. Die Abb. 2a—h zeigen verschiedene 

Lagerungsmöglichkeiten. An jedem Platten
rande sind also in diesem Fall zwei Randbe
dingungen zu erfüllen. Mit der neuen dimen
sionslosen Variablen 

(67) Q = r/a 

nehmen die Beziehungen (36) und (40) unter 
Benützung der Formeln (41) und (42) für 
gleichmässig verteilte Vollbelastung die fol
gende Form an 

(68) 
W = C0 + C2Q

2 + C3 lg Q + 

+ c 4 1 - 5(1-/4 «vT \Q2lgQ + 

+ 
4 4 

pa Q 
64X 

[l ł_*l_Л 
L 5(i-V)«yJ 

Abb. 2. Verschiedene Lagerungsmöglich
keiten einer Kreisringplatte. awт = 2C2Q + — + C4Q(2 lg Q + 1) + ?^Л v 

ìвK 

mr = - -2 |~2(1 + џ) (c2 + c 4 Ig Q) - (1 - џ) Ц + (3 + џ) cJ 

3 + Џ 2 2 

% = - p ["2(1 + n)(c2 + c4lgQ) + (1 - fi) °-\ + (1 + 3/f) c 4" | -

<łr = — 

1 + Зtø 2 2 

- — paV 

4 K C 4 

Í Г £ 
- - £ao 

6.1 Frei drehbare Auflagerung am äusseren Rande r = a 

Die Randbedingungen für den Lagerungsfall Abb. 2a lauten 

(69) w = 0 , mr = 0 für Q = 1 , 
mr = 0 , qr = 0 für 0 = b/a = /? , 
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Hieraus folgt.für die Integrationskonstanten 

(70) Co= ig!r2i±if(i-^-8^i^-i+ i6h2 i 
y ' (AK L 1 + / ^ 1 - /?2 5(1 - p) a2J 

-a - - - 7 ^ - [ ( 3 + .0(1 - /?2) - 4(1 + „) Ö ^ l 
32(1 + fi) K L 1 - ß2\ 

paAß2 | \ _/« , ^ 2 lg/i" | ipa4/?2 

c3 = - . , / : ~ 3 + ii - 4(1 + //) f - 2 £ \, c4 = -[з + ł.-«i.,,)ЃM] 
16(1 - p) K L 1 - /?2J 8i_ 

Mit diesen Ergebnissen erhält man aus (68) die gesuchten Funktionen 

(7I) " -eÄ{rT7[(3 + ")(1-^,-4(1 + ' ' , r^] ( 1 - c 2 , - 1 + 

+ ^_4/)>(f±ü-4i±JffM+vV8e + 
\1 - fi 1 - fi 1 - ß2 

16h 2 ,t 2 - , , .1 

pa2 

mr = 

„r__P___\l±£{1_ß2)_4ß_hl + 
16K Li + AI 1 - £2 

+ (l±j_4l__fÖl)£ + 2 « 2 l g I ! + 1) + ^ , 
Vi - AI 1 - AI 1 - ß ) Q J 

+ «I + ^ i ^ - l g , ) ] , 

Ul + 3 ^ ( 2 ^ - Q2) + (3+ß)(l-ß
2 + t \ -

qr = zpa ( Ol. 

Im untersuchten Fall werden also durch die Querschubverzerrungen wieder nur die 
Plattendurchbiegungen beeinflusst. 
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6.2 Frei drehbare Auflagerung an beiden Rändern 

Wir betrachten jetzt eine an beiden Rändern r = a und r = b frei drehbar gela
gerte Kreisringplatte nach Abb. 2e. Diesem Lagerungsfall entsprechen die Rand
bedingungen 

(72) w = 0 , mr = 0 für Q = 1 und Q = ß . 

Unter Benützung der Bezeichnung 

(73) . - _ i _ W . 
5 ( 1 - / i ) W 

ergeben sich aus den Gleichungen (68) und (72) die Integrationskonstanten 

(74) C° = ~Z^W K1 " **) (3 + ") ^ - ^ T + 2K1 - A») (5 + V) (1 + /*2) + 

+ 2(3 + /i)2] (1 - /?2) ß2 lg /f + 4(1 + /i) (5 + /i) /?2 lg2 /, -

- 2£(1 - fi) [(5 +fi) + 2(1 - ji) ß2 + 4e(l + /i)] (1 - /?2) lg j8 + 

+ 16a(l + ji)2 /?2 lg2 /?}, 

,4 

C, = — 
' 2 64KDi 

{ ( l - / z ) ( 3 + p ) ( l - Л 2 ( l + ŕ 2 ) + 

+ 2[(1 - n) (5 + ,,) (1 + /?2) + 2(3 + A,)2] (1 - P2) fí2\gp + 

+ 8(1 + n)(3 + /<)/i2lg2/i - 4e(l - , i)(l - p2)[(í - fi)p2lgp + 

+ (3 + M ) ( l - / ? 2 + l g / ? ) ] } , 

ß2(l-ß2)[(Ъ+џ)2(l-ß2) + 
16KD1 

+ (1 + fi) (5 + /i) (1 + /?2) lg /? - 2£(1 - /i2) lg p] , 

(1 - / ?* ) [(1 - „ ) (5 + , i ) ( l - / ? * ) -
32KD, 

- 4(1 + ß) (3 + ,i) /?2 lg /? + 4e(l - /i2) (1 - p2)] , 

D t = (1 - /i)(3 + ,i)(l - ß2)2 + 4(1 + n)2p2\g2P -

-2e(i-n
2)(i-p2)\gp. 

Aus diesen Formeln ist es leicht einzusehen, dass für eine an beiden Rändern gela
gerte Kreisringplatte die Querschubverzerrungen nicht nur die Durchbiegungen son
dern auch den Verlauf von inneren Kräften beeinflussen. Für die Normalenverdre-
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hungen corav und corbP an beiden Plattenrändern folgt nach Einsetzen der zugehörigen 
Konstanten (74) in die zweite Formel (68) 

(75) »»>= - T S T 7 tf1 - ßZ)Z K1 - " ) + (13 + 3") **- + 

+ 2[(11 + 3/i) + (5 + fi) ß2] (1 - ß2) ß2lgß + 8(1 + /.) /?2 lg2 /? -

- 4e(l - /i) (1 - <S2) [(1 - j32) + (1 + ß2) Ig /?]} , 

"*'= ~ £&•{(1 ~ ̂  K13 + 3M) + (1 - ") ^2] + 

+ 2[(5 + /,) + (11 + 3p;)/?2] (1 - /?2) lg ß + 8(1 + p) /?4 lg 2/? -

_ 4e(l - p) (1 - /J2) [(1 - /?2) + (1 + /?2) lg /,]} . 

6.3 Volle Einspannung an foeiden Rändern 

Wir wollen noch den Einfluss der vollen Einspannung an beiden Plattenrändern 
untersuchen. Dem Lagerungsfall Abb. 2h entsprechen die Randbedingungen 

(76) w = 0 , cor -= 0 für Q = 1 und O = ß , 

woraus für die Integrationskonstanten folgt 

(77) c« = T T ^ T l ^ 1 - l92)2 (1 - - lg /5) - 4/?2 lg2/? -
64KD2 

- 2e[(l - ß2) (1 - 2ß2) + 8/?2 lg ß + 4e(l - ß2)] lg ß) , 

P ß 4 [(1 - ß2)2 (1 + ß2 - 2/?2 lg /?) - 8/?2 lg2 ß -

pa 

64KD2 

4 < l - / ? 2 ) Ҷ l + l g j 8 ) ] f 

4 

C 3 = 

16KD 
f$\\ - p2) [(1 - p2) + (1 + i?2) lg /? + 2e Ig /?] , 

2 

C 4 = _ ^ _ _ - ( 1 _ j ß 2 ) [ ( l _ i 5 4 ) + 4 i S 2 | g i g + 4 £ ( 1 _ i ? 2 ) - J ) 

32KD2 

->2 - (1 - J»2)2 - 4i?2 lg2 ß - 2e(l - ß2) lg ]8 . 

Man kann sehen, dass auch der Spannungszustand der untersuchten Platte nebst 
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ihrer Verformung wieder durch die betrachteten Querschubverzerrungen beeinflusst 
wird. 

Für die Einspannmomente mrap und mrbp ergibt sich dann aus der zugehörigen 
Formel (68) 

(78) mrap = - - g l {(1 - ß2)2 (1 - 3ß2) - 2/?2(l - /?2) (3 + ß2) lg /? -
I6D2 

- Sß2 lg2 /? - 4e(l - ß2) [(1 - ß2) + (1 + /?2) lg / . ]} , 

w ^ = ^+7 K1 - ^2)2 (3 - W + 2(2 " P2) i1 + 3^2) ]8 ß + 
I6D2 
+ 8 ^ lg2 ß + 48(1 - ß2) [(1 - /?2) + (1 + ß2) lg /»]} . 

7. AN BEIDEN RÄNDERN FREI DREHBAR GELAGERTE KREISRINGPLATTE 
UNTER DEM ANGRIFF VON RANDMOMENTEN 

Dem Lagerungsfall Abb. 2e entsprechen bei der Belastung durch die gegebenen 
Randmomente mra und mrb die Randbedingungen 

(79) w = 0 , mr = mra für Q = 1 , 

w = 0, mr = mr_, für Q = ß . 

Benutzen wir wieder die Bezeichnung (73), so folgt aus den Gleichungen (79) und (68) 
für p = 0 

(80) c0 = - c2 = ^ £ _ [4/Y2 + 2(1 + l;)/?2lg/? - <1 - //,]lg/? -
KDi 

- ! ^ [ ( 3 + ^) + (l- / t)(iS2-e)]lg)S, 

Ca = _ ^ t [(3 + ,,)(! _ ̂  + 2(1 + „ ) ( 1 _ e)lgj8] + 
KD1 

+ m^2
 [ ( 3 + / | ) ( 1 __ ß2) + 2 ( 1 + ^ _ g ) l g / ? L 

c* = 
KD 

[(l~fi)(l-ß
2)-2(l+џ)ß2\gß] + 

+ ľ ^ 2
[ ( l _ Ж l ^2)-2(1+^/0, 
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wobei die Konstante Dx durch die letzte Formel (74) definiert wird. Mit diesen 
Ergebnissen entsteht für die Plattendurchbiegung 

(81) w = - mraa' 

KD, 
í2(l + Џ)(l - Q*)ß2 l g / ï . l g | + [(3 + Џ)ß2 + 

+ (1 - H)(Q2 - e)](l - ß2)\gQ - [(3 + n)ß2 + (1 - JIH/P - _)] . 

. (l - e
2)igjsl - " ^ {2(1 + ß)(e

2 -ß2)\gß.\gQ- [(3 + n) + 

+ (1 - ^ ( e 2 - e)](l - ß2)\gQ + [(3 + p) + 

+ (l-M)(jS2-8)](l-0
2)lgjS} 

und für die Funktion des Momentes mr gilt 

(82) mr = M ( l - At)(3 + /i)(l - /S2) ( l - ^ ) + 4(1 + ^)2 /?2 lg /5 . lg ^ -

- 2(1 - ^2) (1 - z)-\\gß - (/i2 - 8)lgjS - (1 - ß2)\gÄ + 

^ |(1 - „)(3 + n)(l - ß2)(~ - l ) + 4(1 + tflgß.lgQ -+ 

2(1 Д2)[(l j S 2 ) l g Є - ( j 8 2 - 8 ) 
l - . 2 

lg/3 

Die Randmomente mra und mrb rufen allerdings an den Plattenrändern r = a 
und r = b gewisse Normalenverdrehungen ojram und corbm hervor, die sich aus den 
Gleichungen (80) und aus der zweiten Formel (68) ergeben 

(83) U>rnm = 
mraa 
KD! 

{(1 - ß2) [(3 + џ)ß2 + (1 - џ)] + Џ2ìgß + 

æt rbm 

+ 4(1 + /*)j?2lg2j3 - 28 [(1 - /.) + (1 + ^jS^lgjS} + 

+ _______![(! _ ^ ) + ( 1 + 02 ) l g j S _ £ l g j S ] > 

KD1 

= -Aj~\l\ - ť) + (1 + 0 W - £lg/5] + 
KD1 

+ __?_ {(1 _ /p)- ( 3 + ,.) + (1 - n) p-] + 8/ř-lgP -
KD1 

- 4(1 + ju)/J2 lg2 JS - 28 [(1 - Ať)/?2 + (1 + M)] lg/5} . 
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Bezeichnen wir mit coramb (oorbma) die am Plattenrande r = a (r = b) durch das Rand
moment m r ö (mrfl) hervorgerufene Nor malen Verdrehung, so nimmt der Bettische 
Reziprozitätssatz offenbar die Form 

(84) mraojnimb + mrb(orbmaß - 0 

an. Es ist leicht einzusehen, dass die Ausdrücke (83) der Bedingung (84) genügen. 

Die Beziehungen (75) und (83) können auch auf die Ermittlung von Einspann
momenten mrap und mrbp einer an beiden Rändern vollkommen eingespannten 
Kreisringplatte angewandt werden, die sich unter gleichmässig verteilter Vollbelastung 
befindet. Man kann sich davon überzeugen, dass aus den Bedingungen 

(85) wrap + coram = 0 , corbp + (orbm = 0 

wieder die Formeln (78) folgen. Diese Tatsache kann als eine Kontrolle der Richtig
keit der Beziehungen (74), (75), (77), (78), (80) und (83) angesehen werden. 

Der Einfluss von Querschubverzerrungen wird allerdings in den Gleichungen (80) 
bis (83) durch die Glieder mit dem Beiwerte e ausgedrückt. Aus diesen Gleichungen 
also folgt, dass der Spannungszustand einer an beiden Rändern beliebig gelagerten 
Kreisringplatte durch die Querschubverzerrungen immer beeinflusst wird. Geht 
man mit der Plattenstärke h gegen Null, so werden alle Glieder mit dem Beiwerte e 
Null, so dass nur die klassische Lösung verbleibt. 
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S o u h r n 

ROTAČNĚ SOUMĚRNÉ STAVY NAPJATOSTI KRUHOVÉ DESKY 
PODDAJNÉ VE SMYKU 

VLADIMÍR PANC 

V předložené práci se vyšetřuje užitím zobecněné iterační metody vliv smykových 
deformací na přetvoření a napjatost pružných kruhových, plných nebo prstencových 
desek při předpokladu malých průhybu. Je ukázáno, že vzhledem k nulovým kroutí
cím momentům při rotačně souměrném zatížení je řešená úloha vyjádřena integračním 
problémem čtvrtého řádu podobně jako v teorii tenkostěnných prutů namáhaných 
kombinací ohybu a smyku. Funkce w{r) výsledného průhybu desky je definována 
součtem dvou funkcí wa{r) a wT(r), pro něž jsou odvozeny základní diferenciální 
rovnice tvaru (14) a (24). Rovnice (14) souhlasí přitom přesně s klasickou teorií 
kruhových desek, takže uvedenou superposicí funkcí wa a wx je předložené řešení 
zpřesněno o vlivy zanedbané při užití Kirchhoffbvy hypothesy. Lze dokázati, že při 
libovolném zatížení vede aplikovaná metoda k integračnímu problému šestého řádu, 
jímž je representována obecná zpřesněná teorie desek analogická teorii Reissnerově. 

Při rotačně souměrném zatížení plné kruhové desky nevykazují vyšetřované 
smykové deformace vliv na průběh funkcí vnitřních sil a vypracovaná teorie podává 
v tomto případě jednak zpřesnění průhybu desky vyjádřené funkcí wt, která zde 
může být stanovena nezávisle na funkci wa, a jednak přídavná normálná napětí 
definovaná vzorci (26), probíhající po tloušťce desky podle zákona kubické paraboly. 
Při řešení kruhových prstencových desek podepřených na obou okrajích ovlivňují 
však smykové deformace kromě přetvoření též rozdělení ohybových momentů 
i posouvajících sil a nezávislé určení funkcí vv7 a wt není zde již proto možné. 

Р е з ю м е 

ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ НАПРЯЖЕННЫЕ СОСТОЯНИЯ 

КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ, ПОДАТЛИВОЙ СДВИГУ 

ВЛАДИМИР ПАНЦ (УЫитпг Рапс) 

Используя обобщенный итерационный метод, рассматривает автор на

стоящей статьи влияние поперечных деформаций сдвига на напряженное 

и деформированное состояние упругих гонких круглых, полных или кольцевых 

пластинок при гипотезе малых прогибов. Оказывается, что, учитывая нулевые 

крутящие моменты при осесимметричиой нагрузке, рассматриваемая задача 
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выражается проблемой интегрирования четвертого порядка аналогично, как 
и в теории тонкостенных стержней, работающих на совместное действие изгиба 
и сдвига. Функция н>(г) окончательного прогиба пластинки определяется как 
сумма двух функций ма(г) и м!т(г), для которых выведены основные дифферен
циальные уравнения вида (14) и (24). Уравнение (14) совпадает приэтом точно 
с классической теорией, так что приведенной суперпозицией функций ма и м!т 

предлагаемое решение уточняется рассмотрением влияний, которыми прене-
брегается при использовании гипотезы Кирхгоффа. Можно доказать, что для 
пластинки, работающей в произвольных условиях, использованный метод ведет 
к проблеме интегрирования шестого порядка, к которой сводится общая 
уточненная теория пластинок, аналогичная теории Рейсснера. 

При осесимметричной нагрузке полной круглой пластинки не оказывают 
рассматриваемые поперечные деформации сдвига никакого влияния на распре
деление внутренних усилий пластинки, и разработанная теория приносит для 
этого случая, с одной стороны, уточнение прогиба пластинки, которое выража
ется функцией м>г, независимой от функции \уа, и, с другой стороны, также до
полнительные нормальные напряжения, определяемые по формулам (26). Эти 
напряжения распределяются по толщине пластинки по закону кубической 
параболы. При решении круглых кольцевых пластинок, опертых по краям, 
влияние поперечных деформаций сдвига проявляется, наоборот, также в рас
пределении внутренних усилий, и поэтому независимое определение функпий юа 

и и>т здесь уже невозможно. 

Атскгф йен АиЮгеп: 1п§. УЫШг Рапс С 8 с , С8АУ — 1ЛГАМ, Уузепгадзка 49, РгаЬа 2 
Мэуе Мёзиэ. 

422 


		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T23:10:28+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




