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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo s

DREHSYMMETRISCHE SPANNUNGSZUSTANDE
DER SCHUBWEICHEN KREISPLATTE

ViaDpiMiR PANC

(Eingegangen am 4. August 1964.)

Unter Beriicksichtigung von Querschubverzerrungen wird eine Verfeine-
rung der klassischen Plattentheorie fiir den Fall der diinnen elastischen, durch
drehsymmetrische Belastung beanspruchten Kreis- und Kreisringplatte ent-
wickelt.

1. EINLEITUNG

In der vorliegenden Abhandlung wird die verallgemeinerte Iterationsmethode auf
die Ermittlung des Einflusses von Querschubverzerrungen in diinnen elastischen
Kreisplatten mit kleinen Durchbiegungen angewandt. Befindet sich die untersuchte
Platte unter dem Angriff einer drehsymmetrischen Belastung, dann wird ihr Span-
nungs- und Verformungszustand &hnlich wie in der Theorie der diinnwandigen
Stidbe [1] durch das Integrationsproblem vierter Ordnung gekennzeichnet. Der
Grund dieser Tatsache liegt allerdings im Umstande, dass bei einem drehsymmetri-
schen Spannungszustande keine Drillungsmomente hervotreten. Man kann sich leicht
davon {iiberzeugen, dass erst fiir eine beliebige Belastung die Ordnung des entspre-
chenden Integrationsproblems auf die sechste erhoht werden muss, womit eine allge-
meine verschérfte Theorie entsteht ([2]—[7]).

Im Fall einer drehsymmetrisch belasteten Kreisplatte kann der Einfluss von Quer-
schubverzerrungen ganz unabhidngig vom hervorgerufenen Spannungszustande
ermittelt werden und die entwickelten Beziechungen stellen dann gewisse Korrekturen
der klassischen, auf der Kirchhoffschen Annahme beruhenden Plattentheorie dar.
In der Theorie der an beiden Rédndern gestiitzten Kreisringplatte ist jedoch die vom
Spannungszustande unabhingige Ermittlung des Schubeinflusses unmoglich. Eine
solche schubweiche Kreisringplatte muss dann als eine auf zusammengesetzte Biegung
und Abscherung beanspruchte Konstruktion untersucht werden.

399



2. GRUNDGLEICHUNGEN

Fithren wir die Zylinderkoordinaten r, ¢, z geméss Abb. 1a ein und vernachléssi-
gen wir den geringen Einfluss der Querzusammendriickung, dann wird der gesuchte
drehsymmetrische Spannungs- und Verformungszustand der Kreisplatte durch die
Spannungskomponenten o(r, z), o,(r, z), 7,(r, z) und durch die Verschicbungs-
komponenten u(r, z), w(r) definiert. Alle diesen Funktionen sind also von der Varia-
blen ¢ unabhéingig.

Abb. 1. Die Belastung des abgetrennten Plattenelements bei einem drehsymmetrischen Spannungs-
zustande.

Die Gleichgewichtsbedingung eines abgetrennten Plattenelements dz . dr.rde
in r-Richtung lautet dann nach [8]

ds, 01, 0, — 0,
or 0z r

1)

Die geometrischen Beziehungen zwischen den von Null verschiedenen Verzerrungs-
komponenten &(r, z), &,(r, z), 7..(r, z) und den Verschicbungskomponenten u, w
nehmen die Form

du u dw = Ou
= & == VY= -
or r

2 &,
( ) dr 0z

an, wihrend die Spannungs-Dehnungs-Gleichungen unmittelbar aus dem Hooke-
schen Elastizitdtsgesetz hervorgehen

E E
(3) o, = ~H2(s,+;w¢), 0'(,,=I_ﬂ2(us,+e¢),

E

Trz=Grz=”— rz *
T
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Die Spannungskomponenten setzen sich allerdings je Einheit der Schnittlinge zu den
Schnittgrsssen m,(r), m,(r) und g,(r) (Abb. 1b) zusammen

+h/2 +h/2 +h/2
(4) r = J\ UI‘Z dZ ) m‘P = J\ awz dZ ’ qr = J Trz dZ b

—h/2 —h/2 —h/2

wihrend nach Abb. 1b die Gleichgewichtsbedingungen eines abgetrennten Platten-
elements hr . dr . d¢ bei Vernachldssigung der Volumskrifte lauten
dm, m,—m, dq, gq,

5 4, = —" + ——2 + <L +p=0.
() dr r dr r F

In der ersten Anndherung wollen wir die Kirchhoffsche Annahme einfiihren, nach
der die Punkte einer Normalen zur Plattenmittelebene auch nach der Forménderung
auf einer Geraden verbleiben, die senkrecht zur verformten Mittelfliche steht. Damit
wird allerdings die Verzerrungskomponente 7,, identisch gleich Null gesetzt. Ferner
wollen wir mit dem Zeiger o die Grossen bezeichnen, die der Kirchhoffschen Annahme
entsprechen, wiahrend die Grossen mit dem Zeiger © den Einfluss von Querschub-

verzerrungen ausdriicken werden. Die Normalenverdrehung w, ist also gleich der
Plattenneigung der ersten Anndherung

dw
6 , = 7 = W’
(©) dr
wihrend die Normalenverdrehung w, in ¢-Richtung bei drehsymmetrischen Span-
nungszustidnden identisch gleich Null ist. Die Verschiebungskomponenten u, und w,
der ersten Anndherung werden dann durch die bekannte Beziehung

(7) U, = —20, = —zw,

verbunden, vorausgesetzt, dass die Koordinatenebene z = 0 in der Plattenmittelebene
liegt.

Setzen wir die Funktion (7) in die zwei ersten Formeln (2) ein, so entsteht fiir die
Verzerrungskomponenten &,, und ¢,,
(8) B = —ZWy, Epg= — - W
und mit Hilfe der Formeln (3) erhalten wir die Ausdriicke fiir die durch reine Platten-
biegung hervorgerufenen Normalspannungen 6,, und 6,

9 G,y = — E sz+Ew;,
2

1 —pu r

E ” 1 ’
Ope = — 5 Z UWe + —w, ).
1—pu r
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Wollen wir die klassische Plattentheorie als die erste Anndherung des gestellten
Problems betrachten, dann miissen sich diese Spannungen nach den Beziehungen
(4) zu den resultierenden Schnittmomenten

(10) m,=—K<wZ+Ew;), mlp=—K<,uwZ+lw’,>
r r

zusammensetzen, wobei mit K die Plattensteifigkeit

3
K= B
12(1 — )

(11)

bezeichnet wird. Man kann sehen, dass die Formeln (9) mit Hilfe der Beziehungen
(10) auch in der Form

12m, 12m
= z pm——

( 12) O h 3 s 6¢a h 3

geschrieben werden konnen.

Setzen wir die zugehorigen Ausdriicke nach (10) in die erste Gleichung (5) ein,
so entsteht fiir die resultierende Scherkraft

(13) g =—-K <w;” + %wg - %w,’,) =-K [; (rw;)’]

r

und nach Einsetzen in die zweite Bedingung (5) ergibt sich die Grundgleichung
der ersten Anndherung in der Form

2 1 1 1 1 7 »p
14 wy W — = wit —wlo= | = (rwl) ==
(149 r r? r r{ [r( )]} K

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass alle Beziehungen (6) bis (14) mit der
klassischen Plattentheorie genau iibereinstimmen.

Befindet sich die Platte in dem der Kirchhoffschen Annahme entsprechenden Zustande
der reinen Biegung, so ist allerdings die Schubspannung t,, und zugleich die bezo-
gene Scherkraft g, identisch gleich Null. Wollen wir jetzt die abgeleiteten Beziehungen
als die erste Anndherung der zusammengesetzten Biegung und Abscherung der Platte
betrachten, so miissen die Schubspannungen 7,,, denen bei der Kirchhoffschen
Annahme keine Verzerrung entspricht, aus der Gleichgewichtsbedingung (1) ermit-
telt werden. Nach Einsetzen der Funktionen (12) ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (5)

ot 12 (dm m, — m 12
15 = D T L)z = — —q,z.
(15) 0z n? ( dr r > h? 4
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Fiihren wir die Integration durch, so entsteht unter Beachtung der Randbedingun-
gen 7,, = 0 fiir die Plattenleibungen z = +h/2

(16) T, = %q, [1 <—2;Z>2]

In der zweiten Anndherung koénnen jetzt die durch die Schubspannungen (16)
hervorgerufenen Schubverzerrungen ermittelt werden. Nach den letzten Beziechungen
(2) und (3) entsprechen den Spannungen (16) die folgenden Schubverzerrungen

2
(1) = = - (F) )
dr 0z 2Gh h
infolge deren die Kirchhoffsche Annahme, dass die Normalen zur Plattenmittelebene
auch nach der Verformung der Platte senkrecht zur verformten Mittelfliche stehen,
fallen muss.
Benutzen wir die Bedingung u, = 0 fiir z = 0, die einerseits den vorausgesetzten

kleinen Durchbiegungen und anderseits der Vernachldssigung von Querzusam-
mendriickung entspricht, so folgt aus der Gleichung (17) nach Integration

1z 2z\?
18 u, = —q,— |3 —(— — zw,.
() o ()

Setzen wir jetzt die zugehorigen Ausdriicke nach (18) in die zwei ersten Formeln (2)
ein, so entsteht fiir die zusétzlichen Verzerrungskomponenten e,, und ¢,

1 z 2z\?
19 g, =—q,—|3—(— —zwl,
(19) 2th[ <h>]
e = Lozl 22\ e,
e 2Grqrh h ot

und fir die zusdtzlichen Normalspannungen o,,, o
Formeln (3)

(20) Opr = ! q;’— ‘u q - > W: + l—l W; s
1 —u 1 -2 r
g *—1—*— q, + - L q 3 - 23)2 — Wi + lw'
W 1 —pu al h h 1——#3 e ro)

Soll die resultierende Durchbiegung w der Platte durch Zusammensetzung der
Funktionen w, und w,

(21) w=w, + w,

il

»c ergibt sich dann nach den

gekennzeichnet werden, dann miissen die resultierenden Schnittmomente der durch
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die Beziehungen (20) definierten Zusatzspannungen identisch verschWinden. Wiirde
das Gegenteil angenommen, dann wiirden die zusdtzlichen SchnittMOmente durch
eine homogene Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form (13) definiert.
Eine solche Gleichung hitte jedoch bei den homogenen Randbedingihgen nur eine
triviale Losung. Die erwidhnten Bedingungen fithren dann zum GleiChungssystem

2
(22) ~L<q;+ﬁqr>—K<W’£+ﬁw:>=0,
r

5(1 - w) r

h? 1 , 1
——(ug, + -q, ) — K{pw; + ~w; ) =0,
5(1 — p) r r

dessen Losung ergibt sich in der Form

6
23 w,=——4¢,.
) Sth

Setzen wir den Ausdruck (23) in die letzte Gleichgewichtsbedingung (5) ein, so ent-
steht die Grundgleichung fiir die Schubverformung der Platte
6

rw)) = — —p.
(rw:) Sth

’

(24) wy + = w,

N -
1l
N -

Aus Vergleichung der Bezichungen (13) und (23) folgt der notwendige differentiale
Zusammenhang zwischen den Funktionen w, und w,

4 1 ” 1 ’ 51—'[1 ,
(25) w,+;w,-;wo+(—hz—)wt=0.

Nach Einsetzen der Gleichung (23) nehmen dann die Formeln (20) fiir die zusétzli-
chen Nermalspannungen die folgende Form an

2
(26) Urrz-—l“ qp,-—i_ﬁqrE '2;% —§ s
1—pu r hi\h 5
(L[ 3
e 1—p SO I L 5|

Gemiss den Bezichungen (12) und (26) richten sich also die resultierenden Normal-
spannungen o, und o, nach dem Gesetz der kubischen Parabel, wobei ihre Grosst-
werte in den Plattenleibungen z = =+ h/2 auftreten

6 1 ;M
27 extro, = + | —m, — ——[(q. +%4q,)],
) [ = s (o )]

6 1 o
extra¢=i *h—zm,p—s'-(*l—:—u) uq,+;q, .
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3. ALLGEMEINE LOSUNG DER GRUNDGLEICHUNGEN

Bezeichnen wir mit M die Momentensumme

(28) M=t
1+pu

so folgt aus den Beziehungen (10)

(29) M= —K (WZ + ! w;> -_K (rwy)’
r r

und die Grundgleichung (14) kann dann auch in der Form
(30) ~(M) = =
geschrieben werden. Nach r integriert, entsteht

(31) M’ =&, — jpr dr

und die weitere Integration nach r ergibt

(32) M=52+Ellgr-J¥‘[prdr,

wobei mit ¢; und ¢, die Integrationskonstanten bezeichnet sind. Setzt man die Funk-
tion (32) in die Gleichung (29) ein, so folgt nach Integration

(33) rw, = — _Il<|:E3 + 3,0 + 36, (r 1gr — L Jr dr J(H J‘pr dr] R
r

W = — %[54 + & lgr + 3ot + et (lgr — 1) — J‘ij‘r drjgrj‘pr dr:|.
r r

Hierbei bedeuten ¢; und ¢, die weiteren Integrationskonstanten. Nach der letzten
Beziehung (33) muss also der Gleichung (14) die folgende Funktion

r r
(34) We=1cy + cr* +c3lg— + e’ lg— + wy

a a
geniigen, wobei mit ¢, bis ¢, die neuen Integrationskonstanten bezeichnet sind, a be-

deutet eine beliebige konstante Linge (z. B. den grossten Halbmesser der Platte)
und w,, stellt ein partikulires Integral

(35) wt,o=l ar [ ar (& prdr
KJr r

der vollstindigen Plattengleichung (14) dar.
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Nach Einsetzen der zugehdrigen Ableitungen der Funktion (34) in die Formeln (6),
(10) und (13) ergibt sich

(36) W, = 2¢c,r + R cur (21g1 + 1> + W,
r a

3
It

—K[2(1+u)(c2 +c41g—r>—(1—u)c—;+(3+mc4+wzo+ﬁw[,o],
a " r

Il

1
m, —K[Z(l +u)<c2 + ¢, lg 5)-}-(1 —u)% + (1 + 3p) ey + puwyo +;w,’,0],

g, = —K {4 Gy l:l (r\vf,o)’:l} .
r r

Gemiss der Gleichung (23) also gilt

gt fe])

und die Integration liefert fiir die Funktion w,

h? 1
38 We= —~ - +de lgr + - (rwyo) |
( ) 5(1—/1)[5 118 r( 0)]

wobei ¢ eine weitere Integrationskonstante bedeutet. Da aus der Formel (35) folgt

1 dr 1 1 (dr
39 Woo = — |rdr |— |prdr, =(rw,,) = —|— |prdr,
( ) o Krj fr fp r( 0) Kfr fp
1

1 ’ 1 1 "
~(rwio) | = — |prdr, |-(rw,) | == — — |prdr,
[r ( 0)] Kr fp [r (rzo) ] k k2]’

man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Funktion (38) der Grundgleichung
(24) geniigt. Fiir die resultierende Durchbiegung der schubweichen Kreisplatte kn-
nen wir dann nach den Beziehungen (34) und (38) schreiben

. 4h? r
40 We=co4+eg?+eslgl e |1 — — {2l 4
() 0 2 3ga 4[ S(I—u)rz] ga
h2
+ Woo — ———— (rwl,) -
o= Sy )

Hierbei bedeutet ¢, eine neue beliebige Konstante.
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4. KREISPLATTE UNTER GLEICHMASSIG VERTEILTER VOLLBELASTUNG

Fiir die Belastung p(r) = p = konst. liefert die Formel (35)
4
pr
41 Weo = ——
4y 64K

und fiir die Ableitungen dieser Funktion gilt

3 3
pr 4 ’ pr
42 Wi = ——, (rwye) = —,
(42) 0= ek (rwzo) ik
. _ 3pr? 1T pr
Wio = —— , |- (rw, = .
16K [r( °)] 2K

Da die Durchbiegung w nach (40) und die Schnittmomente m,, m, nach (36) im
Plattenmittelpunkt r = O nicht unendlich gross werden kénnen, haben wir ¢; =
= ¢, = 0 zu setzen, so dass aus den Bezichungen (36), (40), (41) und (42) folgt

4 h2
(43) w=co+ cpr? + 2 1——1—6—~—5,
64K | S(1—p)r
3
, 2c2r+£,
16K
m, = —2K(1 + p)c, — 3—_I-—uprz, m, = —2K(1 + p)c, — L+ 3 2,
16 16
g =—Ltpr
r 2 .

4.1 Frei drehbare Auflagerung am Rande r = a

Die Randbedingungen fiir eine frei drehbar gelagerte Kreisplatte lauten
(44). w=0, m=0 fir r=a.

Aus den entsprechenden Beziehungen (43) ergibt sich somit fiir die Konstanten

) = fRrE, I . 3tk
64K |1 +p  5(1 —p)a?]™ 1+ pu32K
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und die gesuchten Funktionen nehmen dann nach (43) und (45) die Form an:

3 2
(46) w= L §—+——ﬂa“—2ﬂazr2«i—r‘t+—16—}1’-((12—1*2) ,
64K | 1 + p 14+ u 5(1 — p)
o, = — P (3R 2
16K \1 + u

m, =(3+,u)1p—6(a2—r2),

m, = i[(3+u)a2—(1+3u)r2],

4, = —3pr-

Daraus ist ersichtlich, dass in diesem Fall der Unterschied von der klassischen
Theorie nur durch das Zusatzglied der ersten Funktion (46) gegeben ist. Die grosste
Durchbiegung entsteht allerdings im Mittelpunkt r =

4 16 2
(47) max w = 2 SHH + — (E .
64K |1 +p 51— p\a
Es ist bemerkenswert, dass nach [9] das Zusatzglied des Ausdruckes (47) fiir 4 = 0
mit der Néiherungslosung des dreidimensionalen Problems genau iibereinstimmt.

Fiir die Grosstwerte der resultierenden Normalspannungen ergibt sich aus (27)
und (46)

(48) extro, = + Em,—}-l—ug ,
h? 1—pul10

extr o, * im +—1j—#£ .
’ R 1 =10

Il

4.2 Volle Einspannung léings des Randes r = a
Die Konstanten ¢, und ¢, sind in diesem Fall aus den Randbedingungen
(49) w=0, w=0 fir r=a

zu ermitteln, woraus nach (43) folgt

4 2 2
(50) Co E&[1+.L], ¢, = - 22

T 64K 51 — p) a? 3K
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Damit ergibt sich fiir die gesuchten Funktionen

(s1) w= T (a2 -1 [(az _ )+ ﬁiﬁl’i_],

=64K 5(1 — p)
pr . » 2 p 2 2
o, = ——(a*—7r?)y, m.==|(1l +pua— 3+ ury,
(o - 1) Pl + war =G+ 0]
m(,,:%[(1+;t)a2—(1+3u)r2], q,=—-%pr.
6

Von der klassischen Losung unterscheidet sich wieder nur die erste Funktion (51).
Die grosste Durchbiegung im Plattenmittelpunkt ist

(52) max w — %‘; [1 i 5(1—1_6_;) <Z>2}

Fiir g = 0 ist gemdss (52) der numerische Wert des Koeffizienten des Zusatzgliedes
16/5 = 3,2, wihrend nach [9] die erste Reissnersche Approximation den Beiwert
8/3 = 2,607 und die Naherungslosung des dreidimensionalen Problems den Koeffi-
zienten 4 liefern.') Die Zusatzglieder der ersten Funktion (51) und des Ausdruckes
(52) stimmen dabei mit jenen der ersten Funktion (46) und des Ausdruckes (47) tiberein.
Die Form der Beziehungen (48) verbleibt freilich auch in diesem Lagerungsfall unver-
dndert.

4.3 Elastische Einspannung am Rande r = a

Bezeichnen wir mit # den Koeffizienten der elastischen Nachgiebigkeit der Ein-
spannung, dann nehmen die Lagerungsbedingungen folgende Form an

(53) w=0, m =7nw, fir r=a,

'y Im Mathematischen Institut CSAV wurde die verschirfte Lsung von einigen numerischen
Beispielen nach Napar1 ([1]in [9]) und nach Prokorov ([4] in [9]) durchgefiihrt. Fiir u = 1/6
und p = konst. lassen sich dann die folgenden Tabellen der Quotienten von maximalen ver-
schirften Durchbiegungen zu jenen der klassischen Theorie zusammensetzen:

frei drehbare Auflagerung

N hia Nadai Hlavagek Autor
0,1 1,006 1,007 1,009
0,2 1,031 1,030 1,035
volle Einspannung
hja Prokopov Hlavddek Autor
0,1 1,031 1,630 1,038
0,2 1,129 1,126 1,154
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woraus unter Beniitzung der entsprechenden Funktionen (43) fiir die Konstanten

folgt

pa* [Ki5 + p) + na N 16n*
K(1 +p) +na 51 —p)a?]’

c___ﬂliK(3+;l)+na

2 2K K(1 + p) + na’

54 Co =
4 ° 7 64K

Damit ergibt sich
(55) we P K(S+u)+naa4+2K(3+u)+naa2r2+r4+
64K | K(1 + p) + ma K(1 + p) + ma
2
P ]
5(1 - w)

_pr. K(3+u)+7raaz_r2
16K | K(1 + p) + ma '

[(1+u)wa2—(3+u)r2],

K(1 + p) + ma

KB3+p +mna , 2
[(1+p)m—;;a (1 + 3n) ],

4 = —3br.

Fiir die grosste Durchbiegung also gilt

pa* [K(S tWtma 16 (h)l]

(56) max w = — -
64K | K(1 + p) + ma 51 — p)\a

und fiir den elastisch eingespannten Rand r = a erhalten wir aus (55)

3
(57) a),=—li—1,
16 K(1 + p) + na
2
m, = Y LA L—
8 K(1 + p) + na

pa® K(1 — p?) — una
m,="———"
8 K(1+ p)+ ma
4 = —3pa.

Man kann sehen, dass der Grenziibergang = — 0 der frei drehbaren Auflagerung und
n — oo der vollkommenen Einspannung entspricht. Die Beziehungen (54) bis (57)
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nehmen dann fiir 7 — 0 die Form der entsprechenden Formeln (45) bis (47) und fiir
n —oo die Form der Gleichungen (50) bis (52) an.

Aus der Tatsache, dass die nur in den Funktionen der Durchbiegung vorkommen-
den Zusatzglieder nach (46), (51) und (55) denselben Wert besitzen, folgt, dass die
Belastung durch gleichmissig verteilte Randmomente keinen Einfluss auf die
Schubverformung der Kreisplatte ausweist.

5. GLEICHMASSIG VERTEILTE BELASTUNG INNERHALB EINER KREISFLACHE
MIT DEM HALBMESSER b

Wir betrachten eine Kreisplatte, dic am Rande r = a frei drehbar gelagert ist,
unter der Belastung p = konst. innerhalb einer Kreisfliche mit dem Halbmesser b
(0 < b < a). Die gesuchten Funktionen werden dann fiir r < b durch die Formeln
(43) definiert, wihrend der homogenen Plattengleichung fiir b < r < a nach den
Formeln (36) und (40) die folgenden Funktionen entsprechen

4h* r
58 B o=yt Car? + gl i, |1 - —2 |21l
(58) o 2 3 ga 4[ S(I—y)rz] ga

a}r=2527+f—3+54r<2]g1+ 1),

r a

i, = —K[Z(l Jru)(a2 +E4lg—r)—(1 —u)c—; +(3+#)54],
a r

i, = _K[2(1 +y)(52 +541g—') +(1 -2+ +3u)54]’
a r

g, = —4K %,
r

Die Randbedingungen des gestellten Problems lauten

(59) w=0, m=0 fir r=a,

w=w, o=0,m=m,,q,=gq, fir r=>.
Daraus folgt ein Gleichungssystem fiir die sechs unbekannten Integrationskonstanten

(60) 50 + Ezaz = 0,
\

2(1+u)52—(1—u)§+(3+u)e4=o,

b 4h? b
Go + b2 +Elg— + 6|1 — ————— | bp?1lg- =
0 2 3 ga 4[ 5(1 —ﬂ)bz] ga
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4. 2
I S ol PR
64K 5(1 — p) b2
= 3
2eb + 3 4 e (2162 + 1) = 26,6 + P2
b a 16K

_K[Z(l +,u)<EZ+E4Ig§>—(1 —#)b% +(3+u)54] _

s 3
= — 2K(1 + p)ec, — il pb?,

16
Cq 1
—4K ™t = — Zpb,
b 2p
dessen Ausrechnung ergibt
. pb? 2 n . _ pb*
61) & = 23 +p)a” = (1 — )b}, ¢ =-—,
6 f= i PO T e — (= E], &= I
_ pb? b? _ pb?
Gy =———— 28 +p) -1 —-p—|, ¢4=-—,
2 32(1+u)K[( W=l &=
0=—-L 4(3+p)a2—(7+3u)b2—4(1+u)b21g9-+
64(1 + ) K| : b
+1.§_(_1.__+‘u)h2 1+21gg ,
5(1 - u) b
pb? b? a
= ——P2 a1 —p)Z a1+ p)1gl].
: 32(1+;1)K|: A-nG+dl+ ey

Fiithren wir diese Ergebnisse in die Formeln (53) ein, so entsteht fiir0 < r < b

2 _ 2
(62) WZL{b24(3+,u)a (7 +3u)b ~4b4lg%——

64K 1+ p
2 _ 2 2
—2b2[4m“ ( ’?b +41g5]r2+r4+ 16 -[b2<1+21gg>—r2]},
1+ u)a b 5(1 — p) b
2 2
PR L PRl Clell ) LA Y
16K (1 + p) a? b

p 2 b* 21, 4 2
m= 4b —(1—u)—2+4(1+u)b1g;—(3+u)r ,
a

m. = p 4b2_(1_ l’j { 2 f_ 2

0= B =+ 4L+ )b lg— — (1 +30)r* |,
16 a? b

4, = —3pr
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und fiir b < r £ a ergeben die Beziehungen (58)

2 2 (1 _ 2
(63) W= £{2(3 tpa=(-pb (a — r?) + 2p21g © +
a

32K (1 + u)a?
2
valto M el
51— p)r? a
2 2 (1 _ 2 2
g)rz_ﬂ_ ia__(l_“)_br_b_.km»]gﬁ’
16K (1 + p)a® r r

2 2
r—rl",:& (1——;1)b—(az—rz)-l—4(1+y)lgE ,
16 a*r? r

b2 b2
,,—%:L 41 —p) - (1 _u)—z(a2+r2)+4(1+u)lgg ,
16 a’r r
__ _»pb?
2r )

r

Es ist leicht einzusehen, dass der Einfluss von Querschubverzerrungen sich wieder
nur in den Funktionen der Plattendurchbiegung erweist, wdhrend alle anderen
Funktionen (62) und (63) mit der klassischen Theorie iibereinstimmen. Fiir die grosste
Durchbiegung im Plattenmittelpunkt r = 0 gibt die erste Gleichung (62)

2 2 2
(64) maxw:p—b— M3+ pa® —(7+3uwb
1+ pu

—aprig? +
64K b

.
+—16h——~ 1+21g9— .
5(1 — p) b

Die hier entwickelten Formeln konnen auch fiir sogenannten Einzellastangriff im
Mittelpunkt benutzt werden, wobei die Gesamtlast P der Platte die Grosse

(65) P = prb?

besitzt. Geht man in den Gleichungen (63) nach Einfithrung pb? = P/t mit dem
Halbmesser b gegen Null, so werden in r = 0 die Momente, die Querkraft und auch
die Durchbiegung rechnungsmaéssig unendlich gross. In Wirklichkeit gibt es aber gar
keine Punktlasten. Alle angreiffenden Kréfte sollen als flichenhaft verteilte betrachtet
werden, d.h. fiir den Halbmesser b muss man eine gewisse von Null verschiedene
Linge (sogennante Halblange der Lastverteilung) einfiihren. Die zusétzlichen Normal-
spannungen unter der Einzellast werden dann nach (26) durch die Formel

- 2
(66) Gpe = Gy = 1+up ~f_’ 21 (22 3
1 — p2nb® h{\ h 5

definiert.
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6. KREISRINGPLATTE UNTER GLEICHMASSIG VERTEILTER VOLLBELASTUNG

Die Kreisringplatte kann entweder nur am dusseren oder nur am inneren Rande
oder auch an beiden Réndern gestiitzt werden. Die Abb. 2a —h zeigen verschiedene
Lagerungsmoglichkeiten. An jedem Platten-
rande sind also in diesem Fall zwei Randbe-

4 = | e
i I : . .o . .

b 4 ' | | B dingungen zu erfiillen. Mit der neuen dimen-
e ! ! | .‘ " sionslosen Variablen

| Pl |
e FA | /===  nchmen die Bezichungen (36) und (40) unter
fA— I F=———2  Beniitzung der Formeln (41) und (42) fir
g 1?5/ i %A::i gleichmaissig verteilte Vollbelastung die fol-
htd—"w | z_____w gende Form an

7P b b v ( 68)

W =co+ c0°> +c3lgo +

lgo +
+c4l 5(1_,;)41“]9 ge

16n?
+ P 1 - ,
64K 5(1 = p) a%e?

Abb. 2. Verschiedene Lagerungsmoglich- C3 pa4g3
keiten einer Kreisringplatte. aw, = 2¢,0 + — + C4Q(2 lge + 1) + =,
4 16K
K 3
m,=— =21+ p)(c; +eslge)—(1-p)— +(3 + e, |-
a Q
34+p_ 5,
- pa“e”,
16
K C3
my=—— 121+ p)(c; +calge) + (1 - y);i + (14 3u)cy | —
a
+3u 22
- pa >
16
- e 1o
§ a® o 2 '

6.1 Frei drehbare Auflagerung am dusseren Rande r = a
Die Randbedingungen fiir den Lagerungsfall Abb. 2a lauten
(69) w=0,m=0 fir o=1,
m =0,q, =0 fir ¢=>bla=2§
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Hieraus folgt fiir die Integrationskonstanten

_ 34+ 5 plg B 16>
(10) o = 64K [21 +u =5 - —p? - 5(1 — p) aZJ’
___pt _ g7y B*lgp
¢, = 32(1+u)K[(3+“)(1 B?) 4(1+u)1_ﬂ2],
___patB _ B>l B _ _ lpa*p?
¢y = 16(1—;1)K[3+# 4(1 +;1)1_ 2:, Cy <K

Mit diesen Ergebnissen erhélt man aus (68) die gesuchten Funktionen

2 ﬂlgﬂ
(71) w 64K{1 [(3+u)(1—5» i1+ ) ](1 o) — 1+

2
3+u_41+u/>’1g/3+292 lgo +
1—pu 1—pul —p?

+Q4—4ﬂz<
16h*

b (1-¢%+2Igo),
- &

_pade[3+up 2y _ 4B 1eh
IGK[I (=5 - 1—ﬁ2+

+(3+”-—41+“ﬁ lgﬂ>ﬁ +2ﬁ2(2]gg+1)+g}
1 —up L—ul-p/0

k)
I

m, = 16 [(3+u)< Qj (1-20%+

HaE W( ﬂﬂT ]g")]
Bfg[(l+3u)(2ﬂ2—gz)+(3+,u)(1—/32+§—>—
=41 + p) B (ﬁ lgﬂ%g— lgaﬂ,

ﬂ2
N 1 2
q, fpa (_ - )
@

Im untersuchten Fall werden also durch die Querschubverzerrungen wieder nur die

Plattendurchbiegungen beeinflusst.

3
Il
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6.2 Frei drehbare Auflagerung an beiden Réindern

Wir betrachten jetzt eine an beiden Ridndern r = a und r = b frei drehbar gela-
gerte Kreisringplatte nach Abb. 2e. Diesem Lagerungsfall entsprechen die Rand-
bedingungen

(72) w=0,m =0 fir o=1 und ¢ =24.

Unter Beniitzung der Bezeichnung

" sioale)

ergeben sich aus den Gleichungen (68) und (72) die Integrationskonstanten

(74) cO=gZK—D-{(1—u) 3+ =P+ -G+ + )+

+ 203 4+ p)*] (1 = B*)B*1gB + 41 + p) (5 + ) p*1g* B —
=261 =) [(S+p) +201 — B>+ 41 + w](1 - p*)Igp +
+ 168(1 + p)? p*1g? B},

¢ = — EJK—DI (t=pE+u -1 +p)+

+ 200 = 1) (5 + ) (1 + B7) + 203 + W] (1 - B2 B lg § +
+ 81+ )3+ g2 p —4e(l — ) (1 — B [(1 — ) p*1gp +
+ @B+l —p +1gp)l},

s = = 1l B = PG+ (- )+

+(L+ w5+ w1+ p)lgp —2:(1 — 1) 1g B],

com = e (L= P = 0+ W (1= ) -

— 41+ )3+ p)prlg B+ 4e(1 — p?) (1 = BY)],
D=1 —=p)(3+p( — B+ 41+ p?p*l1g*p —
=21 — p*)(1 = p)1g .

Aus diesen Formeln ist es leicht einzusehen, dass fiir eine an beiden Ridndern gela-
gerte Kreisringplatte die Querschubverzerrungen nicht nur die Durchbiegungen son-
dern auch den Verlauf von inneren Kriften beeinflussen. Fiir die Normalenverdre-
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hungen ®,4, und w,s, an beiden Plattenrdndern folgt nach Einsetzen der zugehorigen
Konstanten (74) in die zweite Formel (68)

(75)  @pp = - EEE {0 =2 [(1 = ) + (13 + 3w 7] +

+ 2[00+ 3) + (5 + @) B21(1 — ) B g+ 8(1 + ) f21g2 f —
—4e(l — ) (1 = B2 [(1 = B*) + (1 + B*)Ig BT},

Oy = 1’6’2 gl (= BP I3 + 30 + (1 — ) 2] +

+2[(5 + w) + (11 + 3u)B*] (1 — ) Ig B + 8(1 + p) p*1g 2B —
— 41 — (1 = [ =B+ (1 + B)Igp]}.

6.3 Volle Einspannung an beiden Réndern

Wir wollen noch den Einfluss der vollen Einspannung an beiden Plattenrdndern
untersuchen. Dem Lagerungsfall Abb. 2h entsprechen die Randbedingungen

(76) w=0,w,=0 fir g=1 und ¢ =8,

&

woraus fiir die Integrationskonstanten folgt

2 2)2(1 2 AR2 1628
(77) ¢ = 64KD2 {B*(1 — B2 (1 — 21g B) — 4% 1g°
—26[(1 — ) (1 — 28*) + 887 1g B + 4e(1 — )] 1z B},
e = — U (L~ B (L + B 262 1g B) — 857 1g2 B —
64KD, :

—4g(1 = B2 (1 +1gB)],

_ 2 g _p2 2

o D = P - )+ 0 )18 2],
o P (= )+ AR I B+ el — )]

o 32KD, ’

D, = (1 — p*)* —4p*1g* B — 2¢(1 — ) 1gB.
Man kann sehen, dass auch der Spannungszustand der untersuchten Platte nebst
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ihrer Verformung wieder durch die betrachteten Querschubverzerrungen beeinflusst
wird.
Fiir die Einspannmomente m,,, und m,, ergibt sich dann aus der zugehorigen
Formel (68)
pa’

(78) My = — D {(1 =B (1 =3B%) 2821 — B*)(3 + p)1gp —

— 86717 B — 4e(1 — ) [(1 - %) + (1 + p) 1g A1},

= (1= PP (3 = )+ 21— ) (1 38l +
2

+ 86*1g7 B+ 4e(1 — ) [(1 — B2) + (1 + p*) 1g B]} .

7. AN BEIDEN RANDERN FREI DREHBAR GELAGERTE KREISRINGPLATTE
UNTER DEM ANGRIFF VON RANDMOMENTEN

Dem Lagerungsfall Abb. 2e entsprechen bei der Belastung durch die gegebenen
Randmomente m,, und m,, die Randbedingungen
(79) w=0,m=m, fir o=1,
w=0,m=m, fir g=§.
Benutzen wir wieder die Bezeichnung (73), so folgt aus den Gleichungen (79) und (68)
firp=0
m,,a’

80 Co = — CH, =
R

[48% + 2(1 + p) B*1g B — &(1 — p)]1g B —

- (54 + (1= W (5 - e,

oo =P (s (1= )+ 21+ ) (1= 80] +
4J%§§K3+ma~ﬁﬁ+41+mw2—amm,
¢ = —%[m — (= ) = 2L+ p) B Ig ] +
Pl - )0~ ) = 201+ )l
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wobei die Konstante D, durch die letzte Formel (74) definiert wird. Mit diesen
Ergebnissen entsteht fiir die Plattendurchbiegung

1

(81) W=—';”;)az{2(1+u)(1—92)l321gﬁ.1g%+[(3+u)ﬂ2+
(=@ - - ) lge— [+ 0B + (1 - )5 — 9]
.<1—92>1gﬁ} ';j‘ﬁ Q0+ 00— F)1gB lge—[(3 + p) +

+(1 - -9]0-p)ge+[B+n +
+ (1= p (B -] - e*)IgB}

und fiir die Funktion des Momentes m, gilt

(82) m,=’2’“{(1——u)(3+,u)(l—[32)<1—l§>+4(1+u)2,821g[3.1g£——
—2(1—uz)[(l—a)ﬁzlgﬁ—(ﬁl—s)lgﬁ~(l—Bz)lge]}+
'bﬁ {(l—u)(3+u)(1—ﬁ2)< >+4(1+u)zlgﬂ Ige —

i)

Die Randmomente m,, und m,, rufen allerdings an den Plattenrdndern r = a
und r = b gewisse Normalenverdrehungen w,,, und o,s, hervor, die sich aus den
Gleichungen (80) und aus der zweiten Formel (68) ergeben

= 2(1 - u?) [(1 — B)ige — (B o) "

(83)  Opm= — —I’%)f (1 =B [B+wh + (1 —w] +88%1gp +

41+ ) pIgP B — 26 [(1— ) + (1 + p)p?lIg B} +

2
+ ) (14 ) 1P~ el B,

KD,
- raaﬂ 2 2 —
L o= m [(1—p) +(1+B)Igp—clgp] +
+%f3{(1—ﬁ2)[(3+ﬂ)+(1-ﬂ)ﬁzﬁsﬂ”gﬁ‘

— 41+ p)p21g2 B —2e[(1 — ) B> + (1 + w)]lgB}.
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Bezeichnen wir mit @,ams (®rsme) die am Plattenrande r = a (r = b) durch das Rand-
moment m,, (m,,) hervorgerufene Normalenverdrehung, so nimmt der Bettische
Reziprozititssatz offenbar die Form

(84) My oW amb + ’”rbwrbmaﬂ =0

an. Es ist leicht einzusehen, dass die Ausdriicke (83) der Bedingung (84) geniigen.

Die Beziehungen (75) und (83) konnen auch auf die Ermittlung von Einspann-
momenten m,,, und m,,, eincr an beiden Rindern volilkommen eingespannten
Kreisringplatte angewandt werden, die sich unter gleichmissig verteilter Vollbelastung
befindet. Man kann sich davon iiberzeugen, dass aus den Bedingungen

(85) wrap + Wyaym = 0 ” wrbp + Dypppy = 0

wieder die Formeln (78) folgen. Diese Tatsache kann als eine Kontrolle der Richtig-
keit der Bezichungen (74), (75}, (77), (78), (80) und (83) angesehen werden.

Der Einfluss von Querschubverzerrungen wird allerdings in den Gleichungen (80)
bis (83) durch die Glieder mit dem Beiwerte ¢ ausgedriickt. Aus diesen Gleichungen
also folgt, dass der Spannungszustand einer an beiden Rindern beliebig gelagerten
Kreisringplatte durch die Querschubverzerrungen immer beeinflusst wird. Geht
man mit der Plattenstdrke h gegen Null, so werden alle Glieder mit dem Beiwerte ¢
Null, so dass nur die klassische Losung verbleibt.
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Souhrn

ROTACNE SOUMERNE STAVY NAPJATOSTI KRUHOVE DESKY
PODDAJNE VE SMYKU

VLADIMIR PANC

V predloZené praci se vysetfuje uZitim zobecnéné iteraéni metody vliv smykovych
deformaci na pfetvofeni a napjatost pruznych kruhovych, plnych nebo prstencovych
desek pfi pfedpokladu malych prihybi. Je ukdzdno, Ze vzhledem k nulovym krouti-
cim momentim p¥fi rotacné soumérném zatizeni je ieSend dloha vyjadiena integracnim
problémem ¢tvrtého fddu podobné jako v teorii tenkosténnych prutll namdhanych
kombinaci ohybu a smyku. Funkce w'r) vysledného priihybu desky je definovédna
soudtem dvou funkei w,(r) a w(r), pro n&z jsou odvozeny zdkladni diferencidlni
rovnice tvaru (14) a (24). Rovnice (14) souhlasi pfitom pfesn& s klasickou teori
kruhovych desek, takZe uvedenou superposici funkci w, a w, je pfedloZené feSeni
zpfesnéno o vlivy zanedbané pfi uZiti Kirchhoffovy hypothesy. Lze dokdzati, Ze pfi
libovolném zatiZeni vede aplikovand metoda k integracnimu problému Sestého fddu,
jimZ je representovdna obecnd zpfesnénd teorie desek analogickd teorii Reissnerové.

Pii rotaéné soumérném zatiZeni plné kruhové desky nevykazuji vySetfované
smykové deformace vliv na pritbéh funkci vnitfnich sil a vypracovand teorie poddvd
v tomto piipad€ jednak zpfesnéni prihybu desky vyjddfené funkci w,, kterd zde
miZe byt stanovena nezdvisle na funkci w,, a jednak pfidavnd normdlnd napéti
definovand vzorci (26}, probihajici po tloustce desky podle zdkona kubické paraboly.
Pfi feSeni kruhovych prstencovych desek podepienych na obou okrajich ovliviiuji
vSak smykové deformace kromé& pfetvofeni téZ rozdéleni ohybovych momentl
i posouvajicich sil a nezdvislé urCeni funkci w, a w, neni zde jiZ proto mozné.

Pesrome

OCECMMMETPUYHBIE HATPSIXXEHHBIE COCTOSIHUS
KPVIJION MJACTUHKW. MOAATIMBOW CABULY

BIIAOVMUP TTAHLL (Vladimir Panc)

N

Wcnonb3yst 000OUICHHBIA WTepaljioHHbId METOJl, paccMaTpuBaeT aBTOp Ha-
CTOSILIEH CTaTbyu BAMSHUE TMONEpPeYHbIX AcdopMalii COBUTA HA HAIPSHKEHHOE
U neopMUpPOBaHHOE COCTOSIHUE YNPYTX TOHKUX KPYIJIBIX, NOJHBIX WM KOJIBLEBBIX
IJIACTMHOK TPHU THIOTE3¢ MajibIX Mpornbos. OkasbiBaeTCs, YTO, YUHTHIBASt HYJIEBBIE
KpyTsILHE MOMEHTBI MPH OCCCUMMETPUYHOM HArpy3ke, paccMarpuBaemMas 3aaava
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BBIpaXaercss MpobJIeMol MHTErPUPOBAHUS YETBEPTOro NMOPSAKA aHAJOTMYHO, Kak
U B TEOPUH TOHKOCTEHHBIX CTEPXKHEH, pAOOTAOLIMX HA COBMECTHOE ICHCTBHE M3ruda
u casura. OyHKIES w(r) OKOHYATENHHOrO MpOrMéa IUIACTUHKH ONpPENENAeTCs KAk
cymma JByX QyHKIWIE w,(r) u w,(r), AU KOTOPBIX BbIBEACHBI OCHOBHBIC Ju(deper-
npMabHble ypaBHenus Buna (14) u (24). Vpasuenne (14) coBnajaeT IPUITOM TOYHO
C KJIACCMYECKO# Teopueil, Tak 4TO MpUBEICHHOM cymepro3unueii OyHKIuit w, n w,
IpeylaraeMoe PELICHUE YTOYHSETCS PACCMOTPCHUEM BIIMSHHUHA, KOTOPBIMH IpeHe-
6peraercs Ipu UcCnoJib30oBaHuu runotessl Kupxrodga. MoxHo HoKa3aTh, YTO s
IJIACTHHKU, pabOTarOLIEi B IPOU3BOJILHBIX YCIOBUSIX, HCIIOJIL30BAHHBIA METO/T BEIET
K Ipo0JieMe MHTErPUPOBAHHS ILIECTOTO TOPSIKa, K KOTOPOM CBOIMTCS OOImIast
YTOUHEHHAsl TEOpHS IUIACTHHOK, aHAJIOTHYHAsi Teopuu PeiiccHepa.

IIpu ocecUMMETPUYHON HArpY3Ke MOJHOW KpYIJIOW IUIACTHHKMA HE OKAa3BIBAIOT
paccMaTpuBaeMble MOMEPeYHble AeOpPMAIUU COBUTA HMKAKOTO BJIMSHUS HA pacrpe-
JleJIeHUEe BHYTPCHHMX YCWJIMH IUIACTMHKM, M pa3paboTaHHAsE TEOPUS MPHHOCHT IS
3TOro Ciy4asi, C OHOM CTOPOHBI, YTOYHEHHE IIPOTU0a MIACTHHKH, KOTOPOE BhIpaXka-
eTcst GyHKIUeR w,, He3aBUCUMOM OT QyHKIUU w,, ¥, C IPYTO CTOPOHBI, TAKXKE IO~
MIOJIHUTEJIbHBIE HOPMAJIbHBIC HATPSKEHHU, ONpeesisieMble 1o popmyrnam (26). Ot
HANpPsOKEHUST PACHpPENeJISIOTCS MO TOJIIWHE IUTACTUHKM 110 3aKOHY KyOWdYeckoit
napabosel. IIpu pemeHuH KpyriibIX KOJIBLEBBIX IUIACTHHOK, OMEPTHIX MO KpasM,
BJIMSIHUE TIOMEPEeYHbIX AedopmMaluii caBUra NnposiBiseTcss, Ha000poT, Takke B pac-
IpeeSICHUU BHYTPEHHUX YCWINH, ¥ TO3TOMY HE3aBUCHMOE ompeesieHie QyHKITUN w,
1 W, 3/IeCh YK€ HEBO3MOXHO.

Anschrift des Autoren: Ing. Viadimir Panc C.Sc., CSAV — UTAM, VySehradska 49, Praha 2
Nové Mésto.
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