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SVAZEK 13 (1968) APLIKACE MATEMATIKY &isLo 5

UBER UNIVERSAL OPTIMALE QUADRATUR FORMELN

Ivo BABUSKA

(Eingegangen am 15. Juli 1967.)

(Fortsetzung)

KAPITEL 1V

UBER EINIGE APPROXIMATIONSPROBLEME BEI VERWENDUNG
EINES UNGLEICHMABIGEN NETZEN

" In Kapitel III haben wir Formeln mit einem gleichmidBigen Netz studiert. Wir
haben apriori ein gleichmiBiges Netz gewidhlt und einige universelle Formeln
konstruiert. Es entsteht die sehr natiirliche Frage, ob das gleichmaBige Netz einen
Vorteil vor anderen Netzen hat oder nicht. Offensichtlich ist, wenn wir das Funktional
@ in allgemeiner Form betrachten

9 o) = 1 [T oo ax.

das gleichméiBige Netz nicht allgemein optimal. Darum beschrinken wir uns im
weiteren auf die Berechnung eines speziellen Funktionals

(42) (f) =i :Tf(x) dx |

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit dem Zusammenhang der GroBen w(®y, #, n)
und x((bo, 1, n) beschiftigen. Intuitiv konnte es den Anschein erwecken, daB fiir
jeden Raum H,
Dy, n, 0
C(n) — X( oM )
w(¢05 n, n)

eine beschrankte Funktion ist, mit Riicksicht darauf, daB sie die Eigenschaft P, be-
sitzt und daher alle Punkte ,,gleichwertig’ sind. In Wirklichkeit gilt jedoch
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Satz 4.1. Es existiert ein H, € $ derart, daf gilt

(4.3) lim sup UPoMorm) 1 _

now o(Po, o, 1) N
fiir jedes o > 0.

Beweis. Wir wihlen o = {..., 1y, 70,7y, ...} folgenderweise
(4.9 mel=e M k%5, s=01,..
(4.5) nel=e M, k| =5
Nach Satz 3.1 haben wir

(4'6) XZ(‘DOa Mo, n) = lz(l — C(n, 0, 'Io)) = C(n, 0, 'lo) 1 Z ﬁ

0 2
Wenn wir nun (4.4) und (4.5) anwenden, so erhalten wir
(47) Xz((poa Yo, 2. 55) = (1 + 0(1)) . 2e~2.5~‘ .

Wir wihlen nun eine konkrete Formel ¢(x,, p,)

2n k=1 \ n n
und bestimmen die Grofie

Q(¢Os Ho, Xap, PZn) .

Es ist
(450 - (p(xlm PZn)) (f) = (f9 g)no
wobei
1 © eitnx 0 eitux in(2a/m)3
= — - + —
: R PRk
t+0 t+0
und

1 nt,  1iz3 Nen

1 1 — i|2 1 |2 1+ i(3n/2)t|2
(49) QZ(QO’ Mo x2m PZn) = Z[L‘—ll— + l _*; l‘ + l ¢ l ]

Wir erhalten daher fiir n = 5°

‘1 + eit(31t/2)l2

3 < 4035 (1 + o(1))
lt]z3 Ntn
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und darum ist
@*(Po, 19, 2.5°) < 2[e7*" + e 7] [1 + o(1)]
sodaB gilt

L 2P0 10, 25) o Ce® ’
2@ §sa w2(¢0, o 2.55)8) - Qe gsa

woraus sofort unsere Behaptung folgt.

Satz 4.1 zeigt uns, dass wir fiir die Rdume H, < $ nichts iiber den Vorteil eines
gleichméBigen Netzes aussagen konnen.

Es dndert sich jedoch alles sobald wir zu den Rdumen H, € $ iibergehen.

Wir beweisen hierzu folgenden Satz.

Satz 4,2. Es sei H,€9,. Es sei weiter o(p,) eine Formel, definiert durch den
Ausdruck (3.21). Dann ist

*
lim 2 @omp)
nw o(Po, 1, n) \/n »

Beweis. Es sei ein Funktional ¢(x,, p,) gegeben, wir wollen die GroBe

Q((p(_‘n 'Ia xm Pn)
bestimmen.
Wir haben

900 P) () = 3 7 F(7), 0 < 2D < 2m k = 1,
k=1

und tliberzeugen uns leicht, daf} gilt

@(%, £,) (f) = (fs )y »

) ikx
(4.10) 6, = Y e_z AD
k=—o Hy
wobeli '

n
Ain) — 2 e_ikXJﬁ§") .
i=1

Wir erhalten

(4.11) QZ(Q)O, 7, X, pn) =k_2 IBI(:')IZ nk—z i

8) Es ist auch leicht einzusehen, daB fiir ein gegebenes n immer ein Hy € 5, existiert so, daB
das gleichmiBige Netz nicht optimal ist.

390



wobei fiir k + 0 gilt

BM = A®

and
By =1 — A .
Wir bezeichnen nun
(4']2) TZ(‘pOa n, X, Pn) = Q2(¢o, 1, Xy, Pn) e .
Mit Riicksicht auf den Umstand, daB H, € 9, gilt
Mz 1, |s| < |n

und wir erhalten

(4.13) P (Po, 1, X,y P) = D |B{)
k=—n

Wir bezeichnen nun H, den Hilbert Raum aller Funktionen von der Form

(4.14) )= Y e

k=—n
mit der Norm
717 = % laf,

k=-n

und wir konnen nun schreiben

@(% ) (f) = (f, o)

wobei
0:‘ _ z A’(Cn)eikx
k=-n
sodaB ist
(4.15) o = 190 = olxo p)ln = X B
Wir bezeichnen nun .
(4.16) w? = inf o} .
XnsPn
Wir iiberzeugen uns leicht, daB ist
(4.17) w; = |gl
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wobei

(4.18) g(x) = i a,e’™

k=-—n
die Bedingungen
(4.19) g(xi)y =0, j=1,2,..,n

J

erfullt sind.

Die Bedingung (4.19) folgt offensichtlich aus der Minimalisierung von g7 in Bezug
auf p,.

Wir erhalten nun auf die gleiche Weise, indem wir iiber x,, p, minimalisieren,
daB auch gilt

(4.20) g™ =0, j=1,..,n.

Die Funktion g(x) wird mitsamt ihrer Ableitung in den Punkten x{” gleich Null.
Da die Funktion g(x) von der Form (4.18) ist, kénnen wir sie in der Form ausdriicken

(4.21) 9(x) = c_]‘[l|e"x — ™2 = Clh(x)|?
j=

und erhalten

(4.22)

1 2n
—f |h(x)[? dx
21 J o

= " \/Zn .

" (e

Es sei
B = 3 et
h=-n
Dann ist
1 2n
—f |h(x)[* dx = d,
27! 0 \
und

(] e ax) "= 2= v £ Ja

Weil |h(x)|* eine nichtnegative Funktion ist, wir jedoch die Bedingung |d,| < d,
haben, so ist
1

(4'23) W, Z :/—m .
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Wir haben bewiesen, daf3 gilt

1 1
o(Py,,n) =2 ———mF .
(%or1.1) . /(20 + 1)

Nach Satz 3.2 erhalten wir fiir die Approximierung von (3.19) folgenden Ausdruck

1 i o
o**(@o, 1, Ps) = —— — (1 = C(n,0,m) = Y n,°.
t=—o

C(n, 0, 1) n5

t+0

Unter der Voraussetzung von H, < $, erhalten wir
- 2
Q*Z((p09 1, Pn) = 221’1;1 é 2D}7n_2
t=

wobei D nicht von n abhingt.
Wir erhalten also

%2
Iim sup _Q_((Pio;"’L") <

n=w 0P, 1, n) /n
Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
Wenn wir die Sitze 4.1 und 4.2 vergleichen, sehen wir, daB fiir die Rdume H, = $,

die Formel (3.21) mit gleichmédBigen Netz, grob ausgedriickt, der Wirksamkeit
nach sehr nahe zur optimalen Formel ist. Wir wollen nun einen Satz anfiihren,

der ausagt, wann die Formel (3.21) fast optimal ist.

Satz 4.3. Es sei H, € 9,. Es sei ¢(p,) eine Formel definiert durch den Ausdruck
(3.21). Dann ist diese Formel fast optimal. .
Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille

1. (x) ist kein Plynom;
+ 2. Y(x) ist ein Polynom.

Im ersten Fall geniigt es zu zeigen, siche Beweis des letzten Satzes, da3

tim Y

\n—»oo lp(nz)
ist.
Wir bezeichnen (x > 0)
l//(xz—e) X
(/7s(x) - 1//(x2)
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Dann geniigt es zu zeigen, daB fiir jedes ¢ > 0 gilt

lim sup @,(x) < o0 .

X 0

Es ist jedoch

0
k(2—z+1/k)
kzoykx
(pg(x) = -
z Pex 2
k=0

Unserer Voraussetzung nach ist jedoch (x) kein Polynom. Darum kénnen wir
schreiben

[2/e] ©
Z ,ysxs(2—5+1/s) 2 ,ykx2kﬁk
— =0 k=[2/e]+1
¢dx) = =2 + =22
" 2k 2k
ViX z VX
k=0 k=0

wenn gilt 0 £ B, < a < 1; daher konvergiert wie der erste so der zweite Summand
fir x - oo zu Null. Damit ist unsere Behauptung bewiesen, fiir den Fall wenn
¥(x) kein Polynom ist.

Fiir den Fall, daB lj/(x) ein Polynom ist, gehen wir ganz dhnlich vor wie im Beweis
zu Satz 3.5. Wir erhalten, daf3

o(®Po, 7, n) = Cyn?
und

Q*(QO’ "a pn) é Cnnﬂ .

Hieraus folgt jedoch direkt unsere Behauptung.

KAPITEL V

\

UBER EINIGE SPEZIELLE ABSCHATZUNGEN

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir die Eigenschaften der Universalitit
einiger approximierenden Funktionale behandelt. Wir haben gezeigt. daB einige
Formeln gréBenordnungsméBig optimal fiir eine sehr breite Klasse von Rdumen
sein konnen.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Fehlerabschitzung und der Wahl des
optimalen Raumes H € $ in welchen wir die gegebene Funktion einbetten sollen,
befassen.
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Wir wollen zuerst das Funktional

(5.1) 2l =5 | ) ax

betrachten und die universal optimale Formel

(52) o) ()= £ 5(8).

=1

In Kapitel III haben wir gezeigt, daB gilt (vgl. 3.22)

(53) Q*Z(d)os n, Pn) = Z r’l_nz N
t=—o

t+0

Also k6énnen wir schreiben

(549) [26(r) = opd (] = ( 3 1) [l

Wenn gilt

f(x)= Y ae*eH,
k= —

SO ist

95 = 3 lani

sodal3 wir erhalten

(5:5) [2o(f) = op) (NP = ¥ m® X |l ni -
4o
Wir bezeichnen nun
(5.6) a(fim =% na’ ¥ lal’n
N T 7
und
(5.7) a,f(f) = inf 5,2,(f, rl).
neA
feH,,

Durch einfache Rechnung erhalten wir
(5.8) HUERY Iam‘.

Wir haben nun folgenden Satz bewiesen.
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Satz 5.1. Es sei

feR=UH,, f(x)= i ae™™ ,

next’ k=—o

dann ist

(59) )= int |00 = (@l Il = 3 Joul.

feH t+0

1

Bei der Fehlerabschitzung spielt die konkrete Wahl des Raumes und die Abschétzung
der Norm der zu integrierenden Funktion eine groBe Rolle. Diese Frage kann auf
verschiedene Weise auf Grund der zur Verfiigung stehenden oder ereichbaren Infor-
mationen gelost werden. Wir kommen zu sehr verschiedenen Mdglichkeiten. Die
Fehlerabschitzungen mit Hilfe der Intervaltechnik (vgl. z. B. [12]) kdnnen auch als
aposteriore Konstruktion eines geeigneten Raumes und der Norm aufgefasst werden.

Wir zeigen noch eine andere Art, welche derjenigen von Dahlquist [siehe [9]]
sehr nahe liegt.

Wir fiihren hierzu einige Definitionen ein.

Definition 5.1. Es sei

o0

f(x)eR, f(x)= ) ae™ .

k=

Die Funktion g(x) € R nennen wir eine Oberfunktion zu f(x) wenn gilt
g(x) = Y be™, b= la].
k=—o

Wir schreiben dann g(x) > f(x). Offensichtlich existiert mit Riicksicht auf Satz 1.6
immer eine Oberfunktion. Zum Beispiel

g(x) =k:§_m|ak[ e > f(x) =k22wakeikx'

Definition 5.2. Es sei f e R. Die Oberfutktion g > f nennen wir eine minimale
Oberfunktion, wenn fiir jedes h > f gilt “h“,, > Hg“,, Wenn

® .
f — z aketh ,

k==

dann ist
* .
g = z Iakl eth
k=-w
eine minimale Oberfunktion.
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Offenbar gilt auch
[2o(f) = @(Pa) )] = [2o(9) — o(Pn) (9)] -

Diesen Umstand wollen wir nun ausniitzen.
Wir wollen den Wert von ¢(p,) (¢9) bestimmen. Wir erhalten fiir

Z be™*

k=~

o(p.) (9) = Z be, .

t=—o0

Wir setzen voraus, daB die Funktion g(x) die zweite Ableitung besitzt und daB
g" e R.

Dann erhalten wir

~o(p) (") = Y b,

t=—o0

Aus diesen Erwigungen folgt sofort folgende Behauptung

Satz 5.2. Es sei f € M. Es sei weiter g > f, und g" € R. Dann gilt
1 "
= = lo(pa) (") -

Wir sehen, dall die Fehlerabschdtzung sehr eng mit der Konstruktion einer Ober-
funktion zusammenhéngt. Die Oberfunktionen haben eine Reihe von Eigenschaften,
welche wir ausniitzen konnen. Wir wollen nur einige anfithren. Wenn gilt g, > f;

und g, > f,, dann ist g, + g, > f; + f5, usw.
Bis jetzt haben wir nur das Funktional (5.1) behandelt. Auf dhnliche Weise konnen

wir auch fiir allgemeinere Funktionale vorgehen, wie z.B.
1 2n

(5.11) o(f) = - f 7(x) o(x) dx .
2n J o

" Diese Erwdgungen werden wir hier jedoch nicht praktisch durchfiihren. Wir
zeigen nur eine praktische Moglichkeit der Fehlerabschédtzung. Es sei

1) = inf o = o@) 1]
feH,

Fiir ¢(q,) werden wir die entsprechende universal Formel einsetzen resp. die ihr
zu néchst liegende.

(5.12) o(4,) (f) = g (~ k> (2” k)
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wobei

[n/21
(5.13) Su(x) Y bMet,
s=[(n—1)/2]

und

b™ = b, fir s< -,
und
(5.14) bf,;'}:?ﬂ—%fﬁﬁ, 0<p<2,
und

g(x) = Y be™.

k=—o00

Fiir die universale Formel aus Kapitel IIl ist f = 1.
Wir setzen voraus, daB gilt

6= 3 ae.

Dann erhalten wir durch einfaches Rechnen

(5.15) (f) =k=§wa_kbk

und
[n/21

W@ = 3 Y aim

k=—-[(n—1)/2] t=—o

sodaB
[n/21 w
(5.16) lﬁﬂ—ﬂ@dﬂ=% S
k=-[(n=1)/2]  t=-oo
t+
+ z a—iby + a-up (bn\/z (1 - g) — by ﬁ) =
k>[n/21 2 2
k<=[(n=1)/2]
<2c® Y |ak| , 9)
[kl 2 [(n+1)/2]
wobei

C®» = max [Ibk" Iﬂbn/zls le—n/ZI] :
k 0,1,...

9) Wenn n ungerade ist, so fallen die Glieder mit dem Index %n aus.
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Es sei nun

z >, f . Z(X) =k_2 o-keikx ,

Wir bezeichnen weiter

Wa(X) = &,(x) z(x) .

Dann ist
® .
w,,,(x)= Z dl(cm)ezkx
k=—o0
und
(M) z O1-5
s§=—m
und
0 m
(5.17) ofm — Z dp =3 Y a,.
t=—o00 t=—00 s=—m
t+0 t+0

Wenn wir nun (5.16) und (5.17) vergleichen, so sehen wir, da8 wir

l6(f) — o(q.) ()] < 2¢P o™

erhalten, wenn wir setzen I = 2[4(n + 1)], m = [3(n + 1)].
Die GroBe Q™ konnen wir fiir ungerade [ leicht bestimmen soweit z” € R. Dann
ist ndmlich

o = - (P(Pz) (&) -

N

Wir haben eine Moglichkeit der Fehlerabschiatzung gezeigt, welche auf der geeigneten
Wabhl des Raumes H,, aufgebaut ist.

Es gibt auch andere Moglichkeiten, ihre Anwendung hingt davon ab, was fiir Infor-
mationen wir zur Verfiigung haben. Wir wissen in einigen Féllen, daB3 die Funktion
f(x) auf dem Streifen [Im (z)| < R analytisch ist. Dann ist es sinnvoll 5 folgender-
weise zu wihlen 4 = (..., 7y, Mg, Ny, ...), M = ch kR.

Wenn wir das Maximum der gegebenen Funktion auf dem gegebenen Streifen
finden konnen, so kénnen wir auch die Abschitzung | f]|, leicht bestimmen.
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Die Abschitzung des Maximums kann oft mit Hilfe der sogenannten Intervall-
technik fiir eine breite Klasse von Funktionen gefunden werden.

Offenbar gibt es viele solche Moglichkeiten. Wir wollen uns jedoch nicht weiter
mit diesem Thema beschéftigen.

KAPITEL VI

UBER EINIGE NUMERISCHE EXPERIMENTE
Unsere Aufgabe sei es den Wert des Funktionals @, zu bestimmen.
1 2n
(6.1) Do(f) = — | f(x)dx.
21 J o
Es sei H ein Hilbert Raum der 2n-periodischen Funktionen mit folgender Norm
27
62) = [ e
0

offensichtlich ist H € $,.
Die optimale Formel o(p;®*) fiir ein gleichmiBige Netz ist von der Form

wobel
(6.4) iy =1+ 2y

n? =1 1? + l/nZ'

Wir wollen nun den Wert von &(f) und o(p**) (f) fiir f = €%, o = 3,10 berechnen.
In der folgenden Tafel 6.1 sind die Ergebnisse angefiihrt.

Tafel 6.1
\
o(pe?") (f), f= ™1™
n :
a=3 a= 10
8 4,64604604 ... 2900,35030 ...
16 4,81902223 ... 2780,14081 ...
24 4,85310536 ... 2799,74394 ...
I
D(f) 4,88079258586502408 } 2815,71662846625447

400




In Tafel 6.2 sind die Ergebnisse fiir die universal optimale Formel

12 2n
(63) oot () =+ 5177 1) = 1)
nj=1 n
angefiihrt.
Tafel 6.2
I ool (), f= ein
| n
| =3 a=10
} 8 4,88241999058958100 3047,90959481962441
|16 4,88079258593666173 2815,77672896656761
| 24 4,88079258586502408 2815,71662897903758
I R R _
1 &(f) 4,88079258586502408 2815,71662846625447
|
|
| .

Aus Tafel 6.1 und 6.2 sehen wir, da dic Wahl der Norm nach (6.2) absolut
ungeeignet ist.
Wir wollen uns nun mit der Berechnung des Funktionals

(6.6) oi(f) = f

beschiftigen, unter der Voraussetzung, daB f(x) eine 2n-periodische Funktion ist.
Wir wenden die universal groBenordnungsméBig optimale Formel (3.62) an und
wihlen f,(x) = ¢*™ cos x, o = 1,5.
Offensichtlich gilt dann auch

x|

’ f(x)dx

—-n/2

+1
(6.7) ®y(f) = f e’ dx .
-1
Tafel 6.3
N B N
Anzahl ‘ Fehler der Formel (3,62)
der verwendeten F= ™I0% co5 x
Funktionswerte ]
n =1 =35
9 0,634— 8 0,510— 2
17 0,271—19 0,254— 8
25 0 0,492—16
33 0 —0,217—18
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In Tafel 6.3 sind die Fehler bei der Berechnung von (6.6) mit Hilfe der groBenord-
nungsmifBig optimalen Formel angefiihrt, mit Riicksicht auf die Anzahl der ver-
wendeten Funktionswerte (es wurde auf dem Rechenautomaten ICT 1905 mit
doppelter Genauigkeit gerechnet).

Zum Vergleich berechnen wir noch (6.7) mit Hilfe der sogenannten Romberg
Methode (vgl. [10], [11]) (Tafel 6.4).

In Kapitel V haben wir uns mit der Fehlerabschidtzung beschiftigt. Wir wollen
nun die Wirksamkeit dieser Methode fiir die Berechnung des Funktionals (6.1)

Tafel 6.4
Anzahl Fehler der Rombergformel fiir f= e**
der angewendeten
Funktionswerte a=1 a=175
9 —0,421—10 —0,844 —3
17 —0,416—14 —0,208 —5
25 — —
33 0,407—19 0,128 —8
Tafel 6.5
2
é g f: elOsinx
z 2
g8
5 ¢
o 3
= (s
§ 8 o(p°PY) (f) [D(f) — o(p°PY) ()] [n=2 (p(p) (97)]
<
8 3047,909594819624415 232,192966353369944 232,3732719565787845
16 2815,776728966567611 0,0601005003131402 0,0601005003142606
24 2815,716628979037584 0,0000005127831140 0,0000005127831167
32 2815,716628466254842 0,0000000000003720 0,0000000000003743
\
f= eSOsinx
8 |0,6480887567505754520 + 21| 0,3548333783656418203 4-21{ 0,5063081633888883995 421
16 [0,3384555456320188415 +21|0,0452001672473682524 21| 0,0452789214631998668 + 21
24 10,2951999264551136014 +21| 0,0019445480701799697 +21| 0,0019445486761790910 + 21
32 |0,2932816292532110631 421 0,0000262508682774314 + 21| 0,0000262508682775479 + 21
40 |0,2932554985285131181 +21| 0,0000001201435794864 21| 0,0000001201435794864 + 21
48 10,2932553785869333396 21| 0,0000000002019997072 -+ 21| 0,0000000002019997072 + 21
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mit Hilfe der universal optimalen Formel (6.5) fur f = e=in*- o = 10, 50 untersuchen.
Offensichtlich ist g = g#c0sx . gosinx,

Mit Hilfe dieser Oberfunktionen wollen wir die Berechnung des Fehlers (vgl. Satz
5.2) durchfiihren. In Tafel 6.5 sind die erzielten Ergebnisse angefiihrt. Wir sehen,
daB sie sehr gut iibereinstimmen. Diese Ubereinstimmung hingt jedoch mit der
Form der Funktion f zusammen, welche im Grunde identisch mit ihrer Majoranten
ist. Nichts desto weniger ist diese Ubereinstimmung sehr anschaulich.
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Souhrn
O UNIVERSALNE OPTIMALNICH KVADRATURNICH FORMULICH
1vo BABUSKA
Existuje fada praci, zabyvajicich se optimdlnimi kvadraturnimi formulemi. Opti-
malizaci se rozumi minimalizace normy funkciondlu chyb se v daném konkrétnim
funkciondlnim prostoru. Optimdlni formule pak je zfejmé& zdvisld na daném prosto-
ru. V pfedloZené préci se vySetfuji mozZnosti optimality resp. moZnosti pozadované

optimality soucasné na t¥id€ prostord. Tyto otdzky se vySetfuji na prostorech perio-
dickych funkeci.
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Pe3rome

O YHUBEPCAJIBHO OIITUMAJIBHBIX KBAAPATVPHBIX ®OPMVIJIAX
Ivo BABUSKA (MBo BaGymika)

CyiuectByeT psi paboT, B KOTOPBIX H3YYaKOTCS ONTUMAJIBHBIE KBAAPATYpHbIE Pop-
myutel. IToa onTuMu3aiueit MOHMMAETCS MUHUMAIN3aUs HOPMbIL QyHKIMOHAA 110-
TPEUIHOCTEl B 3aJAHHOM KOHKPETHOM (PYHKIIMOHAIHLHOM MPOCTPanCcTBe. OnTHMAIb-
Hast popmMyITa TOTAa OYEBUIHO 3ABUCUT OT 3aTAHHOTO MPOCTPAaHCTBA. B Hacrosiuei
paboTe paccMaTpUBAIOTCS BO3MOXKHOCTH ONTUMU3AIMU, COOTB. TPEOYyeMOil OnTHMMU-
3aIU1 OJTHOBPEMEHHO HA KJIACCE MPOCTPAHCTB. DTH BOMPOCHL PACCMATPUBAIOTCSI HA
TIPOCTPAHCTBAX MEPUOTUYECKUX (DYHKI[UH.

Anschrift des Verfassers: Ing. Dr. Ivo Babuska DrSc., Matematicky ustav CSAV, Praha 1, Zitna 25.
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