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SVAZEK 14 (1969) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 2

LOSUNG EINIGER INTEGRALE
IN DER RELATIVISTISCHEN PHYSIK

BoHUMIL VYBIRAL

(Eingegangen am 10. October 1967)

In der relativistischen Physik kann man dem Integral vom Typus

/2 sin™ x

o /(1 — p?sin? )c)CbC =1

(1) m=20,1,2,...

m

begegnen, wo f = v/c < 1 das Verhiltnis der Geschwindigkeit des Objekts, bzw.
seines Teiles zur Geschwindigkeit des Lichtes ist. So z.B. benétigt man den analyti-
schen Ausdruck des Integralwertes (1) fiir m = 3 und ? — 1 zur Berechnung des
Spins und des magnetischen Momentes eines sphérischen relativistischen Elektronen-
modells. Besondere Fille des Integrals (1) fiir m = 0 und m = 2 sind vollstidndige
elliptische Integrale erster und dritter Gattung.

Die Genaue Losung des gemeinen Integrals (1) fiir 2 — 1 ist nicht bekannt.
Versuchen wir die approximative Losung dieses Integrals fiir den Fall 2 — 1. Dann
konnen wir den Nenner des Integrals, fiir welchen wir die Bezeichnung

(2 \/(1 — B?sin® x) = fy(x)
einfiihren, durch die Funktion
(3) f(x) = cos x

ersetzen. Das Berchnen des Integrals (1) iiberfilhren wir also auf die Berechnung
des Integrals

(4) j‘sm xdeI,'n.

xo COS X

Die Integrationsgrenzen x,, x, in diesem ersetzenden Integral versuchen wir als
Werte des Arguments der Substitutionsfunktion (3) bestimmen, fiir welche diese
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Funktion die Werte erreicht, welche aritmetische Mitten der urspriinglichen Funktion

und der Substitutionsfunktion (3) in den Punkten 0, n/2 der Grenzen im urspriingli-

chen Integral (1) sind. Wir bekommen also

1(0) + £,0)
2

(5) Xy = arccos = arccos 1 =0,

(6)
X, = arccosf( /L{_;M arccos % J( =) = g — arcsin % V(U= p%).

Die Berechtigung der Ersetzung des Integrals (l) durch das Integral (4) zeigen wir
im Weiteren. Man kann erwarten, dass wir vom ersetzenden Integral (4) das genaueste
Ergebnis fiir m = 0 erreichen, weil im Integral (1) nur der Nenner des Integrands
substituiert wurde.

Errechnen wir nur die Werte des Integrals (1) fiir 82 - 1 und fiir die einzelnen

Werte des Exponents m.
tg : X + r | s
2 2/,

Fiir m = 0 bekommen wir
n/2 X 1
(7) I, = L S S
o /(1 = p%sin?x) o COS X
_[1,, L+ sinx *'__1 1+3/6+8) _
2 o 1 -3/ + )

I — sinx
i 2+\/(3+132) n
V(-8 J =%’

fir m = 1

1‘ J‘ \/ sin x dx ~ J ltgxd)c = [—ll'l ICOS Xl]g' =In :](T-z—ﬁl) ’
) -

(1 — p*sin x)
Da fiir m > 1 und fiir cos x = 0 gilt (siche z.B. [1])

sin™ x sin®™ ! x sin™~2 x
dx = — + dx

cos X m— 1 COoS X

und da

sin” "' xy; 3 4 gA\m-viz
m — 1 m— 1 4

bekommen wir fiir m = 2n, wo n natiirliche Zahlen sind, die Losung

/2 sin®" x
©) Lo o /(1= p%sin x) -
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2+\/(3+B) Z 1 (34 g\
J(1 = Alzk—l( 4 ) h

4 o
"= ) _k; 2k — 1

und fir m = 2n + | die Losung

n/2 2n+1
(10) Ippey = —*i“_—x— X%
o /(1 — p*sin?x)

Q

~ m2__"L3fﬂ” 2 v
n¢(1—/32) k;zk( 4 ) ]\/(1—ﬁ2 k;.zk'

Zwischen den approximativen Werten des Integfrals (I) sind also diese Relationen

, , 1 3 + '[)72 (2n—1)/2 , ]
13, =]2(n—1) e zIz(n~1) -
2n — 1 4 2n — 1
1 3 2\n 1
Dopir = 1Towy — = +‘“/‘}“ Ry ——.
2n 4 2n

Die Berechtigung der Uberleitung des Lsens des Integrals (1) fiir 2 — 1 auf die
Losung des Integrals (4) kann man fiir den Fall des Integrals fiir m = 1, dessen
Losung bekannst ist, und fiir die Fille der Integrale fiir m = 0 und m = 2, welche
vollstandige elliptische Integrale erster und dritter Gattung darstellen, beglaubigen.

Die genaue Losung fiir m = 1 ist (siehe z.B. [1])

_osinx dx =| — ! In |Bcosx + /(I — p*sin® x)| "
V(1 = p?sin? x) i el A
= lln ] +“ﬂ-; .

NIUEND
Fiir B — 1 konnen wir dieses Ergebnis in der Form (8) schreiben.

Firm =0 (vollsténdiges elliptisches Integral erster Gattung — K) und fiir m = 2
(vollsténdiges elliptisches Integral dritter Gattung — D) kdnnen wir schreiben (siche

[2]):
n/2 —
= A -—A+—A——!k’2+»g A—zk"‘+...,
V(1 = B*sin? x) 4 64 6

sin? x _
j \/]—ﬁzsm x) -

=A~1+§A—-~ k’2+i§A pal K+ + ...,
4 3 64 30

F
Il

117



wo A = In(4/k’) und k' = /(1 — B?). Fiir > - 1 und also fiir k¥’ > 0 bekommen
wir die Ergebnisse (7) und (9) — im Ergebins (9) miissen wir aber n = 1 (m = 2)
legen.

Fiir m > 2 (bis m = 8) wuredn die Ergebnisse durch numerische Integration mit
Beniitzung der Simpsonschen Formel (parabolische Formel) kontrolliert. Fiir die

o 4 5 678
3
2
S 4
d.[%| m=0
0
Q90 /3’0'95 100

Abb. 1.

Beurteilung der Genauigkeit der approximativen Losung des Integrals (1) ist in
Abb. 1 die Abhingigkeit des relativen Fehlers

, — I"l - Im 100%
L,
auf B fiir m € [0, 8] angefiihrt.
Ebenso kann man das Integral des Typs

/2 m ./
(11) j ‘-—co—s—x—2—dx’, m=0,1,2,...
0 \/(1 — p? cos® x')

5

fiir > > 1 18sen. Dieses Integral kann man durch Substitution x’ = n/2 — x auf
das Integral (1) iiberleiten.
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Souhrn

RESENI NEKTERYCH INTEGRALU V RELATIVISTICKE FYZICE

BoHUMIL VYBIRAL

V préci je ukdzédno, Ze feSeni integrdlu
n/2 s m
sin™ x
— o dx
o /(1 — p*sin®x)
kde B = vfc < 1 je pom&r rychlosti objektu, resp. jeho &dsti, k rychlosti svétla, je
moZno pro 2 — 1 pievést na feleni integrdlu

X1 im

sin™ x

—dx=1,,
o COSX

=] m=20,1,2,...,

mo»

kde
x; = arccos /(1 — B?).

V préci je poddno feseni tohoto integraluprom = 0, m = 1,m = 2nam = 2n + 1,
kden = 1, 2, 3, ... Pro posouzeni pfesnosti pfiblizného feSeni je numericky vyhodno-
cena relativni chyba

5 =I—'"T"ﬁ.1oo%

r
m

v zdvislosti na B pro m € [0,8].
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