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SVAZEK 14 (1969) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 6

O NELINEARNICH ZPETNOVAZEBNICH SYSTEMECH

VAcCLAV DOLEZAL
(Doslo dne 3. kvétna 1968)

V poslednich letech byla vénovdna znaénd pozornost aplikacim funkciondlné-ana-
lytickych metod v teorii dynamickych systémi, a zejména v teorii zpétné vazby.
Tento piehledovy ¢ldnek si klade za ukol sezndmit ¢tendfe jednak s n€kterymi moder-
nimi vysledky v tomto oboru, a sou€asné naznadit charakter pouzivanych metod.
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Obr. 1.

Nejprve si vyloZme, jaké je matematické pozadi zpétnovazebniho systému, a jakymi
problémy se budeme zabyvat.

Necht je ddna né&jakd neprazdnd linedrni mnoZina F, jejiZz prvky budeme inter-
pretovat jako signdly a odezvy vySetfované soustavy. Tak napiiklad za F mlZeme
vzit mnoZinu viech spojitych funkei definovanych na intervalu (— oo, o) nebo na
[0, o0), nebo mnoZinu viech spojitych n-vektorovych funkei na [0, oo), nebo mnoZinu
vSech m-vektorovych funkci, jejichZ norma je lokdlng integrovatelnd apod.

Bud nyni U n&jaky systém, ktery md dva vstupy u a ¥ a dva vystupy y a &, a pied-
poklddejme, Ze kazdd dvojice (u, ¥) signdld u, ¥ € F jednoznatn& uruje odezvy y,
@ e F na vystupech. Jinymi slovy, pfedpoklddejme, Ze jsou ddny (obecn& nelinedrni)
operatory A a B, zobrazujici kartézsky souéin F x F do F tak, Ze plati

(1) ®=Au,¥), y=BuY).
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Necht déle je ddn n&jaky systém X, majici vstup & a vystup ¥, a nechf signdl & € F
jednoznaéné uréuje odezvu ¥, tj. chovdni systému X je popsdno rovnici

() V=X,

kde X je operdtor zobrazujici F do sebe.

Utvofme novy systém tak, jak je to vyznadeno na obr. 1, tj. zavedme podminky
& = da P = V. Jak zndmo, tento novy systém se nazyvd zpétnovazebnim systémem,
a pokud nds nezajimaji veli¢iny ¢ a ¥, m4 jediny vstup u a vystup y.

Nyni vznikaji tyto otdzky:

1. M4 noveé sestrojeny systém viibec smysl, tj. existuji pro kazdé u € F jednoznaéng
urené prvky y, @, ¥ € F tak, Ze jsou splnény rovnice (1) a (2)? Vsimnéme si, Ze
je-li tomu tak, pak zejména kazdym signdlem u je jednoznaéné& stanovena odezva y,
tj. vngj§i chovdni celého zpétnovazebniho systému lze popsat rovnici y = Wu, kde

W je n&jaky operdtor z F do F, ktery budeme nazyvat operdtorem pfenosu (over-all
transfer operator).

2. Necht nékteré prvky z F jsouinterpretovédny jako ohraniené signdly nebo odezvy,

a nechf plati 1. M4 potom sestrojeny systém tu vlastnost, Ze kazdy ohranieny signdl
ddvd ohraniCenou odezvu?

3. JestliZe plati 1., je potom odezva y dostateén& necitlivd na malé zmény signdlu u,
tj. maji malé zmény u za ndsledek pouze malé zmény y?

Tyto otdzky mohou byt snadno zodpov€zeny, zndme-li vlastnosti jisté rovnice,
dané systémy A a X. Skute¢ng, dosadime-li z (2) do prvni rovnice (1), mdme

3) & = A(u, XP).

Je ziejmé, Ze md-li rovnice (3) pro kazdé u € F jednoznain& urfené feSeni ® € F,
potom prvky ua ¥ = X® € F splituji prvni rovnici (1), a druhd rovnice (1) jednoznag-
n& uruje y. Jinymi slovy, mé-li rovnice (3) zmin&nou vlastnost, definuje operdtor Q
z F do F, tj. klademe & = Qu, kde & je feSeni (3) odpovidajici prvku u. Pak podle
druhé rovnice (1) miZeme definovat operdtor pienosu W pfedpisem

4) y = Wu = B(u, XQu).

Jednoznadnd YeSitelnost (3) ndm tedy ddvd odpovéd na nasi prvni otdzku .

Chceme-li zodpovédét i dalsi dvé otdzky, musime mit néjaké prostiedky, jak
méfit ,,velikost* signdlu nebo odezvy, nebo ,,vzddlenost* dvou signdli nebo odezev.
K tomu cili pfedpoklddejme, Ze mnoZina F obsahuje néjakou Cdst F* < F, ktera je
linedrnim normovanym prostorem (Viz [1].). To zejména znadi, Ze pro kazdé x e F*
je definovdna norma “x”, tj. ,,velikost® prvku x, a ddle pro kazdou dvojici x, y € F*
zname vzddlenost Hx - v” Prvky F* budeme pak interpretovat jako ohranifené
signdly a odezvy.
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Tak na piiklad, je-li F mnoZina viech spojitych funkci na [0, o), miiZeme za F*
vzit mnoZinu viech spojitych ohraniSenych funkci na [0, oo), kde normu definujeme
piedpisem “x“ = sup |x(t)| Podobné, znadi-li F mnozinu vSech méfitelnych funkci

[0,00)

definovanych na [0, o), které jsoulokdln& integrovatelné s kvadrdtem, miZeme poloZit
F* = {x:xeF, [{|x(1)?dt < oo} s normou ||x|| = (J& |x(2)|* dt)*/2.

@
u K«—\\ u+¥ y
4 [ 4
V4
Obr. 2.

Nastane-li nyni ten pfipad, Ze operdtor Q zobrazuje F* do sebe, tj. pro kazdé
u € F* je odpovidajici feSeni @ rovnice (3) op&t prvkem F*, a zdroveil X zobrazuje
F*do F* a B zobrazuje F* x F*do F*, potom (4) ukazuje, Zze Wzobrazuje F* do F*.
Maéme tedy situaci danou druhou otdzkou; zde fikdme, Ze uvazovany zpétnovazebni
systém vykazuje ohranienost typu vstup-vystup (input-output boundedness).

Obratme se kone¢né ke tfeti otdzce. K tomu cili zavedme ndsledujici pojem spoji-
tosti operdtoru: Necht V je operdtor zobrazujici F do F, a bud x € F; operdtor V
nazveme spojitym v bodg x, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vse-
chna X e F spliujici podminky X% — xe F* a ”i — x” < 0 plati VX — Vxe F*
a ”V)? - Vx” < ¢. Operdtor V nazveme spojitym, je-li spojity v kazdém bodé€ x € F.
Obdobné definujeme spojitost operatoru U, ktery zobrazuje F x F do F. (Ctenéﬁ
je jisté ziejmé, Ze v pfipad€é F* = F se zavedené pojmy redukuji na obvyklé pojmy
spojitosti.)

Zpétnovazebni systém pak nazveme stabilnim ve smyslu vstup-vystup (input—output
stable), jestlize jeho operdtor ptenosu W je spojity. Je jist§ ziejmé, Ze zavedené defi-
nice pfesné vystihuji pfedstavy, vyslovené ve tieti otdzce.

Vsimnéme si hned na tomto misto této skutecnosti: Pfedpoklddejme, Ze operdtory
X a B jsou spojité; jestlize operdtor Q definovany rovnici (3) je rovnéz spojity, potom
se Ize snadno piesvédcit (viz rovnici (4)), Ze i operdtor pfenosu W je spojity, a tedy
systém je stabilni.

Z této diskuse vyplyvd, Ze rovnice (3) md rozhodujici vyznam pro studium zpétno-
vazebniho systému. Jinymi slovy, existence operdtoru Q, definovaného rovnici (3),
jeho vlastnost QF* < F* a spojitost trividlné implikuji existenci operdtoru pfenosu W,
ohranicenost a stabilitu typu vstup-vystup.

Je proto nasnadg, zamé&fit se hlavng na vySetfovédni rovnice (3). NeZ pfikroime
ke konkrétnim vysledkiim, viimnéme si jest& toho, jak (3) vypadd v n&kterych spe-
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cidlnich ale diileZitych pfipadech systémil. Zabyvejme se nejdfive klasickym zpétno-
vazebnim obvodem, zndzornénym na obr. 2. Necht vné&jsi chovdni systémt M, N
je popsdno operdtory M a N, které zobrazuji F do sebe. Z obrdzku je patrno, Ze
podle naseho znaceni je

(5) A, ¥) = Bu,¥) =Mu + ¥), X =N,

a tedy rovnice (3) nabyvd tvaru @ = M(u + N®). Z formélnich divodi je zde vy-
hodné&jsi uzit v rovnicich (1), (2) substituci u + ¥ = v; potom je

(6) v=u+ NMv.

Je zfejmé, Ze vse. co bylo feCeno shora o vyznamu rovnice (3) pro zpétnovazebni
systém, plati i pro (6). Na druhé strang, je-li specidlng& M linedrni operdtor, potom (3)
ma tvar

(7) ® = Mu + MN® .

Viimn&me si, Z¢ ob& rovnice (6), (7) maji tvar tradi¢ni funkciondlni rovnice.
Pro tUplnost zminme se jesté o pfipadu, kdy cely zp€tnovazebni systém je linearni,
tj. kdy

(8) Alu, ¥) = Aju + A,¥, B(u, ¥) = Byu + B,¥,

kde A,, 4,, By, B,, a X jsou linedrnimi operdtory. Zde je pak rovnici (3) mozZno psat
ve tvaru

9) b= A + A,XP,

tj. jde o linedrni funkciondlni rovnici.

Obratme nyni na$i pozornost k nékterym dileZitym vysledktim; jak uZ bylo shora
feeno, plijde ndm predev§im o systémy nelinedrni. V této oblasti dokdzal mnoho
vyznamnych tvrzeni I. W. SANDBERG v pracich [2]—[6]. Abychom se sezndmili
s témito metodami, zavedme nejprve nékterd oznadeni a predpoklady.

Bud Q prvnd mnozinaredlnych &isel, a necht pro kazdé T € Q je Sy linedrni zobra-
zeni z mnoZiny F do F*, které mad tyto vlastnosti:

1. S2 = Sy pro kazdé T e Q,

2. [se] 5 [

3. x € F* prdvé tehdy, kdyZ norma “STx” je stejnom&mé ohrani¢end na Q (tj.
existuje C > 0 tak, Ze ”STx“ < C pro kazdé T € Q).

pro kazaé T e Q a x € F¥*,

Tak na pfiklad, je-li p = 1 a poloZime-li

F=L,= {x : x méfitelnd, J Ix(t)|”dt < o prokazdé 0 < t < oo} ,
0
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F* =L, = {x tx méﬁtelnaif ()| dt < oo}
0

s normou [x| = (J& |[x(2)|? dt)'/?, potom se Ize snadno presvédiit, Ze pro Q = (0, o)
a Sy definované vztahem
(Srx) () = x(t) pro 0<t=T,
=0 pro t>T,

plati shora uvedené poZadavky 1., 2., 3.

Bud ddle M (ne nutné’lineaimi) operdtor, zobrazujici F do sebe; M nazveme kau-
sdlnim operdtorem, jestlize pro kazdé T € Q plati

(10) STM = STMST.

Ctendi snadno nahlédne, Ze rovnost (10) je spIn&na prdve tehdy, kdyZ plati pod-
minka: je-li xy,X,€F a x,(t) = x,(f) pro 0 <t < T, pak (Mx,)(t) = (Mx,) (1)
pro 0 < ¢t < T. Fyzikdln& tedy kausalita znadi, Ze v intervalu [0, T] zdvisi odezva
systému s pienosovym operdtorem M pouze na hodnotdch signdlu v [0, T a nikoli
na hodnotdch pro t > T. VSimnéme si téZ, Ze napiiklad operator.

(Mx) (i) = £(t, x(0)) + j ot %, x(0) dr,

kde f(x, &) a g(t, 7, £) jsou skaldrni funkce skaldrnich argumentd ¢, 7, ¢ je kausdlni.
Naproti tomu operdtor M, definovany rovnici (Mx)(f) = x(2t), zfejmé& kausdlni
neni.

Nyni miZeme jiZ vyslovit prvni tvrzeni, které je uvedeno ve [2].

A. Budte L a N kausdlni operdtory zobrazujici F do sebe, a necht' L je linedrni
a zobrazuje F* do sebe. Bud x € F a bud

(11) g =x + LNx.
Necht existuje takovd konstanta A, Ze
(i) (I + AL)™! existuje na F* a je kausdlnim operdtorem,
(ii) (I + AL)"' L je ohranideny na F*,
(iil) existuje kladnd konstanta k; tak, e
[Sr(Nx — Ax)| < ku||Srx|
pro kazdé Te Q a
= |(+ ALy Lk < 1.
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Potom plati

(12) ”STx” s(1-r"t

IS7(I + AL)" ' g|

pro kazdé T € Q. Je-li nadto g € F*, pak také x € F*.

Pro ilustraci uzivanych metod si zde dokaZzme toto tvrzeni. Pro zkrdceni zdpisu
pidme Spy = yrpro kazdé Te Q a y e F. JeZto Sy je linedrni zobrazent, z (11) plyne
gr = xr + SyLNx; ponévadZz ddle La N jsou kausdlni operdtory, miZeme pied-
chozi rovnici psdt ve tvaru

(13) gr = xp + SyLSy(Nx) = x¢ + S;LSyNSrx = xr + SyLSyNxr.

Ze (13) plyne
(14) gr = S¢(I + AL) xp + S;LSy(Nxs — Axy),
nebof Syx; = Six = Syx = xr podle pozadavku 1. Aviak (I + AL)™! existuje na

F* a je kausdlni podle (i), tj. plati Sp(I + AL)™! = Sy(I + AL)~' Sy. JeZto oba &leny
na pravé strané (14) patii do F*, méme ze (14)

(15) xp = —Sg(I + AL)™* S;LSH(Nxy — Ax7) + S;(I + L)' gy.

Na druhé strang, podle podminky (ii), (i) a poZadavku 2. plati pro kazdé u e F*,
(16) [Se(I + AL)™' SyLu| = ||S(I + AL)™! Lu| £
< 10+ A1) L] = 0+ D)7 L] ]
Piejdeme-li v (15) k normé a uZijeme-li (16) s u = Sy(Nx — Axy) = Sy(Nx — Ax),
dostaneme podle (iii), Ze
lerll = (0 + AL)7* L] [[S2(Nx = 2x)] + 20 + 2L) ™ g4 =
< 1)1 + L) L] o] + 10+ 1) 0]

Odtud plyne kone&n& podle podminky r < 1 a kausality (I + AL)™!, Ze
[x2 = Sex] = (0 = )7 |S21 + 2L) 7" g,

coZ jsme méli dokdzat.

Je-lidokonce g € F*,je(I + AL)™" g € F*, a tedy podle 2. plati | Sy(I + AL)™! g|/ <
< |(r+iL)"' g| = C;jetedy [Syx| < (1 — r)™! C pro kaZdé T € , a tedy podle
pozadavku 3. mdme x € F*. Véta A je dokdzdna.

Vénujme nyni nékolik slov vykladu véty A. Pfedpoklddejme, Ze vySetfovany zpétno-
vazebni systém je toho typu, Ze rovnice (3) md tvar (6) nebo (7), tj. Ze jde prdvé

vvvvvv
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g € F* a vime-li, Ze feSeni x rovnice (11) spliiuje podminku (iii), pak plati x e F*.
Je-li tedy specidlng podminka (iii) splngna pro libovolné x € F, pak pro libovolné
g € F* je YeSeni x rovnice (11) op&t prvkem F*, a nastdvd ohranienost typu vstup-
vystup.

Smysl podminky (iii) samé je dosti ndzorny; zhruba fe&eno, (iii) poZaduje, aby pro
feSeni x ,,nepiesdhla hodnota nelinedrni &dsti (N — 1) x jisty dosti maly ndsobek x
na kazdém kone&ném intervalu [0, T]. (Viz shora uvedeny piipad F = Ip, F* =
= Lp a S;.) V&ta A ndm tedy umoZiiuje usuzovat z lokdlnich vlastnosti operdtoru N
na ohraniCenost x, tj. na jistou globdlni vlastnost.

Dal3i tvrzeni, dokdzané ve [2], zni:
B. Necht La N maji stejny vyznam jako ve vété A; necht' x, x, € F a bud
(17) g1 =x; + LNx;, g, =x, + LNx,.

Nechft existuje konstanta J. tak, Ze jsou splnény podminky (i) a (ii) véty A; mimo to,
necht

(iii*) existuje konstanta k; > 0 tak, Ze

[Sr{(Nx, — Nx,) — A(xy — x2)}|| £ k| Selxs — xz)“
pro kazdé T e Q a je
r=|(I+AL)""L|k, <1.

Potom plati .

(18) [S2(xi = xa)]| = (1 = )7 S2(I + 2L)7 (91 = 93]
pro kazdé T e Q. Je-li nadto g, — g, € F*. potom x; — x, € F*.

Tato véta je zfejm& obdobnd pfedchozi, jenZe zde podminka (iii) je nahrazena
,inkrementdlni* podminkou (iii*). Rovn&Z jeji diikaz je analogicky jako pro vétu A.
Snadno se mlZeme presvédcCit, Ze véta B je klicem k zodpovézeni otdzky stability.
Skute¢ng, predpoklddejme, Ze rovnice (3) uvaZovaného zp&tnovazebniho systému
m4é tvar (11), Ze podminka (iii*) je dokonce splnéna pro kaZdou dvojici x;, x, € F
aZe(I + AL)™" je ohranifeny na F*. Mimo to pfedpoklddejme, 7¢ kromé& pozadavku
3. je splnéna i podminka

3*. F* je Gplny, a je-li ||Syx| < C pro kazdé Te Q pak xe F* a x| < C.

(Tato podminka je zfejm& splnéna pro piipad F = Lp, F = Lp.) Poznamenejme, Ze
potom pro libovolné g € F existuje prdvé jedno x € F splitujici rovnici (11).

Zvolme tedy pevné néjaké g, € F a ¢ > 0, a bud x; € F ddno prvni rovnici (17).
Jedli g,eF takové, Ze g, —g,e F* a |g, —g,] <(1 - )|l + )LL)'IH'1 e,
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potom podle poZadavku 2. mdme

ISo(I +2L)7 (g1 = g2)|| = (I +AL)" (g1 — go)]| = | +AL)7" [ 91 — g2 <
<(l-r)e,

a tedy podle (18) je [|Sy(x, — x,)| < & pro kazdé T € @, kde x, znadi feSeni druhé
rovnice (17). Pak ale podle podminky 3*. je x, — x,€ F* a |x, — x,| <&, tj.
operdtor Q definovany rovnici (11) je spojity. Odtud plyne stabilita systému jak jsme
to naznadili shora.

Vsimnéme si je§té té skuteCnosti, Ze poZadavek linearity operdtoru Lznadi, mdme-li
na mysli klasicky zp&tnovazebni obvod z obr. 2, Ze bud systém I nebo N musi byt
linedrni. (Viz rovnice (6) a (7).)

V obou uvedenych vétdch je dosti nepohodlny pozadavek existence konstanty A.
V pridci [2] je ukdzdno, Ze kdyZ F* je Hilbertovym prostorem, potom lze vyslovit
obdobné véty, kde tento poZadavek je nahrazen jistymi podminkami positivity ope-
ratort L a N. Tak napriklad plati

C. Budte A, B kausdlni operdtory, bud ge F*, xe F a nechf g = x + ABx.
JestliZe existuji konstanty o > 0 a p > 1 tak, Ze

(19) Re{StAy, Syy) = oz“STy“"
a
(20) Re (SrBy, Sy 2 0

pro vSechna y e F a T € Q, potom plati x € F*.

Na druhé strang, v prdci [3] je dokdzdno, Ze kdyZ F* = L, a Q = (0, «), potom
podminky (i) —(iii) jsou spln&ny, plati-li ndsledujici podminky (iv):

(iv) Existuji konstanty k,, ¢ = 0a k, > Otak, Ze k; + ¢ >0a
Re (NSpx, x) Z kq||Szx[*, [[NSrx|* < k|| Sox|?
pro viechna T > 0, (x m4 stejny vyznam jako ve vété A), a

Re (Lh, hy 2 c||h|
pro viechna h e L,.

Poznamenejme, Ze existuje uzky vztah mezi pojmem kausality a pasivity operdtoru,
kterd se definuje vztahem (20); blizsi pouceni o tom, lze najit v prdci [7].

Véta A, B a C piedstavuji abstraktni zdkladnu pro ¢etné dalsi specidlngjsi vysledky,
publikované v pracech [2]—[4]. Jednd se zejména o pfipad, kdy operdtor LN m4 tvar

(m@@:fW—ﬂw@@m;
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podminky pro ohranicenost resp. spojitost jsou pak ddny ,kriterii ve frekvenéni
oblasti*, tj. podminkami pro Laplacetiv obraz funkce k(1) a jistymi mezemi pro &(u, t).
Aby si Etendf udinil pfedstavu o charakteru téchto vysledkd, citujme dvé véty, dokd-
zané v prdci [2] a [3]. K tomu cili zavedme toto oznadeni:

Bud« < B, a bud &(u, ) redlnd funkce definovand na (— oo, ) x [0, o0); budeme
psat &(u, t) € Po(a, B), kdyZ plati

E(u, 1)

u

0]

IIA

=B
pro viechna t = 0 a u #+ 0. Podobng& symbol &(u, 1) € ¥(a, ) bude znadit, Ze

o

A

Suit) = L2 t) g

Uy — Uy

pro vSechna t = 0 a uy + u,.

Necht k(r) je funkce definovand pro ¢ = 0, a nechf Laplacetv integrdl K(s) =
= (¢ k(t) ™ dt konverguje v poloroving Res = 0. Budeme psdt k() e ®(a, B),
jestliZe

(i) I+ Ho + B)K(s) =0 pro Res = 0,

(i) 3(8 — a) sup |(1 + 3o + B) K(iw))™* K(iw)| < 1.

Necht koneéné L,, L, maji shora uvedeny vyznam. Pak plati

D. Bud k(t) € (o, ), &(u, 1) € Yolx, B) a nechr
ﬁg:ﬂg+f%@-gaﬂ¢Qm,t;o,

kde g e L, a x € L,. Potom x € L, a existuje ¢islo ¢ > 0, zdvisejici jen od k, « a
tak, Ze

J+] < el

E. Bud k(t) € ®(, ), &(u, t) € ¥(o.. B) a necht
gdt) = x{(1) + th(t — 1) &(xit), 1)dr, i=1,2;120,
0

kde g1, g, X1, x,€ L, a gy — g, € L,. Potom x, — x, € L, a existuje ¢islo o' > 0,
zdvisejici jen od k, o a f tak, Ze

[xi = x| = ¢'llox = g2] -
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Vztah t&chto vysledkt k otdzkdm ohraniCenosti a stability zpétnovazebnich soustay
jist& nepotiebuje komentdf; pokud jde o obvod z obr. 2, pak véty D a E jsou apliko-
vatelné napfiklad na ten pfipad, kdy M je linedrni Casové aezdvisly systém, a N je
zesilovaé bez paméti s Casové nelinedrnim ziskem.

Metody, které vedly ke shora uvedenym vysledkiim, mohou byt aplikovdny i na
pfibuzné problémy. Uvedme jen préci [5], kde jsou sledovdny otdzky existence
periodickych reZimd, a préci [6], kde n&které vysledky V. M. Porova jsou dokdzdny
metodami abstraktnich prostori.

TX+W,

Obr. 3.

Dalsi zajimavé vysledky tykajici se zp&tnovazebnich systém@ dokdzal G. ZAMES
v pracich [8], [9]. Jeho pristup se ponékud lisi od toho, ktery jsme pravé uvedli.
Za prvé, za zdklad zpétnovazebniho systému bere obvod, zndzornény na obr. 3.
Zde x znaci vstupni signdl, e, y,, y,, e, hledané veliginy ur&ujici odezvu, w,, w,
pevné veliCiny (Zahrnujici napiiklad podcdtedni podminky), a ay, a, pevnd Cisla.
Za druhé, na rozdil od predchoziho pojeti, systémy #°, a #, nejsou popsdny operd-
tory, ale relacemi. Jak zndamo, relaci H na mnoZiné F nazyvdme neprdzdnou pod-
mnoZinu kartézského souCinu F x F. V této interpretaci je tedy systém popsdn
munoZinou dvojic (signdl, odezva); to zejména znadi, Ze systém obecn& miZe reagovat
na signdl vice odezvami. Tento pfistup m4d jistou vyhodu v tom, Ze umoziiuje elimi-
novat otdzky jednoznaénosti.

Nez pfistoupime k formulaci nékterych vysledki, zavedme tyto pojmy.

Je-li H relace na F, bud Do (H) = {x :(x, y)e H}, a Ra(H) = {y : (x, y) e H}.
(Ve fyzikdlni interpretaci je tedy Do (H) mnoZina viech moZnych signdld, a Ra (H)
mnoZina viech odezev.) KdyZ x e Do (H), oznaéime symbolem Hx jakykoli prvek
(obraz) takovy, Ze (x, Hx) € H; ptjde-li ndm o prdvé jeden takovy prvek, oznatime
jej (Hx)o.

Bud £ mnozina vSech takovych relaci H na F, Ze © € Do (H) aHO = 0,kde@eF
je nulovy prvek.

Je-li H relace na F, bud H™' = {(y, x) : (x, y) € H}.

Podobné jako se definuje soucet a soucin dvou operdtorli, definuje se i soudet
a soucin dvou relaci H, a H,, jestlize mnoziny Do (H,), Do (H,), Ra (H,) a Ra (H,)
spliiuji ziejmé vztahy.
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Necht F* < F je opét linedrni normovany prostor, a bud H relace na F; relaci H
nazveme ohranienou, jestlize {Hx : x € A} je ohrani¢enou podmnoZinou F* kdykoli
A je ohranifenou podmnoZinou F* a A < Do (H).

Relaci H na F nazveme spojitou, md-li tuto vlastnost: Pro kazdé x € Do (H) n F*
a kaZdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kterékoli (Hx), a kazdé y € Do (H) N F*,
splitujici podminku ||x — y“ < 4, existuje (Hy), tak, Ze (Hx)y — (Hy)oe F* a
[(Hx)o — (Hy)o| < e. ‘

Relaci H na F nazveme stabilni, je-li ohrani¢end a spojitd. ,

Vratme se nyni k systému z obr. 3.; je zfejmé, Ze plati rovnice

(21) ep =Wy +oyX + Yo, € =Wyt X + Yy,
Y2 = Hye,, y1 = Hyey,

kde H,, H, jsou dané relace z Z, popisujici systémy #, resp. 5 ,. JezZto x je povazo-
vdno za signdl, zajimaji nds velidiny e,, e, uréujici odezvu. Pfesné feCeno, zajimaji
nds relace mezi x, e; a X, e,, tj. relace ‘

(22) E; = {(x, e;) : x € F aexistuji e;, yy, ¥2, (H1€1)o, (H22)o € F tak,
7e plati (21)} ;

(relace E, je definovdna obdobng).

Stejné tak, jak bylo naznadeno uvodem, pljde ndm predevsim o podminky pro
H, a H,, za kterych E, a E, jsou ohraniCené, resp. stabilni. Pomérn€ vydatnd tvrzeni
tohoto typu dostaneme, jsou-li H,, H, tzv. kdénické relace. Definujme si proto tyto
pojmy.

Necht F* je Hilbertiv prostor se skaldrnim
souinem <., .» a nechf S; m4 shora defino-
vany vyznam. Bud H € £ a budte a, b redlnd
sla, a < b. Rekneme, Ze relace H leZi uvnit
sektoru {a, b}, jestliZe pro kazdé x € Do (H)
akazdé T € Q plati

(23). (SH(Hx — ax), Sy(Hx — bx)y < 0.

(Hx znagi kterykoli obraz x.)

Podobné fekneme, Ze H lezi vné sektoru
{a, b}, plati-li (23) s obrdcenym znaménkem ‘
nerovnosti. LeZi-li H uvnitf nebo vné néja- Obr. 4.
kého sektoru, nazyvd se konickd relace.

Z rovnice (23) je zfejmé, Ze konickd relace je pfirozenym zobecn&nim pojmu funkce,
jejiz graf leZi uvnitt nebo vné sektoru, tvofeného pfimkami jdoucimi pocdtkem, které
maji smérnice a a b. (Viz obr. 4.) ‘
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Tak napfiklad snadno se méZeme piesvédgit, Ze kdyZ f(£) je funkce spliiujici
podminku a < f(¢)/¢ < b pro kaZzdé & = 0, potom relace H = {(x, y): x € L,,
y = f(x)} leZi uvnit¥ sektoru {a, b}.

Obdobnym zpiisobem je definovdna inkrementdlné kdnickd relace.

Bud He Z a bud a < b; feknéme, Ze relace H lezi inkrementdlné uvnitf [vné]
sektoru {a, b}, plati-li tato podminka: je-li x, y € Do (H), pak pro libovolné (Hx),
existuje (Hy), tak, Ze

(24) (Se{(Hx)o = (Hy)o — alx — y)},
Sr{(Hx)o ~ (Hy)o = b(x — y)}> =0 [20].
Je opét ziejmé, Ze napfiklad relace leZici inkrementdln€ uvnitf n&jakého sektoru
je zobecnénim pojmu Lipschitzovské funkce.

Nyni uZ mazeme vyslovit tvrzeni o ohranienosti [8].

F. Bud Hy, H, € Z a budte 6,, 0, Cisla, z nichZ jedno je kladné a druhé nula.
Necht

(i) —H, lezi uvniti sektoru {a + 6,,b — &,}, kde b > 0,

(i) H, lezi vnésektoru {—a™"' — &,, —b~"' + 8,} je-li a > 0, nebo uvnit¥ sektoru
{—b_1 + 8, —a” ! — 8,} je-li a < 0.

Potom relace E, a E,, definované vztahem (22), jsou ohraniéené.

Analogické tvrzeni plati pro stabilitu [8]:

G. Bud Hy, H, € Z a budte 0,, 0, cisla, z nichZ jedno je kladné a druhé nula.
Necht

()* —H, lezi inkrementdlné uvnitF sektoru {a + 6,, b — d,}, kde b > 0,

(ii)* H, lei inkrementdlné vné sektoru {—a™' — 6,, —b™' + 3,} je-li a > 0,
nebo inkrementalné uvoniti' sektoru {—b~' + 5,, —a~' — 8,} je-li a < 0. Potom
relace E, a E, jsou stabilni.

V prdci [9], kterd navazuje na [8], jsou tyto vysledky ddle rozvinuty pro nékteré
specidlni typy relaci. Zejména jde o ptipad, kdy jedna relace popisuje linedrni ¢asové
neproménny systém. Ziskand tvrzeni maji geometricky charakter, a proto se nazyvaji
kruhova kriteria (circle criteria). Uvedme zde alespoii jedno z nich. K tomu cili
zavedme tato oznaceni:

Necht F = L,, F* = L,, a bud & tiida viech relaci {(x, Mx) : x € L,}, kde

(25) (M) (1) = hox(1) + J "t - 1) x(x)de, 120,

0
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pfitemz hy, je redlné &islo a h(r) je redlnd funkce takovd, Ze ¢ |h(f)| evo dt < oo pro
n&jaké oo > 0. (Zfejm& tedy kaZdd relace z & je linedrnim operdtorem z L, — L,).

Nyquistovym diagramem 9(H) relace H € % nazveme mnoZiny v komplexni
roving s = o + iw, kterd se sestdvd z bodu hq a viech bodii ho + [ k(1) e dt,
kde — o0 < @ < 0. Je tedy M(H) jakousi k¥ivkou, leZici v ohranifeng gdsti s-roviny.

AH,)

.
4

P K o
Ko //
& . 0\‘ ~ '1/,«/‘ /\//\/\GA L4

/

NEED

Obr. Sa. Obr. 5b.

Lze ukdzat, Ze existuje Gzkd souvislost mezi inkrementdlni kdnicitou relace H € &
a polohou Nyquistova diagramu 9(H), tj. stfedem a polomé&rem kruZnice, uvnitf
nebo vné které ER(H) leZi. PouZijeme-li této okolnosti ve tvrzenich F a G, dostdvdme
ndsledujici vétu:

J. Bud H, relace z R kterd lezi [inkrementdiné] uvnitf sektoru {a + 6, p — &},
kde > 0,6 = 0. Je-lio. > 0, bud H, € & takovd relace, Ze W(H ) leZ{ vné kruZnice
K5 (viz obr. 5a) a neobepind jeji stied. Je-li o < 0, bud H, € & takovd relace,
Ze N(H,) lezi uvnité kruznice K _;. (viz obr. 5b). Necht 6 + 6* > 0. Potom relace
E, a E, jsou ohranidené [spojité].

Vsimnéme si, Ze véta J pripomind klasické Nyquistovo kriterium, jenZe zde misto
,.kritického bodu‘ —1 vystupuje kriticky kruh K s« resp. K _ ;.

Véta J je podobnd vété D; Ctendi se miiZe snadno pfesvédcit, Ze tam uvddénd
podminka K(¢) € &(«, f) miZe byt rovnéZ vyslovena ve tvaru kruhového kriteria (viz
nerovnost (i) v definici @(a, B)).
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Efektivnost kritéria J lze ddle zesilit, u¢ini-li se dalii pfedpoklady o charakteru
relace Hy € &; poudeni o tom lze nalézt v préci [9].

Metody, které jsme prdavé naznadili, lze rozvijet i dal$im smérem; citujme préce
[10] a [11], kde jsou stanoveny podminky ohranienosti a stability systémii, které
obsahuji jednu monotonni nelinearitu.

Zminme se nyni struéné o nékterych neddvnych vysledcich, publikovanych v pra-
cich [12] a [13]. UvaZujme opét obecnou zpétnovazebni soustavu z obr. 1 a pfislusné
rovnice (1) a (2). JestliZe systém X m4 tu vlastnost, Ze zpoZduje signaly (v jistém zobec-
n&ném smyslu), potom operdtor pfenosu W existuje za velmi slabych pfedpokladi.
Skutegng, plati ndsledujici tvrzeni: [12]:

K. Bud F dand mnoZina zobrazeni z intervalu [0, oo) do linedrni mnoZiny §.
1. Bud A operdtor zobrazujici F x F do F, a necht {A(u, v,)} (1) = {A(u, v,)} ()
na [0, p) jakmile v(t) = v,(t) na [0, p) a u, vy, ¢, € F.

2. Nechft existuje pevné ¢islo T > 0 a pevny prvek a € F tak, Ze

(i) (Xx0) (6) = (Xx5) (1) na [0, u + T) kdykoli x(t) = x,(t) na [0, ) a x,, x, € F,
(i) (Xx) (¢) = a(f) na [0, T) pro libovolné x € F.
Potom existuje operdtor prenosu W.

Vyznam podminek 1. a 2. ve vét& K je celkem zfejmy; 1. znadi, Ze operdtor A je
kausdlni vzhledem k druhému argumentu, a 2. charakterizuje to, Ze systém X zpoZduje
signdly. VSimnéme si, Ze zndmy operdtor posuvu Py, T > 0, definovany vztahem
(Prx) (t) = x(t — T) pro t = Ta (Prx)(t) = 0 pro 0 < t < T, spliiuje podminku 2.

Pfedpoklddejme naddle, Ze F* < F je Banachuv prostor. Potom plati ndsledujici
tvrzeni, navazujici na vétu K.

L. Necht operdtory A a X spliuji podminky 1. a 2. véty K, a necht A, B zobrazuji
F* x F* do F* a X zobrazuje F* do sebe. Necht existuji ¢isla Cy, C, > 0 tak, Ze
plati

“A(u, vy) — A(u, Uz)” = Cl””x - Uz“

[Xv: = Xv]| < Cflos = 0o

pro v§echna u, vy, v, € F*. Je-lit > 0, bud

(26) o A, = sup ”A(u, 01) - A(u, ”2ﬂ
S Jor = va
a
U, = sup “Mﬂ
T o
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kde
Sy = {(u, vy, v;) 1 u, vy, V3 € F¥, 0, & 0y, 05(t) = v,(¢) na [0, 7)}

S, = {(vy, v3) 1 vy, 02 € F¥, vy = 0,3, 04(t) = 0,(t) na [0, 7)} .

JestliZe plati lim A, . lim u, < 1, potom operdtor prenosu W zobrazuje F* do sebe.

T 0 T 0

Jestlize mimo to existuje konstanta C > 0 tak, Ze
[A(uy, v) = A(uz, v)| £ Clluy — us|

pro vSechna u,, u,, ve F* a operdtor B je spojity (v obvyklém smyslu) na F* x F*,
potom W je spojity na F*.

Smysl podminky pro limity A, a g, je zcela ndzorny; zfejm& znadi to, Ze zpétno-
vazebni smycka (tj. cyklus ¥ — U - & — X — ¥) tlumi signdly pro viechna dosti
velkd t.

Uvazujme nyni kvasilinedrni pfipad zp&tnovazebniho systému z obr. 1, [13].
Necht F md stejny vyznam jako ve vété K a je linedrni mnoZinou, necht F* < F je
opét Banachiv prostor a necht Sy, Te Q = (0, oo) je linedrni zobrazeni z F do F*,
které kromé shora uvedenych poZadavki 1., 2. a 3. spliluje je3t& podminky S, Sy, =
= Sr, pro 0 < Ty £ T, a Syx = Sry pravé kdyz x(t) = y(f) na [0, T].

Potom plati tvrzeni

M. Necht operdtory A, X, C; a C, zobrazuji F do sebe, necht X, C, a C, jsou
kausdlni, Cy a C, jsou linedrni al — C,C, je prosty z F na F, a necht(I — C;C,)™"*
je kausdlni. Necht operdtory A a B zobrazuji F x F do F a A4 je kausdlni vzhledem
ke druhému argumentu. Necht ddle pro kazdé T > 0 jsou splnény tyto podminky:

(i) S¢Cy a S;C, jsou ohranidené na F*,
(i) existuji ¢isla d7, d > O tak, Ze

(26) [Sr{A(u, v,) — A(u, v;)}|| < d][[S(vy — v,)|
(27) [S:({Xv, — Xv,}|| < d7||Ss(v, — v,)|

pro vSechna u, vy, v, € F,
(i) |S(I — C,C,) 7| (|S1Cy| dF + |[S2C,| dT + did]) < 1.
Jsou-li operdtory A a X definovdny rovnicemi
A(u,v) = Ayu + Cyo + A(u, v)
Xv=Cyp + Xv

pro vSechna u, v e F, potom operdtor pfenosu W existuje.
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Nadto plati: JestliZe

(iv) Cy a C, jsou ohranicené na F* a ||Sy(I — C\Cy)™ Y| £ p pro vsechna T > 0,
kde u > 0 je pevnd konstanta,

(v) existuji pevnd cisla d,, d, > 0 tak, Ze (26) a (27) plati pro kaZdé T > 0
au,v,v,€F,

(V) w([Ci] da + |Co] dy + didy) < 1,
(vii) operdtory A,, A a B jsou spojité na F resp. F x F, potom W je spojity na F.

Jestlize kromé toho A,, X zobrazuji F* do sebe a A, B zobrazuji F* x F* do F*,
potom W zobrazuje F* do sebe.

Smysl této véty je pomérn€ ndzorny. Mad-li totiz linearizovany zpé&tnovazebni
systém ,,dobré vlastnosti®‘, tj. systém popsany operdtory A‘(u,v) = Au + Cyv,
X'v = Cyv a B' = B, pak, jak ukazuji podminky (iii) a (vi), nejsou-li nelinearity
prilis veliké, md dobré vlastnosti i plivodni nelinedrni systém.

Pojem stability systému tak, jak jsme ho definovali v tvodu ¢lanku, nepfedstavuje
jediny zpiisob, jak lze intuitivni pfedstavy o stabilit¢ matematicky interpretovat.
Zminme se proto aspoil struéné o jiném pojeti stability, o tzv. energetické stabilité,
kterd byla zavedena a vySetfovdna J. KUDREWICZEM v pracich [14], [15] a [16].

Necht tedy F nyni zna¢i mnoZinu v8ech takovych funkci lokdln€ integrovatelnych

s kvadrdtem, Ze existuje lim (1/T) [{ |x(¢)]* dt < oo. PoloZime-li |x|| = {lim (1/T).
T— T—w

- J§ |x(2)]? d2}'/? pro kazdé x e F, pak se lze snadno presvédcit, Ze | . | je seminormou

na F (tj. “ . “ md vSechny vlastnosti normy aZ na to, Ze z “x“ = 0 obecné neplyne

x = 0). Interpretujeme-li prvky F jako signdly a odezvy, pak Eislo ||xH ma vyznam
primé&rného vykonu veli¢iny x v &asovém rozmezi [0, o). Oznadme jest& F, =
= {x:xeF,|x| =0}

Piedpoklddejme nyni, Ze chovani zpétnovazebniho systému je popsdno rovnici

(28) x=06x+ z,

kde operdtor G zobrazuje F do sebe, z € F je signdl a x € F je hledand odezva. Jestlize
pro kazdé z € F,, patii pfislu§né feSeni x rovnice (28) opét do F,, pak zp&tnovazebni
systém se nazyvd energeticky stabilni. To tedy znamend, Ze systém reprodukuje kazdy
signdl s nulovym pramérnym vykonem jako odezvu s touze vlastnosti.

Z matematického hlediska md teto pfistup tu vyhodu, Ze Casto umoZiiuje vyuZit
vlastnosti systému energetického charakteru.

V préci [14] je hlavng vySetfovdna rovnice (28) s G = —LN, kde Lje linedrnia N
nelinedrni operdtor, které zobrazuji F do sebe, tj. rovnice

(29) X + LNx = z.

512



Abychom mohli uvést hlavni vysledky, zavedme tato oznaceni:

Rekneme, Ze operdtor A, zobrazujici F do sebe, md koneény zisk, existuje-li kon-
stanta C > 0 tak, Ze plati HAxH < CH\][ pro kazdé x e F (|| ) ” znadi shora zavedenou
seminormu); potom klademe

(30) ] = sup 121

xeF\ Fo HX” '

Je zfejmé, Ze pro takovy operdtor pak plati H Ax” = |A| . “xu pro kazdé x € F.

Pak plati toto tvrzeni:

N. Budte L a N operdtory, zobrazujici F do sebe, a necht L je linedrni. Necht
existuje cislo 1 tak, Ze

(i) operdtor I + ALje prostym zobrazenim z F na F,

(i) operdtory (I + AL)™", (I + L)™' La N — JI maji konecné zisky,

(i) |(F + AL)"'L| . [N = AL| < 1.

Potom systém popsany rovnici (29) je energeticky stabilni.

Diikaz je velmi jednoduchy; bud z € Fy, a necht x € F je n&jaké feSeni rovnice (29).
PiSeme-li tuto rovnici ve tvaru

x + ALx = —L(N — Al)x + z
a uzijeme-li podminky (i), mame
(31) x=—(I+AL)""L(N — Al)x + (I + AL)""' z.
Odtud plyne pro seminormy podle (ii), Ze
(3) el < @+ 20 Ly — a0y ]+ @+ a0 2]
S|+ ALy LN = x|+ I+ ALY 2]

Jeito |z| = 0, mdme z (32) vzhledem k podmince (iii) ihned |x| < 0, tj. |x|| = 0
atedy x e F,.

Tento vysledek je pak ve [14] aplikovdn na rovnici

(33) <(t) + a f(t, (1)) + J "t — ) f(e. x(@)) dr = (1),

0

a je dokdzdna ndsledujici véta:

P. Necht a je redlné Cislo, f(t, C) redlnd funkce spliiujici podminku m <
S f(1, 86 £ M pro kazdé & + 0 a kazdé t 2 0 s peonymi m a M, a necht k(r)
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je spojitd funkce splitujici nerovnost |k(t)' < at™® pro ka%dé t > 0, kde o > 0
a B > 1. Necht K(s) znaci Laplaceiv obraz k(t); je-li
1 M + ml M—-m

34 ‘ inf |—— + >
(34) R:vlgo ,!K(s) 2 I 2

s

potom systém popsany rovnici (33) je energeticky stabilni.

Je snadné se presvédit, Ze geometricky je podminka (34) podminkou kruhového
kritéria, tj. poZaduje, aby kfivka {K " '(iw): — o0 £ w £ oo} v komplexni rovin& s
leZela vn& kruzZnice se stfedem v bodé —4(M + m) a poloméru (M — m). Jde tedy
zde o jistou obdobu véty D.

Vlastnosti energetické stability jsou ddle sledovdny v pracech [15] a [16], kde se
vyuZivd té okolnosti, Ze systétm F md nékteré obdobné vlastnosti jako Hilbertiv
prostor. V prdci [15] jsou stanoveny odhady pro rychlost ubyvéni odezvy, a prdce
[16] pak p¥indsi velmi zajimavé vysledky, tykajici se vztah®@ mezi energetickou stabi-
litou a positivnimi operdtory.

Na zdvér &lanku bychom chtéli zdéraznit tu okolnost, Ze véty, které jsme zde
zavedli, zdaleka nevylerpavaji velké bohatstvi vysledki v teorii zpétné vazby.
Podotknéme, Ze zcela stranou jsme nechali vysledky, zaloZené na Ljapunovové
metodé, nebo na metodé V. M. Popova.

RovnéZ tak jsme se nezminili o problémech citlivosti zp&tnovazebnich systémi
vzhledem k danému parametru, které predstavuji dileZitou problematiku v teorii
systémil a jsou dnes predmétem znacného zdjmu.

Nicméné doufdme, Ze zde naznaleny jednotici pfistup, uZivajici abstraktnich
prostorli, umozni tendfi, aby si ucinil aspoii hruby obraz o zdkladni problematice
tohoto oboru a smérech dneSniho vyzkumu.
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Summary

ON NONLINEAR FEEDBACK SYSTEMS

VAcLAV DOLEZAL

The paper gives a survey of some recent results on the stability and boundedness

of the nonlinear feedback systems of the input-output type attained by the methods
of abstract spaces.
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