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SVAZEK 16 (1971) APLIKACE M A T E M ATI KY ČÍSLO 3 

BEMERKUNGEN ZU GOMORYS ALGORITHMUS 

ANDREJ KYSELOVIC 

(Eingegangen am 22. April 1970) 

Es sei die folgende Aufgabe der Linearprogrammierung gegeben: Bestimme man 
den Maximalwert der Linearform 

n 

(1) Z = £ Ci*i 
i= 1 

bei den Bedingungen 
n 

(2) £ aijXi ^ bj9 j = 1, 2, .. . , m , 
i= i 

*i ^ 0 , i = 1,2,... , n , 

wobei cf, atJ-, bj reelle Zahlen sind. 

Definition 1. Der Vektor X = (xu xl9 . . . , x„) ist genau dann eine ganzzahlige 
Lösung der Aufgabe der Linearprogrammierung9 wenn 

1. die Komponenten xi9 i — 1, . . . , n ganze Zahlen sind, 

2. die Bedingungen (2) erfüllt sind, 

3. für jeden anderen Vektor X' = (xu x'2, ..., x'n), welcher den Bedingungen (2) 
und dem Punkt 1. dieser Definition genügt, ist 

n n 

i = 1 t = 1 

Die Weise, auf welche man eine ganzzahlige Lösung der Aufgabe der Linear
programmierung finden kann, bestimmte Gomory in [ l ] und diese wird Gomorys' 
Algorithmus genannt. 

Definition 2. Es seien du...,dr von einander verschiedene positive rationale 

Zahlen. Den Vektor X = (xu ..., xn) nennen wir ganzvielfache Lösung der Aufgabe 

der Linearprogrammierung zum Vektor (du ..., dn), wenn 

1. die Komponenten xh i = 1, ..., n durch dj, j = 1, ..., r teilbar sind, 
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2. die Komponenten xh i = 1, ..., n genügen den Bedingungen (2), 

3. für jeden anderen Vektor X' == (xi, x2> •••- **)> welcher den Bedingungen (2) 
und dem Punkt 1. vOn dieser Definition genügt, gilt 

n n 

(3) I c^ = X ex,. 
i=i i = i 

Bemerkung 1. Wenn r = 1 und Jj = 1 ist, dann ist X = (xu ..., xn) eine ganz
zahlige Lösung der Aufgabe. 

Satz 1. Fs seien dx, d2, ..., dr von einander verschiedene positive ganze Zahlen 
und sei k deren kleinstes gemeinsames Vielfaches. Setze man in die Aufgabe der 
Linearprogrammierung xt = kyt, i = \, ..., n ein, d. h. die Linearform 

(4) z = kic#, 
i = l 

soll unter den Bedingungen 

(5) X></ .v . .Ž^ , J-U 
Í = I k 

, m 

yt = 0 , i = 1,2, ..., n 

ihr Maximum erreichen. 

Dann gilt: Dazu, dass die Aufgabe der Linearprogrammierung (l), (2) eine 
ganzvielfache Lösung zum Vektor dx,...,dr hat, ist notwendig und hinreichend, 
dass die Aufgabe der Linearprogrammierung (4), (5) eine ganzzahlige Lösung hat. 

Für die ganzvielfache Lösung gilt 

(6) xt = kyt, i = \, 2, ..., n . 

Beweis, a) Die hinreichende Bedingung. Die Aufgabe (4), (5) besitze eine ganz
zahlige Lösung. Es ist zu beweisen, dass durch diese Lösung eine ganzvielfache Lö
sung zum Vektor dx, ..., dr bestimmt ist. 

Sei yi, . . . ,y n eine ganzzahlige Lösung von (4), (5). Dann ist kyx, ...,kyn eine 
ganzvieifache Lösung, nachdem nach der Definition 2 folgendes gilt: 

\. kyh i = \, ..., n ist durch dx,d2,...,dr teilbar, nachdem k das kleinste ge
meinsame Vielfache von du d2, ..., dr ist und yb i = \,...,n sind nichtnegative 
ganze Zahlen. 

2. Wenn die Beziehungen (5) durch k multipliziert werden, ergibt sich 

n 

YatjkyiSbj, j = l , . . . 9 m , kyt ^ 0 , / = 1, ..., n 
i = i 

d. h. die Lösung kyu •••, kyn genügt den Beziehungen (2). 
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3. Der Vektor yl9 y2, ..., yn
 is1i e i n e ganzzahlige Lösung von (4), (5) und darum 

ist die Linearform (4) in der Menge aiier ganzen Lösungen der Ungleichung (5) 
maximal. Setzen wir voraus, dass in der Menge der ganz vielfachen Lösungen ky1? . . . 
..., kyn die Linearform (1) nicht maximaiisiert, d. h. die ganzvieifache Lösung ist 
x[, ..., x'n. Nach der Eigenschaft der ganzvieifachen Lösung gilt 

n n 

(7) Z Cix] > Z cikyi • 
i = 1 i = 1 

Ferner muss x], i = 1, ..., n durch d{, ...,dr und also auch durch deren kleinstes 
gemeinsames Vielfaches k teilbar sein. Darum sind x]\k = y], i = 1, ..., H nicht
negative ganze Zahlen d. h. x- = ky^-, y- _• 0, i = 1, ..., n sind ganze nichtnegative 
Zahlen, welche den Bedingungen (5) genügen. Von der Beziehung (7) ergibt sich 

n n n 

Z cikyi < Z cix'i = k Z ciyl: • 
i = 1 i = 1 / = 1 

Dieses ist ein Widerspruch, nachdem yl9 ..., yn eine ganzzahlige Lösung der Aufgabe 
(4), (5) ist. 

b) Die notwendige Bedingung. Die Aufgabe der Linearprogrammierung (l), (2) 
besitze eine ganzvielfache Lösung zum Vektor dl9 ..., dr. Es wird gezeigt, dass die 
Aufgabe (4), (5) eine ganzzahiige Lösung nach der Beziehung (6) hat. 

Sei xx,...,xn eine ganzvielfache Lösung der Aufgabe (1), (2). Die ganzzahlige 
Lösung von (4), (5) ist dann die Lösung xx\k, ..., xn\k, wobei k das kleinste gemein
same Vielfache der positiven ganzen Zahlen d,, ..., dr ist. Nach der Definition 1 ist: 

1. xl\k, ..., x„/k sind nichtnegative ganze Zahlen; wenn jedes xi9 i = 1, ..., n durch 
dl9 ,.., dr, der Definition 2 nach, teilbar ist, dann ist es auch durch k teilbar. 

2. Der Beweis ist offenbar, wenn man beide Beziehungen (2) mit dem kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen k teilt. 

3. Der Beweis ist — so wie bei der hinreichenden Bedingung — ersichtlich. 

Satz 2. Wenn in den Voraussetzungen des Satzes l k nicht das kleinste gemeinsa
me Vielfache von dx, ..., dr ist, dann muss die Lösung (6) nicht eine Lösung der 
Aufgabe der Linear Programmierung (1), (2) sein. 

Beweis. Die Lösung (6) erfüllt die Bedingungen (2). Beim Beweis der notwendigen 
Bedingung im Satz 1 müssen die Komponenten xx\k, ...,xn\k nichtnegative ganze 
Zahlen sein; dieses muss bei gegebenem k nicht immer der Fall sein. 

Satz 3. Es seien d{,...,dr von einander verschiedene positive Rationalzahlen, 

di = Pi/qr qi > 0, p-, q. ganz, i = 1, ..., r. Erweitere man diese Brüche so, dass 

deren Nenner q das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen qA, ..., qr ist. Be

zeichne man dann d{ = p]\q9 i = 1, ..., r. Es sei k das kleinste gemeinsame Vielfa

l t 



che der Zahlen p\, ..., p'r. Für diese du ..., dr und so gegebenes k gilt die Behauptung 
des Satzes 1. 

Beweis. Der Beweis folgt vom vorgehenden Satz. Nach diesem und mit Rücksicht 
auf unsere Voraussetzungen gilt: Notwendig und hinreichend dazu, dass die Aufgabe 
(1), (2) eine zum Vektor p\, ..., pr ganzvielfache Lösung xt, i = \, ..., n hat ist, dass 
die Aufgabe (4), (5) eine ganzzahlige Lösung yt hat, wobei xt = kyh i = \, 2, ..., n 
ist. Also wenn eine ganzvielfache Lösung der Aufgabe der Linearprogrammierung 
(1), (2) zum Vektor (p\, ..., p'r) existiert d. h. der Ausdruck xjp], i = \, ..., n, j = 
= \,...,r ist eine nichtnegative ganze Zahl, dann ist offenbar auch Xi.qjpj = 
= Xijdj, i = 1,..., n, j = 1,..., r nichtnegativ und ganz. Nachdem weiter die Be
dingungen 2. und 3. von der Definition 2 auch in Bezug zu d{, i = \, ..., r erfüllt sind, 
ist xu ..., xn eine ganzvielfache Lösung zum Vektor (du ..., dr). 

B e m e r k u n g 2. Das Bedürfnis der Bestimmung einer ganzvielfachen Lösung der 
Aufgabe der Linearprogrammierung ist bei der Lösung der folgenden Aufgabe 
entstanden: Gegeben seien Blechwickel mit den Gewichten du ..., dr und der Breite a. 
Man soll von diesen Wickeln durch paralelle Schnitte Bände der Breite at mit dem 
Gesamtgewicht bh i = 1, ..., n so schneiden, dass beim Schneiden der Abfall minimal 
ist und dass man beim Schneiden beliebige ganze Blechwickel mit vorgegebenen 
Gewichten du ..., dr benützen kann. 
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S ú h r n 

POZNÁMKA KE GOMORYHO ALGORITMU 

ANDREJ KYSELOVIČ 

Článok pojednává o celonásobnom riešení úlohy lineárneho programovania za 
předpokladu, že existuje celočíselné riešenie odvodenej úlohy. Udává nutnú i posta-
čujúcu podmienku existencie celonásobného riesenia. 

Anschrift des Verfassers RNDr: Andrej Kyselovič, Ul. Slobody 10, Košice. 
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