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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 1

A PROPOS DE L’'INVERSION DES MATRICES GENERALISEES
DE JACOBI

DoMINIK SZYNAL et JAN SZYNAL

(Regu le 7 septembre 1970)

Dans [2] ont été données les conditions suffisantes pour I'inversion d’une matrice
de Jacobi, c’est-a-dire de la matrice

., ou a, =0 pour |k—i|>1.

La théoréme de [2] fournissant la formule de la matrice inverse pour la matrice J
permet de calculer les matrices inverses seulement dans le cas ou tous les mineurs
principaux de la matrice de Jacobi sont différents de zéro.

Dans la présente note nous proposons un procédé pour l'inversion d’une matrice
de Jacobi qui peut ne pas satisfaire a I’hypothése de ci-dessus. De plus, nous observons
qu’en se servant de ce procédé, on peut trouver les inveises des matrices d’une forme
plus générale, c’est-a-dire des matrices

., ol ay=0 pour |k—il>n;

n est un nombre naturel arbitrairement fixé. La méthode de la racine carrée et celle
des facteurs proportionnels [1] rendront de grands services dans ces considérations.
Considérons d’abord la matrice triangulaire supérieure

(1) R = ["u.-]i

—12.., ou ry =0 pour k<i et k>i+n.
k=1

B
,2,..

.

On peut démontrer

Théoréme 1. Sir; = 0,i = 1,2, , alorsla matrice R admet une matrice inverse
et dans ce cas R™' (triangulaire supérieure) est de la forme



(2) R!'=X= [xik]i=l,2 ..... , ou
k=1,2,...,
0 pour k<i
1 pour k =i
Fii
Xik = .
(__1)z+k i . .
! pour k>i, ou A,= (det P i k=1 -
=itk
[T
L p=t

Démonstration. Il faut démontrer que RX = XR = I, ou I est und matrice
unitaire. Soit RX = E. En calculant les éléments de la matrice E pour k < i, k = i et
k > i, nous obtenons:

1°. Pour k < i on a:
o k o0
e = FaXpw = ) FuXu + Y ruxu =0,
=1 =1 1=k¥1

k ©

car ) ryxy = 0,wuquer; =0 pour k <1 <i, et Y ryx, =0carx, = 0pour
=1 I=k+1

I > k.

2°. Pour k = i on a:

© i-1 © v
€ = Zruxn = Z FaXy + Xy + Z raxg =1,
=1 =1 <T4i
i-1 @
cary ryx; = 0,vuquer, = 0pout i > I,x; = l[r et Y ryx,; =0,carx; =0
=1 =i+l

pour [ > i.
3°. Pour k > i nous observons d’abord que
() Ai=riwi Ao+ (=) v Aies +
+ (—])2 Pivziv2bivt it 1Fiies Beivs + .0 +
+ (_l)k—i—z T2 k-2"k=3 k=3 -« Fivtiv1Tk—1,i Dex—1 +
+ (*l)k-i_l Pt k—1Tk=2k=-2 - Fivz i+2Fiv 1,041 ki -

A partir de (3) on tiouve

(4) PiXip = —Fiie1Xivr e — Tii+2Xit2 e — oo0 = P iXe—ik — FeiXpge -
D’ou
© i—1 k o0
en =3 FuXp = 2 FuXu+ D FuXp + Y ryxy =0,
i=1 =1 =i I=k+1
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i1 K ©
car ) ryxy =0 vuque ry, =0pouri>1 Y r,x, =0par(4),et Y ryx,=0
= i=i 1=k+1

car x; = 0 pour I > k.

Donc, on a bien RX = I. De la méme fagon on démontre que XR = I.
Maintenant nous pouvons démontrer

Théoréme 2. Si une ligne quelconque de la matrice A = J, est linéairement

indépendante par rapport a 2n des lignes voisines supérieures et inférieures, et si la
ot .

série Y x;x, est convergente absolument pour tout i,k = 1,2,..., ot x; est tiré
=1

de la formule (2) et R est un facteur obtenu par la décomposition de AAT a I'aide

de la méthode de la racine carrée de Banachiewicz (AAT = R'R) alors pour la

matrice A il existe une matrice A~* fournie par la formule
(%) A™l = AT((RTY(R™Y).

Démonstration. Pour ine matiice A admettant une matrice inverse I'égalité
A~' = AT(AA")"! est évidente. Comme AA' est une matrice symétrique dont
le mineur principal de dimensions (4n + 1) x (4n + 1) est différent de zéio (en
vertu de I'indépendance de 2n des lignes voisines de cette partie de la matrice A),
nous pouvons y appliquer la décomposition de cette partie de la matrice AA", par
la méthode de la racine carrée de Banachiewicz [1], en deux matrices triangulaires.
En continuant cette décomposition, ce qui est possible en raison de la symétrie de
AAT et du fait que les mineurs principaux sont différents de zéro (les lignes A sont
linéairement indépendantes), nous obtenons la décomposition voulue. Mais
(AAT)"! = R"Y(R™")", donc on a (5).

Si ’on applique a la décomposition de AAT en matrices triangulaires la méthode
de facteurs proportionnels [1], on a AAT = GH, ou

ou gy =0 pour k>i et i>k+n

ou hy =0 pour k<i et k>i+n.

Théoréme 2. Si une ligne quenconque de la matrice A = J, est linéairement

. B ]
indépendante des 2n lignes voisines supérieures et inférieures, et si la série Y, G, hy,
1=1

out §;; et hy sont des éléments de G™' et H™ ! respectivement, est convergente absolu-
ment pout tout i, k = 1,2, ..., alors la matrice A admet une matrice inverse A~ et
A"l = ATHT'G™ ).

Les théorémes 2 et 2’ constituent donc une renforcement du résultat de [2].
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Exemple. Trouvons la matrice inverse de la matrice

A=700100000000000CG . . .
01000000000000GO . . .
100000000000000 . . .
000100000000000 . . .
000111000000000 . ..
000001000000000 . ..
000001100000000 . ..
000001010000000 . . .
000000001110000. ..
000000000110000 . ..
00000000010000O0 . . .
0000000000011 1O0. ..
0000000000001 10. ..
000000000000100. ..

La méthode de la racine carrée ou celle des facteurs proportionnels donnent

A"'=1001 00 000 O 00O O 00 000 ...
01ro 00 900 0 00 O 00O O0OO. ..
100 00 000 O OO O OO OOO. ..
000 10 000 O OO O OO O0OOO. ..
000-11-10 0 00 0 00 oO0OO. ..
000 00 100 O 0O O OO O0OO0O. ..
o 0 00-110 O OO O OO O0OO. ..
000 00-101-1 00 O 00 0O0O. ..
ooc 00 000 O 10 O 00O O0OO. ..
000 00 000 I —-10 O 00 0O0O0. ..
000 00 OO0 O O1 O OO 00. ..
000 0O 00 0 00-1 00 O0O0OO. ..
000 00 000 O OO O 10 O0OO. ..
000 00 000 O OO I —-10 000. ..
000 00 O O O 0O O O1 00O
000 00 000 O OO O 00-100
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Souhrn
O INVERSI ZOBECNENYCH JACOBIOVYCH MATIC

DOMINIK SZYNAL et JAN SZYNAL

Je uddna metoda vypoctu inversni k nekonecné zobecnéné Jacobiové matici, tj.
matici tvaru
a; =0 pro ,k—il>n,

Jo = [aik]i*' 2,

kde n je pevné ptirozené &islo. Pti odvozovini této metody, jeZ zobeciiuje a prohlubuje
vysledky Tarnopolského [2], hraji podstatnou tlohu Banachiewiczova metoda od-
mocniny a metoda proporciondlnich fakto1.
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