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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo 5

DIE LOSBARKEIT EINES LINEAREN OPTIMIERUNGSPROBLEMS
UNTER ZUFUGUNG EINER WEITEREN RESTRIKTIONSBEDINGUNG

L1BUSE GRYGAROVA

(Eingegangen am 7. October 1971)

In den praktischen Anwendungen der Theorie der linearen Optimierung kommen
auch solche Falle in Frage, wo — wegen einer Ausbesserung des fraglichen Models,
oder, wegen der Existenz seiner Losung — zu dem System der urspriinglichen Re-
striktionsbedingungen eine weitere, bzw. mehrere Restriktionsbedingungen zugefiigt
werden.

Die vorliegende Arbeit betrifft das Problem der Losbarkeit eines linearen Optimie-
rungsproblems, das aus einer vorgegebenen linearen Optimierungsaufgabe durch Zu-
fiigung einer beliebigen linearen Restriktion entsteht und es wird die Klasse derjenigen
zusitzlichen Bedingungen charakterisiert, unter welchen das fragliche erweiterte
lineare Optimierungsproblem 16sbar ist.

Die in dieser Arbeit erreichten Ergebnisse kénnen — durch den Ubergang zu dem
entsprechenden dualen Problem — zur Beantwortung der Losbarkeitsfrage einer
gewissen Klasse von linearen parametrischen Optimierungsproblemen, bei denen der
Parameter in den Koeffizienten der Matrix der linearen Restriktionen auftritt, ange-
wendet werden. Es handelt sich also um eine Problematik, die bisher in der Literatur
in hinreichender Weise nicht untersucht und beantwortet wurde.

Die Arbeit stellt eine qualitative Untersuchung des gestellten Problems dar und
ihr Ziel ist die theoretische Losung dieses Problems. Die Frage einer praktischen Be-
rechnung der Schranken der Koeffizienten der neuen zusétzlichen linearen Bedingung,
die den Losbarkeitsbereich des im obigem Sinne erweiterten linearen Optimierungs-
problems bestimmen, wird hier nicht gel6st. Die erreichten theoretischen Ergebnisse
weisen in dem betrachteten vereinfachten Falle (mit einer einzigen zusatzlichen Re-
striktion) auf einen mehr oder weniger komplizierten Charakter des gestellten Pro-
blems und dadurch auch auf dhnliche Schwierigkeiten beim Problem der Losbarkeit
von linearen parametrischen Optimierungsproblemen mit dem Parameter in der
Koeffizientenmatrix der linearen Restriktionen hin.
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1. FORMULIERUNG DES PROBLEMS

Betrachten wir ein lineares festgegebenes Optimierungsproblem

(1.1a) max {f(x)}!

xeM
mit der Zielfunktion
(1.1b) J(x) =Y % Yl >0

a=1 a=1

und mit der Restriktionsmenge
(1.1¢) M= {xeE,|Y a,x,=b, x, 20,

a=1

(r =1,...ma=1,.., n)} +0,

wobei ’
(1.2) der Rang der Matrix ||a,,|,, . gleich m ,
(1.3) 1<m<n

vorausgesetzt wird. Bezeichnen wir

(1.4) My = {x* e M| f(x*) = ma;)): {f(x)}} -
Die Hyperebene
(1.5) R(A, p) = {x€E,| iliaxu =u}

sei eine neue zusatzliche Restriktionsbedingung und mit Hilfe dieser Bedingung defi-
nieren wir eine neue Restriktionsmenge
n n
(1.6) MM, p) = {(X€E,| Y ax, =b,, Y Ax,=p x,20,
a=1
(r=1,...m;a=1,..,n)}
und das neue Optimierungsproblem

(1.7) max {f(x)}!

xeM(2, 1)
mit f(x) aus (1.1b). Fir jedes (A, p) € 'E,, ') definieren wir die Mengen

1) Im Gegensatz zu dem ecuklidischen Raum E,, der mit den kartesischen Koordinaten Xy
(x =1, ..., n) versehen ist, werden wir den Parameterraum mit den Koordinaten A, (¢ = 1, .., n)
mit “E, bezeichnen. Mit einem Strich links wollen wir stets einen Parameterraum andeuten (im
Gegensatz zu einen Raum von Zustandsvariablen).
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(1.8) Mopih ) = (x* € MM, ) | /(%) = max ()},

(1.9) A = {(A, 1) € 'Epsy | Mop(Xs ) * 0} .

Wir stellen uns das Problem die Menge U aus (1.9) zu charakterisieren, d. h. die ana-
lytische Beschreibung dieser Menge und ihre Grundeigenschaften anzugeben.

Falls fiir einen Punkt (A, pt) € 'E, 4 1, Mop(h, 1) = O ist, so ist entweder M(A, u) = 0,
oder M(L, p) + O und die Funktion f(x) ist iiber der Menge M(A, 1) nach oben un-
beschrankt. Wir werden zuerst die Menge

(1.10) S ={(Ap) € Eyr | MO, 1) = M RO, p) * 0},
die man auch in der Form

(1.11) = {Le'E,| S(\) + 0}

mit |

(1.12) S(\) = {ue E; | M2, u) + 0}

schreiben kann, betrachten.

2. CHARAKTERISTIK DER MENGE S§(2)

Es sei o) € 'E, beliebig und S(yA) die dem Punkt oA nach (1.12) zugeordnete Menge.
Wir betrachten die zwei folgenden Optimierungsprobleme

(2.1) Te]g;‘ {fa()}!, T:‘w’: {fa)}!,

wobei M die Bedeutung aus (1.1c) besitzt und

(22) 1) = X ohevs

gesetzt wird. Bezeichnen wir

¢3) (o) = i (10} oa(oh) = sup {75

so kommt fiir 6,(oA), 0,()) eine der folgenden vier Méglichkeiten in Frage:
(244) () = min (1,9, 029) = max {£,0)

(2.40) o1(od) = — o0, “'2(97“) = Ti‘;;‘ {3} »

(240) () = min (7,9} » (oh) = oo,

(2.4d) 01(oh) = —0, 05(oh) = © .
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Satz 1. Falls fir die Menge M aus (1.1c) M + O gilt, (\e'E, festgewdihlt
und o4(g)), 62(o)) die Bedeutung aus (2.3) haben, so gilt

(2.5) 1e S(ph) <> 0,(or) = 1 < 0,(oh).

Beweis. Wir werden die folgenden in Frage kommenden Méglichkeiten unter-
scheiden:
1) Im Falle (2.4a) kommen zwei Moglichkeiten in Frage:

a) 0'1(0}.) = 02(0)\.) = Uo,

b) a4(pr) < o2(oR).
Im Falle a) gilt

.(ah) = min {7,,(0} = a3(ch) = max {£,(x)
X€! xe

und daher ist die Funktion f,,;(x) konstant iiber der Menge M und es gilt daher

Y ohaXy = [oi(X) = 04(o}) = 05(oh) = po fiir xeM.

a=1

Daraus und aus (1.5) folgt
(2.6) 0+ M < R(M o), d-he M, po) + 0
und nach (1.12) po € S(oh) -

Fiir ein beliebiges u + o gilt

M A R(phs 1) = Mok, 1) =0,

da die Hyperebene R(o}, p) parallel mit der Hyperebene R(oA, o) ist und (2.6) gilt.
Fiir p # po gilt daher p ¢ S(oA). Im Falle b) gibt es ein Punktepaar x € M, ,x € M,

1X F ,X mit
(27) 0-1(0)") = fol(lx) > 62(0)“) = fo},(Zx) s fol(lx) < fo;_(zx) .
Fiir jeden Punkt x der Strecke

(1%, 2x) = {x € E, | X, = 1x, + t(;x, — 1X,), (¢ =1,..,mn), 1e<0, 1>}

gilt nach (2.7)

n

Loa(®) = 7(2) ’:a;lola[lxa + 1(a%, = 1%)] = 0,(oh) + 02(0}) — 61(o})) s
te<0, 1>
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und daher auch f(0) = a,(o), (1) = a,(o1). Wegen a,(oh) > 04(oh) ist f(t) eine
lineare monoton wachsende Funktion einer einzigen Verdnderlichen ¢ iiber dem
Intervall €0, 1) und es gibt daher fiir ein jedes festgewihlte 2 € (o1(o}), o5(oA)>
eindeutig eine einzige Zahl # € <0, 1) mit f(#) = o d. h.
(28) j‘(i) = Z:loj‘a[lxa + ?(Zxa; - lxn)] = Zlolaxa = ﬁ .
Da die Menge M + 0 ein konvexes Polyeder darstellt, so ist s(;x, ,x) = 9 und daher
auch & € M. Daraus, aus (1.5) und aus (2.8) folgt

M A R(ph, ) = Mok, ) %= 0.

Es gilt daher fi € S(oA) fiir alle fi € (o,(oA), 0,(oh))-
Fiir ein beliebiges p* ¢ {o,(o)), 02(oA)), d.h. fiir p* < o,(oA) (bzw. p* > 0,(oh))
gilt

FodX) = Y 0daXe Z Y oy 1%, = 04(h) > p*

a=1 a=

(bzw. f(x) = Zlolaxl < Zlo}ta 2%, = 05(oh) < p*)

a=

fir alle x € M und die Menge M liegt daher in dem offenen Halbraum
(X E,| Y odeXs > 1*} (bzw. {Xx€E,| Y oAX, < p*}).
a=1 a=1
Daraus und aus (1.5) folgt
R(oh, p¥) n M =0,
d. h. p* ¢ S(o)) fir p* ¢ (oy(o})> T2(oM))-
2) Im Falle (2.4b) gibt es ein ,x € M in der Weise, dass
(2.9) o1(oh) = =0, 05(oh) = f:(:%)

n
gilt. Die Menge 9t ist unbeschréinkt und es gibt so einen Vektor v = {1,}, ¥ |v,| > 0,
dass die Halbgerade a=1

p={X€E,|x.= 2%+t (a=1,..,n), t 20}
die Eigenschaft
(2.10) peM

besitzt und die Zielfunktion fox(x) entlang dieser Halbgerade streng monoton ab-
nimmt. Nach (2.9) gilt

uld) = ) = 3,005 + 1) = 03(h) + 1 L oh, 120

a=
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fiir jeden Punkt x € p; f(0) = 0,(oA) und f(¢) ist eine lineare streng monoton ab-
nehmende Funktion einer einzigen Verdnderlichen ¢ iiber dem Intervall <0, o). Fiir
ein jedes festgewihlte 4 < 0,(o)) gibt es daher eindeutig ein = 0 in der Weise, dass
F(®) = pgilt, d. h.esist

(2.11) Z Oj’a(Zxaz + vai) = Z Ola xa( = ﬂ .

a=1 a=1
Daraus, aus (1.5) und aus (2.10) folgt
M A R(O)‘ﬂ ﬁ) +90

und daher ist 21 € S(opA) fiir alle 2 < a,(p)).
Fiir ein beliebiges u* > 0,(o%) gilt nach (2.9)

fol(x) = Z Olll‘xd é Zlo'la 2Xqg = 0-2(0)") < #*

a=1

fiir jeden Punkt x € M und daher ist
M {er,,[anoiax, < p*}.
Daraus und aus (1.5) folgt -
Riph, p¥) n M =0
d. h. es ist p* ¢ S(oA) fiir alle p* > a,(oL).
3) Im Falle (2.4c) verlduft der Beweis dhnlich wie im Falle (2.4b).

4) Im Falle (2.4d) ergibt sich der Beweis unmittelbar aus den Beweisen in Fillen
(2.4b,c).

Bemerkung 1. Durch die Aquivalenz (2.5) wird die Menge S(oA) hinreichend
fiir jedes oA € 'E, charakterisiert.

3. CHARAKTERISTIK DER MENGE §
Bezeichnen wir
(31) Wig(1) = {x* € M[,(x") = min {13}
Waopi(h) = {x* € M|f(x*) = max {£,(x)}}

wo f;(x) die Bedeutung aus (2.2) und 9 die Bedeutung aus (1.1c) hat. Weiter bezeich-
nen wir

(3.2) A, = {he'E,| M (M) =0}, Uy={he'E,|Myp(d) + 0},
() i) = min (£}, 0:(8) = max {70} .
Satz 2. Die Mengen 2, und A, aus (3.2) haben die folgenden Eigenschaften®):

2) BEs wird M + 0 vorausgesetzt.
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1) A, (bzw. A,) ist ein n-dimensionaler polyedrischer Kegel in 'E, mit einem
Scheitel im Koordinatenursprung O = {0, ..., 0} in 'E,.
2) Falls M beschrdnkt ist, so gilt

A = Ay = '

n -

Falls I unbeschrdnkt ist, *h (v =1,..., s) alle unbeschrinkten Kanten des Poly-
eders M sind und *h = ("hy, ..., h,) ein Vektor in der Richtung der Kante “h ist,
so gilt

(34 A = Le'E, | Y hA, 20 (v=1,...,5)},
a=1

Ay = {he'E,| Y2 <0 (v=1,..,5)}.
a=1

3) Es gilt
AeA, < —heA,.

4) Falls x (i = 1, ...,N) alle Ecken des Polyeders M), th (v = 1, ..., ;) alle aus
der Ecke ;x ausgehende Kanten des Polyeders MM sind und th = (Ghy, ..., %h,) ein
Vektor in der Richtung der Kante }h ist, so haben die Mengen

(3.5) DU, = {(Le'E, | Yty 20, (v=1,..,%)}, i=1,..,N,
a=1

(bzw. @A, = (Le'E,| Y 12, =0, (v=1,..,%)}, i=1..,N)
a=1

die folgenden Eigenschaften:

a) Jede der Mengen VU, (bzw. PU,) stellt einen polyedrischen Kegel der Di-
mension n in 'E, mit einem Scheitel im Koordinatenursprung O in 'E, dar. Die
Mengen V%, (bzw. ®)Q,) stellen eine Einteilung

N
A, = YDA, DU AOU =g iy, iy ie{l, .., N}
i=1
N . .
(bzw. A, = Y DA, DA AOUN =0, i +i,, i,ie{l,..,N})
i=1
der Menge A, (bzw. A,) dar.
b) Fiir jedes Indexpaar i, i, € {1, ..., N} mit i, * i, gilt entweder
W1, A QL = {0} (bzw. DA, A DA, = {0)),
3) Aus (1.1¢) folgt, dass das Polyeder I stets Ecken besitzt, bzw. M = {x,} ist.
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oder stellt dieser Durchschnitt eine bestimmte abgeschlossene d-dimensionale Seite
(1 £ d < n), die den beiden Polyedern I, , (A, (bzw. XA, , @A, ) gemeinsam

ist, dar.

c) Die Kegel A, , A, (bzw. DA, , DA, aus b) beriihren sich genau dann,

entlang einer (n — 1)—dimensi0nalen Seite, wenn die entsprechenden Ecken

des Polyeders M benachbart sind.

X, ,X

LIPS

d) Die Funktion @,(X) (bzw. @4(\)) aus (3.3) ist linear iiber jeder Menge VU,

(bzw. @A), (i = 1,...,N) und es gilt

(3.6) oi(M) =Y x4, fir Ae®A, (i=1,...,N),
a=1
0N =Y x4, fir hePA; (i
1

a=

1, ... N).

5) Es gilt
AeMUA < —he@A;, (i=1,...,N).

6) Die Funktion ¢,(L) (bzw. @,(N)) ist stetig, stiickweise linear und konkav

(bzw. konvex) iiber der Menge A, (bzw. A).

Beweis. Fir & = 0 ist M;5(0) = My (0) = M und da M + O vorausgesetzt

wird, folgt daraus und aus (3.2) 0 € 2, 0 € A, und daher
(3.7) A +0, Wy +0.

Das duale Problem zu dem Problem

(3-8) min {f,(x)}! (bzw. max {f;(x)}!)
xeM xeM
ist das Problem®)
(3.9 max {g(u)}! (bzw. min {g(u)}!)
uedt((2) ueN2 (1)
mit
(3.10) g(u) = i bu, ,
(3.11) N0) = (ueEy|Y auty £ 4 (o= 1, .. m)}

N,(A) = {ueE,]| Zlamu, 2l (e=1,...n)}.

Nach dem Dualititssatz®) ist das Problem (3.8) genau dann 1sbar, wenn das ent-

4) Siehe z. B. [2], Seite 143.
5) Siehe z. B. [2], Seite 145.
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sprechende duale Problem (3.9) I6sbar ist. Daraus folgt nach (3.2)

(3.12) A, = {Le’E,| max {g(u)}! 16sbar},
ueN (1)

1

A, = {he’E,| min {g(u)}! l6sbar} .
ueN (A

Definiert man
‘glut,u7) =Y bu + Y —bu,,
r=1 r=1

m m
'R, (1) = {(ut,u", W)€ Eppi| Zlamu:r + zl—a,.au: +w, =4,
r= r=

' u w20, (r=1...,ma=1..,n)},

N0 = {(utu, W) e Eypin| Y ant,” + Y —ayu; — W, =1,
r=1 =1
ulu w20, (r=1,...,m a=1,..,n),
so gilt offenbar fiir das Problem

(3.13) max  {'gu*,u7)}! (bzw. min ){’g(u*, u’)})

(ut,u”,weN1(R) (ut,u~,weNa(a

die Aquivalenz
max {g(u)}! Iosbar! <>  max  {g(u*,u”)}! 1&sbar
ueMi(d) (ut,u~,weNi(R)

(bzw. min {g(u)}! 16sbar <> min  {’g(u*, u”)}! losbar) °).
ueM2(2) (u*,u~,w)eN2(2)

Daraus und aus (3.12) folgt

A ={re’E,|] max {'gu*,u)}! losbar},
(ut,u~,we'Ni(2)

A, ={re’E,|] min {g(u*,u")}! losbar} .

(ut,u”,we'N2(2)

Da das Problem (3.13) in sogenannter Gleichungsform vorgegeben ist, kann man
hier die Ergebnisse aus der Arbiet [1], die so eine Art von parametrischen Problemen
angeht, benutzen. Wegen (3.7) gilt nach [1], Satz 2,

W, = {Le’E,|'®(A) +0}, Ay ={Le'E,|'RQ)+ 0}

und nach [1], Satz 5, stellt jede der Menge ,, 2, einen n-dimensionalen polyedri-
schen Kegel in 'E, mit einem Scheitel im Koordinatenursprung O = {0, cn 0} in'E,
dar.

6) Siche z. B. [2], Seite 99.
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Man iiberzeugt sich leicht, dass das duale Problem zu dem Problem (3.13) eben
das entsprechende Problem aus (3.8) ist. Nach [1], Satz 5, Beh. (2) — wegen I =+ ¢ —
und Beh. (3) gilt die Behauptung (2) unseres Satzes.

Aus (3.4) folgt unmittelbar die Behauptung 3).

Wendet man auf die Probleme (3.13) den Satz 6, [1], an, so gilt nach diesem Satz
und aus dem Dualititsprinzip im Falle dim 9% = 1 die Behauptung 4). Falls
dim MM = 0 und daher M = {,x} gilt, so ist nach [1], Bemerkung 10

A = A, ='E,, ¢,(A) = ¢,(A) = Zloxala (L e'E,)

und die Einteilung der Menge 21, (bzw. 21,) ist in diesem Fall eine triviale Einteilung.
Auch in diesem Fall besteht die Behauptung 4).

Die Behauptung 5) folgt unmittelbar aus der Beschreibung (3.5) der Mengen
wgr, @, (i = 1, ..., N).

Nach [1], Satz 8 und wegen der Dualitit der Probleme (3.13), (3.8) nach dem
Dualitatsprinzip ergibt sich die restliche Behauptung 6) des Satzes.

Satz 3. Fiir die Menge S aus (1.11) gilt
(3.14) S="E,, —(U,0U,),

wobei
U, = {(7\-, l‘) €'E, iy | hely, p < ([)1()‘-)} ’

Uz = (b 1) € Epus | 1€ 2, 1> 92(1))

ist, wobei die Mengen U, N, und die Funktionen ¢,(A), ¢,(A) die Bedeutung aus
(3.2) und (3.3) haben.

Beweis. Es sei (b, po) € S beliebig fest gewihlt. Nach (1.11), (1.12) ist dann
S(oM) #+ 0, po € S(oA) und es gilt daher nach (2.5)

(3.16) o1(oM) < po £ 05(0)) .

Wir werden nun fiir die Elemente a,(o}), 0,(p)) aus (2.3) die in (2.4a) bis (2.4d) an-
gefiihrte Moglichkeiten unterscheiden:

a) Falls fiir ,(yA), 0,5(,A) die Mglichkeit (2.4a) vorkommt, d. h. falls
o1(oh) = m‘; {fu®)} > 03(oh) = m;’; {f(®)}
gilt, so folgt daraus und aus (3.1), (3.2), (3.3)

oheU;, he,, 901(07") = 01(0;") 5 ‘Pz(lo) = 0'2(01) .
Daraus und aus (3.16) folgt nach (3.15)

‘P1(07~) Spo = (P2(07~) = (07% Ho) ¢ (U1 v U2)~
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b) Falls fiir o,(y}), 05(o}) die Méglichkeit (2.4b) eintritt, d. h. falls
oi(o}) = =0, 0y(oh) = I’f‘g’: {fa(x)}
gilt, so ergibt sich daraus nach (3.1), (3.2), (3.3)
oMW, heWy, @y(oh) = a5(o)) .
Daher folgt zuerst nach (3.15) (oA, o) ¢ U; und nach (3.16) (wegen ¢,(oh) = o)

(oM 110) ¢ U,. Es gilt daher wiederum (o), po) ¢ (U, L U,).

¢) Im Falle (2.4c) lasst sich auf dhnliche Weise beweisen, dass ebenfalls (o), 1) ¢
¢ (U, U U,) gilt.
d) Im Falle (2.4d), d. h. falls

o1(oh) = —00, a,(ph) = ©
gilt, folgt daraus nach (3.1), (3.2), (3.3)
oh WA, Mg,
und daher nach (3.15) ist (,A, po) ¢ (U; U U,). Hiemit haben wir die Inklusion
(3.17) S c'Epy — (U L U,)

bewiesen.

Es sei anderseits (oA, o) € 'E, — (U; U U,) beliebig festgewihlt. Es gilt daher
(os p1o) ¢ (U L U,). Daraus und aus der Definition (3.15) der Mengen U, U, erge-
ben sich die vier folgenden Méglichkeiten:

a) Im Falle oA ¢ 9, o ¢ U, ist nach (2.3), (3.1), (3.2) a,(ph) = — 0, 6,(o}) = ©
und nach (2.5) gilt u e S(,)) fiir jede Zahl i und daher auch pg € S(oh). Daraus und
aus (1.11) folgt (oh, po) € S.

b) Falls oL ¢ A, ohe Ay, wo < @1(o)) so tritt fiir die Elemente 6,(oh), 0,(oh)
die Moglichkeit (2.4b) ein und nach (3.3), (2.5) gilt dann fiir jedes pmit u < a,(oh) =
= @,(oh) zugleich pe S(yA). Es ist also auch pg € S(oA) und daher nach (1.11) ist
(oM, Ho) € S.

c) Falls gh € Ay, py = ¢,(oh), oh ¢ U, so folgt daraus in dhnlicher Weise wie im
Falle b), dass (ok, o) € S ist.

d) Im Falle gk € Ay, pto = @4(oL), oh € Wy, to = @5(o)), kommt fiir die Elemente

1(o}), 7,(o) die Méglichkeit aus (2.4a) in Frage, wobei @;(oh) £ pto = ¢2(o}) gilt.
Nach (3.3), (2.5) gilt aber

‘71(07") = 901(07») sp=s ‘Pz(ok) = ‘72(07“) = UE S(O)") :
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Daher gilt auch p, € S(oh), woraus nach (1.11) (4}, go) € S folgt. Es gilt daher die

Inklusion
By — (U0 U,) 8.

Aus dieser und aus (3.17) ergibt sich die Behauptung (3.14) des Satzes.

Satz 4. Die Mengen U,, U, aus (3.15) haben die folgenden Eigenschaften:
a) U, #Q,Uz #0,U1F\U2 = 0;

b) U, (bzw. U,) ist ein (n + 1)-dimensionaler polyedrischer Kegel in 'E, | mit
einem Scheitel im Koordinatenursprung 'O = (0, ...,0) in 'E, , ;

¢) Esgilt

(A" #)e Ul Q(_)"’ —M)E UZ 5
d) '0¢U, '0¢U,;
e U™ c U, U < U,.

Beweis. Da das Polyeder M aus (1.1c) im Falle dim 9% > 0 stets Ecken und Kan-
ten besitzt, setzen wir in diesem Falle voraus dass x, (i = 1, ..., N) alle Ecken des
Polyeders M sind. Im Falle dim M = 0 ist M = {,x}. Wir wollen nun die drei fol-
genden Mdglichkeiten unterscheiden

1) M = {ox};
2) M beschrankt, dim M > 0;
3) M unbeschrinkt.

Im Falle 1) definieren wir
(3.18) Ay ={(M p)€'Eysy |a;”10xa11 —u>0},
Ay = {(M p)€'Eyy, |a;"10xm,1a —u<0}.
Nach dem Beweis der Behauptung 4) aus Satz 2 gilt in dem betrachten Fall
Ay = Ay ="E,, ¢d) = @,(2) =aZ::10xalq , (he'E).

Daraus und aus (3.18) folgt
Ay = {0 p)e'Epyy | My, p < o(N)],
Ay ={(M p) e 'Epiy | LWy, > @r(M)}
und daher nach (3.15) ist

(3.192) Ui =A4; ={(hp)€'Eprv | oXAe — 1> 0},
a=1
U2 = AZ = {(l” ,U,)E /En+1 Izloxaz/'{a - U < 0} .
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Offenbar ist

(3.19b) U, ={MneE,, |Zl°x“)"“ —pz0},

Uz = {(h b € Ens 1 | £ o¥eke = n 2 0.

Die Mengen U,, U, aus (3.19a) sind offene Halbraume in ‘E,,; mit U; n U, = 0.
Es gilt daher die Behauptung a) des Satzes. Nach (3.19b) sind U, U, abgeschlossene
Halbrdume die den Koordinatenursprung 'O als ihren Scheitelpunkt enthalten,
woraus die Behauptung b) folgt. Die Behauptung d) folgt aus (3.192). Aus (3.19a,b)
ergibt sich U; = U, U, = U5 und daher gilt die Behauptung ) des Satzes. Hiemit
ist der Satz 4 fiir den Fall 1) bewiesen worden.

Im Falle 2) ist M beschrinkt, dim M > 0, x (i = 1, ..., N) sind alle Ecken des
Polyeders M. Wir definieren hier

(3.20) A, = {( u)e'E"+1|Zlixaia —u>0(i=1..,N)},

A, ={Mp)e ’Enﬂlzlilea —pu<0(i=1,..,N)}.

Nach der Behauptung 2) Satz 2, gilt
(3.21) A, = A, = E,

und daher ist die Funktion ¢,()) (bzw. ¢,(})) aus (3.3) nach der Behauptung 6) des-
selben Satzes konkav (bzw. konvex) iiber 'E,. Nach Satz 2, Beh. 4) d) gilt weiter

(3.22) o) =) x4, fir Le®A, (i=1,..,N),
=1

oa(A) =Y x4, fir Le®A; (i
1

a=

I
-
2

Es sei (A, p') € 4y (bzw. (X, ') € A,) beliebig fest gewihlt. Es gibt dann mindestens
ein je{l,...,N} mit X e ®DUA; (bzw. X’ € PA;) und daher nach (3.20), (3.22) ist

Y Xehe — @ >0 (bzw. Y x A, — p < 0),
1 a=1

a=

o, (V) = Zl Xahe  (bzw. @y(1) = Zl Ka) -
Daraus folgt
W< o(M) (bzw. @’ > @,())),

woraus und aus (3.21), (3.15) (\', ') e U, (bzw. (X', i) € U,) folgt. Es gilt daher die
Inklusion

(323) Ay cU; (bzw. 4, < U,).
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Falls anderseits (A, p1) € Uy (bzw. (1A ) € U,) beliebig ist, so ist nach (3.15)

(3.24) Aeq, < @i(1h) (bzw. A ey, uy > ¢,(;0),

wobei (3.21) gilt. Nach Satz 2, Beh. 4, gibt es mindestens ein Index j € {1,..., N} in
der Weise, dass ;A e (W, (bzw. % € ¥ ) und zugleich

(1’1(17") = lexu l’la (bZW- (/’2(17~) = Z iXa Ma)
a= a=1
gilt. Daraus und aus (3.24) folgt
(3.25) Y iXg 1 = My >0 (bzw. Y x4, — py < 0).
a=1 a=1

Es sei nun i€ {1, ..., N}, i # j, und ;A € DA (bzw. ,1 € PA™). Da nach Satz 2,
Beh. 6) ¢()) konkav (bzw. ¢,() konvex) iiber ‘E, ist, so gibt es einen Punkt A* € )9,
(bzw. A* € DAY A* & A, in der Weise, dass

(3.26a) M=oy Atoyh, oy toay=1, a,>0, 0,20

und
(3:26b) ¢,(3*) Z a; ¢;(11) + %3 @1(GA)  (bzw. @,(A*) < oy @x(41) + % P2(51))

gilt. Da wegen jAe A, ,he®U, rxe Wy, (bzw. ke @A, sk e @,
A* e @) (nach Satz 2. Beh. 4) d))

n

(pl(l)") = lexa 1’10: H (p1(2)“) = Z ixa 2/1«1 > (pl()“*) = Z ixnz}';k
o= a=1 1

a=

(bzw. @,(;2) = lexz has 9260 =Y X, 00, @A) = Y x,0¥)
a= a=1 a=1

gilt, folgt daraus und aus (3.26a,b)

n n n n n
*
Z ixala = 04 Z X 1/101 + o Z Xy Zla g 0y Z X lla + oy Z iXq Zj’a
a=1 a=1 a=1 a=1 a=1
n

n n n n
(bzw. Y x AF = ay Zl,-x,, 1A + 0y Zlixd e SN Xy qdy + A Y X, 2Ag)
= a= a=1 a=1

a=1

d. h. es ist

n
Z X, 1 e =
a=1

DM =
L

n n
Xa 14 (bzw. Y Xy 1he £ Y Xe 14q) -
a=1 =1
Daraus und aus (3.25) ergibt sich ‘

(3.27) Zlixa 1A > g (bzw. D Xg 1Ay < H1)
a= a=1
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und zwar fiiralle i € {1, ..., N}, i # j. Aus(3.27), (3.25) folgt nach (3.20) (;A, ) € 4,
(bzw. (A, pt)) € 4,). Da aber (42, py) € U, (bzw. (|, py) € U,) beliebig war, folgt
daraus

UycAdy, U,c A,

und daher ist nach (3.23) U, = A, U, = A4,. Es gilt daher

Il

—

Z
~
—
-

(3.28a) Uy ={(hp) € Epsy | Y Xahy — >0 (i
a=1

I
\‘P—‘

=z
N—
-

U, = {()"9 1) €'Eyyy Izlix“j"‘ —u<0(i

Man sieht leicht ein, dass Uy # 0, U, + 0, und U, n U, = @ ist. Da U, (bzw. U,)
ein nichtleerer Durchschnitt offener Halbrdume in 'E, ., ist, folgt daraus, dass U,
(bzw. U,) konvex mit dim U; = n + 1 (bzw. dim U, = n + 1). Die Mengen

(3.28b) Uy ={MpeEyy|Y Xeke — =0 (i =1,....,N)},
a=1

Il

—

2,
SN
-

U, = {(Mp)e'Epiy |Zl,.x“/1, —u=0(i

sind dann offenbar (n + 1)—dimensionale polyedrische Kegel in 'E,,,; mit einem
Scheitel im Koordinatenursprung 'O in 'E, . ;. Aus (3.28b) ergibt sich die Behauptung
c) des Satzes, die Behauptung d) folgt aus (3.28a), die Behauptung ¢) dann aus
(3.28a,b).

Im Falle 3) ist M unbeschrénkt. Sind — wie im Fall 2) — x (i = 1, ..., N) alle
Ecken des Polyeders 9 und “h (v =1,..., s) alle unbeschriankten Kanten von 9,
*h = ("hy, ..., "h,) ein Vektor in der Richtung der unbeschrinkten Kante “h, so de-
finieren wir

n

Ay ={M pe'E,, l;“hazz 20(v=1..5), Zlixaia— w>0 (i

L,...N)},

A, ={(Mp)e'E,y |Z;h“’1“ S0(v=1..,5), Zl,.xa,la— p<0(i=1.,N)}.

Nach Satz 2, Beh. 2), gilt dann

n

Ay ={(M p)e'E, | 2e,, Zlix,,z;, —u>0(i=1,..,N)},

n

Ay ={(Mwe'Eyy | heWy, Y Xedy —pu<0(i=1,..,N)},
a=1
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und auf dhnliche Weise wie im Falle 2) lasst sich zeigen, dass 4, = Uy, 4, = U,
gilt, d. h.

(3.29) U ={hp)e'Eyi|Y 2 20, (v=1,...5),
a=1

Y Xhy — >0, (i=1,..,N)},

a=1

U, = {(k,,u)e’E,,“|Z”ha/1,l <0, (v=1,...,5),
a=1

Y Xk — <0, (i=1,..,N)}.

a=1
Aus der Beschreibung (3.29) der Mengen U,, U, erhilt man in dhnlicher Weise wie
im Falle 2) leicht alle Behauptungen a) bis €) des Satzes.

Bemerkung 2. Im Beweis des Satzes 4 wurde mehr bewiesen, als der Satz verlangt,
und zwar wurde hier eine explizite Beschreibung der Mengen U,, U, abgeleitet
((3.19a), bzw. (3.28a), bzw. (3.29)). Die Beschreibungen (3.19a), (3.28a), (3.29) der
Mengen Uy, U, in den im Beweis des Satzes 4 diskutierten Fallen 1), 2), 3) kann man
einheitlich zusamenfassen, indem man definiert:

G sei die Menge aller Ecken des Polyeders M. (Falls M = {,x} ist, so soll der Punkt
ox als die einzige Ecke von 9 betrachtet werden. Wegen M =+ @ ist G =+ 0).

H sei die Menge aller unbeschriinkten Kanten h des Polyeders M. (Falls 9% be-
schriankt ist, so ist H = @, sonst H + (2)). Es gilt dann in allen im Beweis des Satzes 4
betrachteten Fallen :

(330) Uy ={(Mp)eEpry| X hde 20, Y x4 — >0, heH, xeG},
a=1

a

B £M=

U, ={(h p)€'E,;, lzlhala <0, leal‘, —pu<0, heH, xeG}.

Bemerkung 3. Aus dem Satz 4, Beh. b) und c), ergibt sich, dass die Menge
U, v U, =U, U U, ein polyedrischer (n + 1)-dimensionaler Doppelkegel in ‘E,,
der eine Symmetrie beziiglich des Koordinatenursprungs ‘O in 'E, , ; ausweist, ist.

Bemerkung 4. Die Menge S aus (1.10) ist offenbar eine zusammenhéngende Men-
ge in 'E, , ; sie ist jedoch allgemein weder konvex noch abgeschlossen in 'E, , ;. Dies
ergibt sich aus den im Satze 4 beschriebenen Eigenschaften der Mengen U,, U, und
aus (3.14). Durch die Sétze 3 und 4 wurde die Menge S hinreichend charakterisiert
und nach Bemerkung 2 gibt es auch eine Mglichkeit die Menge S in einem konkreten
Fall zu berechnen.

Durch den Satz 3 wurde bewiesen, dass fiir (A, u) € U, U U, das Problem (1.7)
unlosbar ist.
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4. CHARAKTERISTIK DER MENGE %

Im vorigen Abschnitt 3 wurde die Menge S = {(A, p) € 'E,.; | (X, 1) + 0} cha-
rakterisiert und zwar in dem Sinne, dass man die Bedingungen fiir (x, y), fiir welche
M(k, 1) + O explizit angefiihrt hat. Falls uns auch die Bedingungen fiir (A, x), unter
welchen die Restriktionsmenge aus dem entsprechenden dualen Problem nicht leer
ist, bekannt wiren, so wiirden diese Bedingungen mit den erwidhnten Bedingungen
aus Abschnitt 3 — nach dem Dualititssatz — ein System von Bedingungen fiir (), y)
angegeben, unter welchen das Problem (1.7) 16sbar ist.

Das zu dem Problem (1.7) duale Problem ist das Problem

(4.1a) min {g,(u)}!
ueR(2)
mit
(4.1b) g,(u) = Zlb,u, + Uty
(4.1¢) NA) = {WeE,iy | Yty + Ay 2 ¢, (x=1,..,n)}.
r=1

Das Problem (1.7) ist also genau dann 18sbar, wenn zugleich M(A, p) =+ 0, R(A) + 0
gilt. Daraus und aus (1.9) folgt daher

A= {(A p)e'Eyrq | MO, p) + 0, NO) + 0} .
Fithren wir die Menge
(4.2) T={re'E,|N() + 0}
ein, so gilt fiir die Menge U aus (1.9)
(4.3) A ={Ap)e'E,i|(hp)eS, LeT}.

Da die Menge S im Abschnitt 3 hinreichend charakterisiert wurde, wollen wir nun
eine geeignete Charakteristik der Menge T finden um nachher — nach (4.3) — die
Menge A charakterisieren zu konnen.

Hilfsatz 1. Definiert man
(44) gt*()") = {(ll+,ll—, Um+1s E,)G E2m+n+1 | Zlaraur*- + Zl— araur_ - ga =

=Cp = Agprys U u 20,620 (=1,..,nr=1,..,m)},
so gilt
4.5 NO) + 0= N*RQ) + 0.
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Beweis. Falls R()) + 0 und i € R(A) ist, so gilt nach (4.1c)

(46) Z araar g Cy — )'aam+1 ((X = 1, ey n) .
r=1
Definiert man
(4.7) 4, =max(0,%,), & =max(0,-&) (r=1,..m)),
SO ist
(43) i, =& — a7, @587 20 (r=1,..,m),

und durch Einsetzen in ( ) erhalt man

m

Ma
M

rally 2 Cp = Agllmiy (“—1 )

r 1 r=

Definiert man noch
(4.9) Ce=2ad + Y —a,il; — ¢+ Ayl (x=1,..., n),
r=1 r=1
so ist & 20 (x=1,...,n). Fir den Punkt (", ", 41, &) € Espynsy gilt dann
nach (4.4), (4.9) offenbar (&*, @7, @, 1, §) € M*(L) und daher N*(A) * 0.
Falls anderseits M*(A) & @ und (&%, &7, 4, &) € N¥(R) ist, so gilt nach (4.9)

m m
(410) zama: + E —armar_ - Ecz =C; — )“aam-#l 5 ﬁ:-’ a,._ ; 0, éu g 0,
r=1

Definiert man

so folgt aus (4.10)

m
Zaraar — Gg = Cq — 'laﬁm+1 ’ 61 =20 (a =1,.., n)
r=1
und wegen &, = 0 (x = L, ..., n) ist weiter
m
Yoty 2 ¢ = Ay (@ =1,..,n).

r=1

Daraus und aus (4.1c) folgt & € 9(A) und daher R(L) + 0. Hiemit ist der Hilfssatz 1
bewiesen worden.

Aus (4.5), (4.2) folgt T = {L € E, | ®*()) + 0} und daher nach (4.4) ist
(4'11) T= {A‘ € /En l Up s liaz =Cg — Z araur+ - Z rau + 611 s
r=1 r=1
ufu, 20, E620(r=1,...,ma=1,..,n)}.

r
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Satz 5. Es gilt
(4.12) ‘ T='E,

genau dann, wenn das Problem (1.1a), d. h. max {f(x)}! Iosbar ist.
xeM

Beweis. Falls T = 'E, ist, so ist auch oA = (0, ..., 0) aus T und nach (4.2), (4.1c) ist

(4.13) N = ek, |Y autty = ¢, (0 =1,....,n)} + 0.

r=1
Das duale Problem zu dem Problem (1.1a) ist nach (1.1b,c) das Problem
(4.14a) min {g(u)}!

uE‘R
mit
(4.14b) g(w) =Y bu,
r=1

und mit
(4.14¢) N="{ueE,|Yal=c (a=1..n)}.

r=1

Daraus und aus (4.13) folgt R = 0. Da MM + @ vorausgesetzt wurde und N + 0 ist,
ergibt sich daraus nach dem Dualitédtssatz, dass die dualen Probleme (l.la) und
(4.14a) zugleich 18sbar sind.

Falls andereseits das Problem (1.1a) 16sbar ist, so ist das zugehérige duale Problem
(4.14a) ebenfalls 16sbar und daher ist 9% + Q. Es sei fi € 9 und ;A € 'E, beliebig. Nach
(4.140) gilt

Cp — Zamﬁ, <0 (oc =1,..., n)
r=1
Definiert man %, = max (0, 4,), 4, = max (0, —4,) (r = 1, ..., m), so gilt
m m
(4.15) ¢ — X agl) =Y —a,a; <0, 4f, 4 20,
r=1 r=1
(a=1,...mr=1,..,m)
Setzt man
m m
(4.16)  upyy =0, (&= —c,+ Y a,b + Zl— a i, (a=1,...,n),
r=1 r=
so ist

m
~t "
Up+1 l'la =0= Cy — Zaraur - z —ayll, + lirx
r=1

r=1
(x =1, o n),

wobei 4,47 20, £, 20 (r=1,...,m; a« =1,...,n) nach (4.15), (4.16) gilt.
Daraus und aus (4.11) folgt ;A e T. Da ;A €E, beliebig war, ergibt sich daraus
T = 'E,. Hiemit ist der Satz 5 bewiesen.
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Bemerkung 5. Falls das Problem (1.1a) unldsbar ist, so ergibt sich aus dem
Dualititsprinzip 9t = 0 (wo 9 aus (4.14c) ist), da M + ¢ vorausgesetzt wurde. Wire
nun X € T ein solcher Punkt, zu dem #,,; mit #im+1 = 0 existiert, so gibe es nach
(4.11) einen Punkt (&%, @, 41> &) € Ezmipsq mit

m

m
T o~ « 4 —— >
j'(lum‘"l =0= Ca — Zamu" - Z —au, + éqs
r=1

r=1

r=1 r=1
und wegen &, 2 0 (x = 1,...,n)
m m
ot o
Al + Y = a,d, 2 ¢ (x=1,...,n)
r=1 r=1
Definiert man @, = 4, — @, (r = 1, ..., m), so wiirde

sein und daher nach (4.14c) i€ N. Dies steht aber im Widerspruch mit %t = 0.
Daraus folgt, dass im Falle, wo das Problem (l.la) unlgsbar ist, in der Beschreibung
(4.11) der Menge T nur Zahlen u,,4 { mit |u, 4| > 0 in Frage kommen.

Hilfssatz 2. Falls das Problem (l.la) unldsbar ist, so gilt fiir die Menge T aus
(4.11)

(4.17) T=TuT
mit
(418) T ={re'E,|1, = wots — iamw, + fp wo >0, 7, 20,
w, € (— o0, ), (r_= Lomya=1,..,n)}
T" = {he'E,| 4 = 0o(—c,) +'§:jlamwr — Ml Wo >0, 7, 20,

w, € (— o0, ©), (r=1,..oma=1.. n)},

wobei
(4.19) heT < —heT”
gilt.
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Beweis. Da nach Voraussetzung M = @ und das Problem (1.1a) unldsbar ist,
folgt daraus nach dem Dualititssatz, dass die Restriktionsmenge 9t aus (4.14c) des
zu dem Problem (1.1a) dualen Problems (4.14) leer sein muss. Es gibt daher keine
Zahlenu," 2 0,u” 20,5, 20(r=1,...,m; « = 1,...,n) mit

(4.20) G — Y gl + Y apu +E =0 (a=1,..,n),
r=1 r=1

denn sonst wiirde aus (4.20)

folgen und daher wire u € 9N, was ein Widerspruch ist. Daraus und aus der Beschrei-
bung (4.11) der Menge T folgt unmittelbar, dass fiir den Koordinatenursprung O

in'E,
0¢T

gilt, und weiter (auch nach der Bamerkung 5), dass die zu einem Punkt A € T zuge-
hérige Zahl u,, . ; die Eigenschaft

(421) Upt 1 +0
hat. Wegen (4.21) kann die Menge T aus (4.11) in zwei Teilmengen
T'={AeT|ups; >0}, T ={reT|uu, <0}

eingeteilt werden und aus (4.11) folgt dann

, , 1 n ut n u’ 1
(4223) = xEEﬂlj'“: cd—zara—+zara + éa,
Um+1 r=1 Upyy r=1 Uppy Upiy
Upirr 5 u” 20,620 (r=1,...,m a=1,.., n)},
(4.22b)
m + m -
refienin- - o S (- 25) - Be (- ) -
Um+1 r=1 Um 1 r=1 Um+1
- ! éa’ “Um+1s u:: ur+goa iazo(r=1""’m; a=1:---’n)}-
“Unm+1
Setzt man
+ -
L v, o= L (r=1,..,mya=1,..,n)
Umn+1 Un+1  Umst Um+1




in (4.22a) und

1 ut u- &
= Wy » wr=—_'_+ . s MNa = — . (r
Umt1 Un+1 Um+1 Um+1

in (4.22b), so erhélt man daraus die Beschreibung (4.18) der Mengen T', T”, woraus
ihre Eigenschaft (4.19) folgt.

Hilfssatz 3. Jede der Mengen

(423) Tl = {}‘E lEn l 'la = woca - Z amwr + Nas Wo g 07 Na g 0
r=1

stellt im Falle W = 07) einen n-dimensionalen polyedrischen Kegel mit einem
Scheitel im Koordinatenursprung O in 'E, dar, wobei

(4.24) AeT, < —reT,
gilt. Die Menge
(4.25) *T, = {heE,| ilcaza <0, ilam’l“ =0,4=<0, :
(r=1...m a=1,...,n)},
(bzw. *T, = {Lh€'E, | ilcllz =0, ilam/lm =0,4,20,
(r=1,...,m; a=1,...,n)})
stellt den zu dem Kegel T, (bzw. T,) polaren Kegel dar, der mindestens eine Kante

besitzt. Falls "k (v =1, ..., ¢) alle Kanten des Kegels *T, und k = {’k,, ..., "k,}
ein Vektor in der Richtung der Kante “k ist, so gilt

(4.26) T, ={Le'E,|Y "k, =0 (v=1,...,0)},
a=1 .
T, ={he'E,|Y k=20 (v=1,..,0)}.
a=1

7y D.h. im Falle, wo das Problem (1.1a) unlosbar ist.
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Beweis. Aus der Definition (4.23) der Mengen T;, T, folgt unmittelbar, dass sie
polyedrische Kegel mit einem Scheitel O in 'E, darstellen, wobei der Kegel T, die
Punkte (0, ..., 0), (1,0,...,0),...,(0,...,0,1), der Kegel T, die Punkte (O, ..., 0),
(-1,0,...,0),..,(0, ...,0, — 1) enthilt. Daraus folgt dim Ty = dim T, = n. Aus
(4.23) folgt ebenfalls, dass die Kegel Ty, T, den linearen Unterraum

m
(4.27) oL={re'E, |2, =Y a,0,, oe(—wn,x),
r=1

(r=1,...m a=1,..,n)}
enthalten.
Die Eigenschaft (4.24) folgt unmittelbar aus (4.23). Offenbar gilt auch

m m
Tl = {}'elEn | ;L-z = cDOCa + Z(_arz) (Dj + Zamw: + '7.1 k]
r=1 r=1
w0 0, 20, 7,20 (r=1,...,ma=1,..,n)}.
Daraus folgt dann die Beschreibung (4.25) des polaren Kegels *T; und da wegen (4.24)
(4.28) Ae*T, < —he*T,

gilt, ebenfalls die Beschreibung des Kegels *T, aus (4.25).

Da die Variablen 4, (@ = 1, ..., n) in der Definition (4.25) des Kegels *T; (bzw.
*T,) vorzeichen-beschrénkt sind, ergibt sich daraus, dass dieser Kegel keine Gerade
enthilt und deshalb besitzt der Kegel *T; (bzw. *T,) eine einzige Ecke, die dann mit
dem Koordinatenursprung O in 'E, zusammenfallt.

Wire Ty ='E,, so wire auch T{" ='E,. Da aber nach (4.23), (4.18) T" > T;™ gilt,
wire dann ebenfalls T’ = 'E, und nach (4.19) zugleich T” = 'E,. Daraus und aus
Satz 5 wiirde sich ergeben, dass das Problem (1.1a) losbar ist, was unserer Voraus-
setzung widerspricht. Es gilt daher T, #+ 'E,, woraus dann folgt, dass der polare
Kegel *T; zu dem Kegel T; sich nicht auf einen einzigen Punkt — in unserem Fall
auf den Punkt O — reduzieren kann. Daraus folgt dim *T; = 1 und wegen (4.28)
ebenfalls dim *T, > 1. Da O die einzige Ecke des Kegels *T; (bzw. *T;) ist und
dim *T; = dim *T, > 1 gilt, ergibt sich daraus, dass der Kegel *T; (bzw. *T5)
mindestens eine Kante besitzt.

Es seien *k (v = 1, ..., @) alle Kanten des Kegels *T;, "k = (ky, ..., ’k,) ein Vektor
in der Richtung der Kante *k. Aus den bekannten Eigenschaften des polaren Kegels®)
ergibt sich die Beschreibung (4.26) des Kegels T;. Wegen (4.28) folgt dann daraus die
Beschreibung des Kegels T, aus (4.26).

Hilfssatz 4. Unter der Voraussetzung Mt = 0 gilt

(4.29) Y keea 0 (v=1,...,0)

a=

8) sieh z. B. [1].
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wo 'k (v =1,..., Q) die Kantenvektoren aus dem Hilfssatz 3 sind. Definiert man die
Hyperebene

(4.30) R, = {Le'E,|Y ¢y = 0}
a=1
in 'E, und fithrt man die Indexmenge

(4.31) I ={ve{l,...,o} |’k ¢R}, I, ={ve{l,..,0} | keR}

ein, so gilt
(4.32) Y Yk < O<>vel,.
a=1

Beweis. Aus (4.23) folgt, dass der Vektor ¢ = {c,} der Menge T, angehdrt.
Daraus und aus (4.26) folgt unmittelbar die Behauptung (4.29). Die Hyperebene R,
aus (4.30) beriihrt offenbar der zu dem Kegel T, polaren Kegel *T;, wie es sich aus
der Tatsache, dass *T; der polare Kegel zu dem Kegel T, und ¢ eine Kante von T,
ist, ergibt. Die Hyperebene R enthélt deshalb mindestens eine Kante des Kegels *T.

Ist "k € R, und daher vel,, so gilt nach (4.30) Zc Yk, = 0. Andereseits, wenn
z ¢, 'k, = 0gilt, soist 'k € R_. Es gilt daher

a=
n

(4.33) Y ke, =0<vel,.
a=1
Daraus und aus (4.29) folgt (4.32).

Hilfssatz 5. Falls das Problem (1.1a) unldsbar ist und T', T" die Bedeutung aus
(4.18), die Vektoren "k (v = 1, ..., 0) die Bedeutung aus Hilfssatz 3 und die Index-
mengen I, I, die Bedeutung aus Hilfssatz 4 haben, so gilt
(4.34a) T = {he'E, | Y "kd, <0 fir vel,,

a=1

aglvkzla <0 fir vel,},

(4.34b) T" = {Le'E,| Y "k, >0 fiir vel,,
a=1

kA, 20 fiir vel,}.

™M=

1

a

Beweis. Wegen (4.19) geniigt es offenbar die Behauptung (4.34b) zu beweisen.
Wir definieren die Menge

(4.35) *T" = {he'E,| Y k4, <0 fir vel,,
=1

n

Y kA, £ 0 fir vel,}
a=1
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und wir werden zeigen — um den Satz zu beweisen — dass

(4.36) AT = T

gilt, wobei T" die Bedeutung aus (4.18) und *T” die Bedeutung aus (4.35) hat.
Es sei gk € T beliebig. Da aus (4.18), (4.23)

(4.37) T T,

folgt, gilt nach (4.26) 7

(4.38) Sk od £0 fir v=1,..,0.
a=1

Wegen ohe T’ gibt es nach (4.18) Zahlen wo > 0, (w,€(—00, ©), on, =0
(r=1..ma=1,..n)mit

m
Oﬂ’a = 0WCq — Z Apy 00, + ofa » (C( = 13 “eey n) .
r=1

Daraus und aus (4.38) folgt

n

(4.39) Y Yk, 0hg = oW Zlvk“C“ + Zl k[ — Zlam 0, + o] £ 0,

a=1
(v =1,..., Q).
Daraus folgt nach (4.32) wegen qw, > 0
(4.40) 0w Y. “kye, <0 fiir vel, .
a=1
Setzen wir voraus, dass es ein ¥ € I mit
(4.41) Y kg ohy =0
a=1

gibt. Unter dieser Voraussetzung folgt aus (4.39), (4.40)

m

(4.42) kol = Y pg 0 + o] > 0.
1 r=1

i =

Da aber der Punkt A mit

~

A‘a = - Zam 00, + oM, (O( = 1: EER) n)
r=1
nach (4.23) der Menge T, angehért, folgt daraus und aus (4.26)
N Vkohg =Yk [— Y 00, + ol,] SO fiir v=1,...,0,
a=1 a=1 r=1
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was im Widerspruch mit (4.42) steht. Die Voraussetzung (4.41) kann daher nicht
gelten und deshalb folgt daraus nach (4.38)

Y Ykyodg < 0 fiiralle vel,.
1

Aus diesen Ungleichungen und aus (4.38), (4.35) folgt (A € *T" und da oA € T’ be-
liebig war, so gilt
(4.43) T < *T' .

Falls anderseits oh € *T" beliebig ist, so gilt nach (4.35)

(4.44) Y kg ody <O fiir vel,, Y kol =0 fir vel,.
1 a=1

a=

Aus (4.35), (4.26) ergibt sich
(4.45) *T' < T,
und es ist daher oA € T;. Daraus und aus (4.23) ergibt sich die Existenz von Zahlen
0o = 0, gw,€(—00, ©), o1, 20(r =1,...,m; o = 1,..., n) mit
(4.46) 0de = 0WoCs — 2 dpy o, + oty (2 =1,...,1).
r=1

Falls g, > 0 ist, so folgt daraus nach (4.18) ¢k € T". Betrachten wir also noch den
Fall jw, = 0d. h.

m

(4.47) ode = — . g 00 + o, (0 =1,...,n).
r=1
Definieren wir
t Z vka O)a
(4.48) @=mn<{—*=Y _} mit festem t> 1.

Aus (4.48), (4.44), (4.32) folgt dann

(4.49) B>0.

Definieren wir weiter den Punkt *A = {*4,} folgendermassen:
(4.50a) *ly = 1[28¢, + 1[— iam 0@y + oty — 1]2dc,] .
Aus (4.50a), (4.47) folgt "~

(4.50b) 1, = 120(1 — 1) ¢y + todg (2 =1,...,1).
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Daraus folgt

n

(4.51) Yk ¥y = 120(1 — 1) Y "koey + 1Y "k ok -
a=1 a=1

a=1
Da nach (4.49) & > 0 nach (4.48) ¢ > 1 und nach (4.44), (4.32)

Zl"kac, <0, Y 'k ol <0 fir vel,
a=1

a=

ist, gilt
(4.52) 201 = 1) ke, >0, Y %k, 02, <0, vel,.
a=1 a=1
Aus (4.48) folgt
n _ Z vka: O)'a n )
20l — 1) ke, < 12 L2005 LY Ve, =
a=1 t — 1 " a=1
> Vkacy
a=1

= _1/2.@1v 2 ohe < —tzlvkaozla fir vel,,

woraus sich nach (4.51) die Abschitzung

(4.53a) Y k¥ < —tY kyohy + £ ks ody = 0 fiir vel,
a=1 a=1 a=1

ergibt. Aus (4.51), (4.33), (4.44) folgt weiter

(4.53b) Y kg ¥y = 1Y k0l SO fiir vel,.
a=1

a=1

Aus (4.53a,b) und aus (4.35) folgt dann *Ae*T’ und daraus weiter nach (4.45)
*A e T;. Wegen *A e T, gibt es nach (4.23) Zahlen *w, > 0, *o, € (— oo, ®), *1, =
20(r=1,...,mya=1,..,n),so dass

*Aa = *woca - Z am *wr + *na (a = l’ M n)
a=1
gilt. Daraus und aus (4.50b) folgt
(4.54) *WoCy = ). rg Y0, + ¥, = 1/26(1 — ) ¢, + tod, d.h.
a=1

toke = [*wo + 1/2(t = 1) &] ¢, = ¥ ap *o, + *n,, (= 1,...,n).
a=1

Setzt man noch

_ Yoo #1200 =16
t T

*

*
*95, ﬁa=—:’5 (r=1,...,m; a=1,..n),

a
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so ist wegen *wo = 0, & > 0,t > 1, %y, = 0(x = 1,...,n)
(4.55) 6>0, f, 20 fir a=1,..,n
und nach (4.54)

n
0he = DCy — Y. A, + i, (x=1,..,n),
e=1

wobei (4.55) gilt. Daraus folgt nach (4.18), dass oA € T” gilt. Da aber ¢ € *T" beliebig
war, folgt daraus weiter *T" < T’ und mit Hinsicht auf (4.43) ist dann T’ = *T".
Hiemit ist der Hilfssatz 5 bewiesen.

Satz 6. Falls das Problem (1.1a) d. h. max {f(x)}! unlosbar ist, so stellt jede der
Mengen xelt

*Tl = {)“e,Enlzlarala = 01 anlg é 0; )va é 0, (r = 1,...,m; o = 1,...,")} ,
a= a=1

*T, = {he'E,| Zlamz,, =0, Zlcala 20,2,20,(r=1,..,ma=1,..,n)}

einen polyedrischen Kegel in'E, mit dem einzigen Scheitel im Koordinatenursprung
O in 'E,, der die Eigenschaft dim *T; = dim *T, = 1 besitzt, dar. Falls *k (v =
=1,..., Q) alle Kanten des Kegels *T,; und k = {Vkl, e "k,,} ein Vektor in der
Richtung der Kantek ist, so gilt fiir die Menge T aus (4.11)

T= T,U TII
mit
n n
T = {he'E,| Y "k, <O fir vel,, ¥ *k, <0 fir vel,},
a=1 o=1
n n
T"= {Le'E,| Y "k, > 0 fiir vel,, ) kA, 20 fiir vel,},
a=1 a=1
wobei

I, ={ve{l,...,q} IZI”k,ca <0}, I,={1,....0} - I

ist. Fiir die Menge T gilt
T=T,uT,
mit

Il

L,..,0)},
1,...0)},

T, = {Me'E,| Z:kala <0 (v

T, = {Le'E,| Z:ka’lﬂ 20 (v

reT, < —reT,

und T stellt einen polyedrischen Doppelkegel in'E, mit den folgenden Eigenschaften
dar:
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1) T+ 'E,;
2) Der lineare Unterraum

Ly ={Me'E,|2, = Zlamu,, ue(—w,00) (r=1,...,m; a=1,..,n)}

stellt die Menge aller Scheitel des Doppelkegels T dar;
3) dim T=dim T = n;
4) T™c T

Beweis. Die Behauptungen des Satzes ergeben sich unmittelbar aus den Hilfs-
sitzen 2 bis 5, bzw. aus den Zwischenergebnissen in den Beweisen dieser Hilfssitze
und nach dem bekannten Satz iiber polyedrische Kegel®).

Satz 7. Falls I unbeschrinkt und “h (v =1,..., s) alle unbeschrdnkten Kanten
des Polyeders M sind, "h = {*hy, ..., h,} ein Vektor in der Richtung der Kante *h ist,
so gilt

max {f(x)}! 1osbar <=y “h,c, <0 (v=1,...,5).
xeM a=1

Beweis. Setzen wir zuerst voraus, dass max { f (x)}! unl6sbar ist. Der Kegel
m

X€e

(4.56) Q={AeE,|Ya,l,=04,20(r=1.,m a=1..n)}
a=1
stellt den polaren Kegel zu dem Kegel
(457) P={\eE,|ly=Yauu, —n, 120 (r=1..,m a=1,..,n)}
r=1

dar und nach (4.25) gilt
(4.58) *T,c Q.

Zwischen dem Kegel Q und dem Polyeder MM gibt es den folgenden Zusammen-

hang'®): Ein Vektor *h ist ein Vektor in der Richtung einer unbeschriankten Kante

von I genau dann, wenn er einen Vektor in der Richtung einer Kante des Kegels Q

darstellt. Da im Falle 9 =+ 0, max {/f(x)}! unlosbar, das Polyeder 9 stets unbe-
xeM

schrankte Kanten besitzt, so hat auch der Kegel Q aus (4.56) diese Eigenschaft. Be-
zeichnet man wiederum mit *h (v =1,..., s) alle unbeschrankten Kanten des Poly-

9) Falls ein polyedrischer Kegel einen d-dimensionalen linearen Unterraum (d = 1) als seine
Seite enthilt, so enthilt er keine Seite einer kleineren Dimension und der fragliche lineare Unter-
raum stellt die Menge aller Scheitel des betreffenden Kegels dar.

10y Siehe [1], Hilfssatz 5, wobei das urspriingliche Problem (3.8) auf das dquivalente Problem
(3.13) uberfihrt wurde, damit die Ergebnisse aus der Arbeit [1] benutzt werden konnten.
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eders M, *h = {*hy, ..., "h,} einen Vektor in Richtung der Kante °h, so gilt

(4.59) P={LeE,|Y hA 20, (v=1,..5)}
a=1

und nach (3.4) ist

(4.60) P=1A.

Wire nun ¢ = {c,} € P, so gibt es nach (4.57) Zahlen 4, € (— 00, 00), 7, = 0(r = 1, ...
camyo=1,..., n)mit

und daher ,

t]

m
Co é Z Arg

r-

Daraus und aus (4.14c) folgt i € 9 und daher ist 9t + 0. Da aber N die Restriktions-
menge des zu dem Problem (1.1a) dualen Problems und 9 =+ 0 ist, folgt daraus nach
dem Dualitéatsprinzip, dass das Problem (l.la) 16sbar ist, was der Voraussetzung des
Satzes widerspricht. Es gilt daher ¢ ¢ P und nach (4.60) ist ¢ ¢ 9,. Daraus und aus
(4.59) ergibt sich, dass die Indexmenge

(4.61) T ={ve{l,...s}| Y "h,e, > 0}
a=1

die Eigenschaft
I+ 0
hat.

Falls anderseits max {f(x)}! Iosbar ist, so ist 9% = . Daraus und aus (4.14c) ergibt
xeM

sich die Existenz von ii € E,, in der Weise, dass

(4.62) ¢ <Y a,i,, (e=1,...,n)
r=1
gilt, voraus die Existenz die Zahlen 7, = 0 (« = 1, ..., n) mit

Bemerkung 6. Es lasst sich zeigen, dass im Falle, wo das Probléem (l.la) unlGsbar
ist, fiir dic Menge T aus (4.11)

T=(T,vT,) - UR,

vely
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gilt, wobei

R, ={Me'E,|Y "k, =0}, vel,
a=1

diejenigen Hyperebenen sind, die den Vektor ¢ = {c,} nicht enthalten, jedoch in
welchen diejenigen Seiten des Kegels T, (bzw. T;) aus (4.26), die zugleich Seiten des
Kegels A, (bzw. ,) aus (3.2) sind, liegen.

Bemerkung 7. Durch Satz 6 und Bemerkung 6 ist die Menge T aus (4.11) in hin-
reichender Weise charakterisiert worden. Dies bietet ebenfalls gewisse Moglichkeit
der Bestimmung der Menge T'in konkreten Fallen.

Satz 8. Fiir die Menge

A = {(A, 1) € Enry | Mop( ) + 0}
gilt:

a) Falls das Problem (1.1a) d. h. max {f(x)}! [dsbar ist, so ist
xeM
A=37§,

wobei S die Bedeutung aus dem Satz 3 hat;

b) Falls das Problem (1.1a) unlésbar ist, so gilt
A= {Ap)eEyi|(Ap)eS, LeT},
wo T die Bedeutung aus (4.2) hat und durch (4.17), (4.34a,b) charakterisiert ist.

Beweis. Die Behauptungen a) und b) des Satzes ergeben sich aus (4.3), aus Satz 5
und Satz 6.

Bemerkung 8. Da im Abschnitt 3 die Menge S aus (1.11) hinreichend charakte-
risiert und die Menge T aus (4.2) in diesem Abschnitt ebenfalls auf Grund ihrer
impliziten Darstellung geeignet geometrisch interpretiert (und zugleich analytisch
beschrieben) wurde, ergeben sich daraus und aus dem Satz 8 die Grundeigenschaften
der Menge . Hiemit ist eine Charakteristik des Losbarkeitsbereiches 2 aus (1.9)
fiir das Problem (1.7) aufgestellt worden.

Die Frage der Losbarkeit des Problems

min {f(x)}!,
xeM(A,p)
sowie der Fall, wo die Restriktionsmenge 9 des urspriinglichen Optimierungs-
problems (1.1a) nicht in Gleichungsform vorgegeben ist, soll da nicht angegangen
werden, da man diese Falle in einfacher Art und Weise auf das oben betrachtete
Problem iiberfiithren kann.
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BEISPIEL

Betrachten wir ein konkretes Optimierungsproblem
max {f(x)}!
xeM
mit
f(x) = x; — 2x,,
M={xeE,| —x; +x, £4, 2x, + 5x, 2 10, x;, x, = 0} .

/]
/
£, /1
//
/1
/]
/|
4 Y4
2
\\
\\\ JC4
2
Abb. 1

Das gegebene Problem fithren wir auf ein aquivalentes Optimierungsproblem in
Gleichungsform iber, in dem wir der Menge It die Menge ‘I eindeutig zuordnen.
(Es ist klar, dass eine Kante von 9 eindeutig einer Kante von ‘9t zugeordnet wird.
Eine dhnliche Aussage betrifft auch die Ecken von 9t und sm)

M= {xeE,| —x; + X, + X3 =4, 2x; + 5%, — x4 = 10, xy, X5, X3, %4 = 0} .

Die Voraussetzungen aus (1.1b,¢), (1.2), (1.3) sind hier offenbar erfiillt. Um eine an-
schauliche Vorstellung zu haben, betrachten wir die neue zusitzliche Bedingung in
der Form

A,lxl + A.ZxZ =u.
Es soll die Menge U aus (1.9) fiir diese konkrete Aufgabe bestimmt werden.
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Wir betrachten zuerst die Probleme

min  {A;x; + 4%}, max {A;x; + A,x,}!,
xe'M,Ae’Ex xe'M,re’Ex

wo jedes von ihnen ein zweiparametrisches Optimierungsproblem mit den Parametern
in der Zielfunktion darstellt. Die Bestimmung des Losbarkeitsbereiches bei diesen
Problemen kann man entweder auf Grund des Vorgehens aus der Arbeit [3] (das
entsprechende Programm fiir den Rechenautomaten Minsk 22 ist in [4] angefiihrt),
oder, man kann die theoretischen Ergebnisse der Arbeit [1], die im Satz 2 der vor-
liegenden Arbeit zusammengefasst worden sind, anwenden. Da wir aber die M&glich-
keit haben aus der Abbildung 1 unmittelbar alle Ecken und Vektoren in der Richtung
aller Kanten des Polyeders ‘I festzustellen, werden die zweite Moglichkeit benutzen.
Die Vektoren in der Richtung der unbeschrankten Kanten "9 sind hier die Vekto-
ren (1,1,0,7), (1,0, 1, 2) und daher, nach (3.4) ist
Ay ={he'Ey |4 + 72,20, 4, 20},
W, ={he'E, |4y + 2, 20, 2, <0}.
Aus der Abbildung 1 sieht man, dass der Polyeder ‘9t die drei folgenden Ecken
x; =(5,0,9,0), x, = (0,2,2,0), x5 = (0, 4, 0, 10) besitzt und dass aus der Ecke x,
die Kanten mit den Kantenvektoren (1,0, 1, 2), (=5, 2, —7, 0) aus der Ecke x, die
mit den Kantenvektoren (0, 1, —1, 5), (5, —2, 7, 0) und schliesslich aus der Ecke x;
die mit den Kantenvektoren (1, 1,0, 7), (0, —1, 1, —5) herausgehen. Daraus und aus
(3.5) folgt
O, = {he'E,| =54 + 21,20, 4, =0},
M1, = {LeE, | 50, — 24,20, 2, 20},
DA, = {he'E, |4 + 1, 20, 2, £0},
@9, = {Le'E,| —54; + 24, <0, 1, <0},
9, = {he'E, |51, — 24, £0, 4, £ 0},

DUy ={he'E, |2, + 4, £0, 4, 2 0}.
Nach (3.6) ergibt sich fiir die Funktionen ¢, (1), ¢,(}) aus (3.3)
@A) =52, fir Ae®A, @d) =22, fir re®A,,
oM =42, fir Ae®A,,
0(0) = 52, fir Ae®9r,, Mx) =21, fir he®9,,
0,(A) =44, fir re®UA,.
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Die in (3.15) definierten Mengen haben daher nach (3.30) die Beschreibung

Uy ={MueEs|A +4,20,2,20, 5, —pu>0,
2, —u>0,41, — p> 0},

U,={AMpeEs|Ady +2, 20, 4, £0, 54 — u <0,
20, —pn <0, 44, — u < 0}.

Fiir die gesuchte Menge S aus (1.10) erhilt man nach (3.14)

(5.1) S='E; — (U, vU,).

Es bleibt noch iibrig die Menge T aus (4.2) zu bestimmen um die Menge 2 laut (4.3)
zu beschreiben. Das urspriingliche Problem max {f(x)}! ist unldsbar (denn die

xe’M
Vektoren in der Richtung der unbeschréinkten Kanten von ‘M gleich 'h = (1, 1, 0, 7),
*h = (1,0, 1, 2) sind und die Summen )’ “h,c,, v =1,2liefern 1 — 2 = —1 <0,
a=1
1 + 0 = 1> 0, voraus nach Satz 7 die Unldsbarkeit folgt). Daraus und aus Satz 5

folgt T = 'E,. Fiir die Mengen *T;, *T, aus (4.25) erhalten wir

*Ty ={he'Ey |2, — 24, £0, —A; + 4, 20, 24, + 51, £0, 4,4, 0},

*Ty = {he'Ey |2y — 22,20, —A; + 4, £0, 24, + 51,20, Ay, 4, = 0}.

A,

I

A4

7////

Abb. 2
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Nach der Abbildung 2 stellen wir fest, dass die Vektoren in der Richtung der Kanten
des Kegels *T, die Vektoren 'k = (—1,0), ’k = (=2, —1) sind. Die Formel (4.33)

liefert —1 <0=>1el;, =2 + (—1)(—=2) = 0= 2eI,. Nach (4.34a,b) und (4.17)
ist

(5.2) T=TuT,

anln,
o

Abb. 3

wo
={re'E,| -4, <0, =24, — 1, 0},
T" = {ke'Ezl -4 >0, =24, — A, go}_

Die Menge T aus (5.2) und S aus (5.1) bestimmen nach (4.3) die gesuchte Menge 2.
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Souhrn
OBOR RESITELNOSTI PROBLEMU LINEARNIHO PROGRAMOVANI
S PRIDANIM DALSI OMEzUJICI PODMINKY

LiBUSE GRYGAROVA

Madme ddn obyéejny problém linedrniho programovani
(1) max (/).
kde
f(x) = ilcaxa, M= {xeE,| ilamxa =b, x,20(r=1,...m; a=1,...,n)}

pfi€emZ pouze pfedpokldddme, Ze M + O a zajimd nds FeSitelnost problému
(2) max {f(x)}!

xeM(2,p)
kde

M, 1) = {xeM | Y Xy = 1}
a=1

D Xy =
a=1
je zcela libovolnd pfidand omezujici podminka.
Pro obor fesitelnosti A tohoto problému (2) plati:
a) A=S
v pfipadé, Ze problém (1) je fesitelny;
b) A ={(A, )€ 'Eysy | (M p)eS, heT}

v pfipadé, Ze problém (1) Fesitelny neni.

Pfitom
S ='E,—(U;vU,),
U, ={re’E, | he¥y, o,(0) > p}, U, ={reN,, o,(d) < p},
T =T uT",
T = {ke’Enlilvkaia <0vel,, anvk,,/l,, <0vel,},

n

n
T" = {,L€'E,| Y ke >0 vel,, ¥ ki, 20 vel,}.
a=1

a=1

Anschrift des Verfassers: RNDr. LibuSe Grygarovd, CSc., Matematicko-fyzikdlni fakulta UK,
Malostranské ndm. 25, Praha 1.
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