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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY CisLo s

LOSUNGSBEREICH VON OPTIMIERUNGSPROBLEMEN
MIT PARAMETERN IN DEN KOEFFIZIENTEN DER MATRIX
DER LINEAREN RESTRIKTIONSBEDINGUNGEN

LiBUSE GRYGAROVA

(Eingegangen am 7. October 1971)

Die bisherigen Untersuchungen in der Theorie der linearen parametrischen Opti-
mierung gehen lberwiegend diejenige Probleme an, wo entweder die Zielfunktion,
oder die rechten Seiten der linearen Restriktionsbedingungen von einem oder mehre-
ren Parametern linear abhéngen (bzw. Probleme, in denen die Parameter zugleich in der
Zielfunktion sowohl auch in den rechten Seiten der Restriktionen unabhéngig oder
abhingig auftreten) an. Es gibt einige Arbeiten, wo lineare Optimierungsprobleme
mit linear auftretenden Parametern in der Koeffizientenmatrix des Systems linearer
Restriktionsbedingungen betrachtet werden?). Diese Untersuchungen gehen jedoch
von dem Simplexverfahren aus und bieten keine Mdoglichkeit einer qualitativen Be-
schreibung des ganzen Problems.

Die vorgelegte Arbeit beschiftigt sich mit einer Klasse von parametrischen linearen
Optimierungsproblemen mit den Parametern in den Koeffizientenmatrix, wobei in
jeder Reihe derselbe Parameter vorkommt. Dieser Arbeit liegt die Arbeit [3] zugrunde
und wir werden uns im Laufe unserer Untersuchungen auf die Ergebnisse der zitierten
Arbeit [3] wiederrufen.

Die in der Arbeit [3] entwickelte Theorie fithrte zu einer hinreichenden Charak-
teristik des Losbarkeitsbereichs 2 des Problems

(1.1) max {f(x)}!

XM, )
mit
(1.2) f(x) = Zlcaxa,
(1.3) M, p) = {x€eE, I Y AXe = by Y AXy =, X, 20
a=1 a=1

(r=1..m;a=1,..n)}
1y sieh z. B. [1], [2].
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und zwar unter den Voraussetzungen

DM={xeE,|Yax,=b,x,200Fr=1L..ma=1..n}+0,
a=1

2)1§m<n,

3) der Rang der Matrix Ham” ist gleich m.

m,n

Das zu dem Problem (1.1) duale Problem

(1.4) min {g,(u)}!

ueN (1)
mit
(1'5) gu(u) = Zlbrur + Auum+1 ’
(1.6) NA) = {ueE,,, |;1amu, + Aty Z ¢ (0= 1,...,n)}

besitzt dann nach dem Dualitatsprinzip denselben Losbarkeitsbereich A wie das
obige Problem (1.1). Fiir den Losbarkeitsbereich 2 des Problems (1.4) ergibt sich

daher nach [3], Satz 8 entweder

2)

(1.7) 9

It
%)

im Falle, wo das Problem

(1.8) max {f(x)}!
xeM

mit f(x) aus (1.2) und mit die Restriktionsmenge

(1.9) m = {ernliamxa =b,x, 20 (r=1,...om; a=1,..n)
16sbar ist, oder “—1

b)
(1.10) w-= {M pw)e'Epyy | (M p)eS, e T}

im Falle der Unldsbarkeit des Problems (1.8).
Nach [3] ist
(1.11) S ="'E, — (U, uU,),

U, = {he'E,|he,, ¢,(0) > p} = {x:;'a,]Z;hA 20 (v=1,...

n

Y e — >0 (i=1,...N)},

a=1
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U, = {he'E, | he Uy, ¢,(0) < p} = (he'E, | Zlvha/la S0(v=1..5),

n

Y ixidy —pu<0(i=1,..,N)},
1

a=

wo

(1.12) Ay = {he'E, | min { Y 2,x,]}! ist [osbar} =
xeM a=1

= {he'E,|Y "hd,
a=1

v

0(v=1,..,9)},

A, = {he'E, | max { leaxa}! ist 16sbar} =

={Le'E,| Y "h <0 (v=1,....5)},
a=1

(1.13) @A) = min { Y 2,x,} = x4, fir Ae®A, (i=1,..,N),
xeM a=1 a=1

n

o2(M) = max { Y A,x,} =Y x4, fir Ae®A; (i=1,...,N)
xeM  a=1 1

a=

und (hy, ..., "h,) (v = 1, ..., s) Komponenten eines beliebigen Vektors in der Rich-
tung der entsprechenden unbeschrankten Kante des Polyeders M, x (i = 1, ..., N)
alle Ecken des Polyeders 9 sind, die Mengen V9, @91, (i = 1, ..., N) stellen Ein-
teilungen der Mengen 2, U, aus [3] dar.

Fiir die Menge T aus (1.10) gilt

(Ll14a) T =T LT,

(1.14b) T’={ke’En|Zlvkala<0 fir vel,, ;Vka,zagc fir vel,},

(L.14c) T" = {re'E,|Y "k, >0 fir vel, Y kA, 20 fir vel,},
a=1 a=1

wo (*ky, ..., %k,) (v =1, ..., ¢) Komponenten eines Vektors in der Richtung einer
Kante des Kegels *T sind und

(1.15)  *T, = {h€'E, l Yy 20, Y Al =0, 2, 0, (r=1,..,m;
a=1 a=1
a=1,..,n)},

(1.16) I, ={ve{l,...,0} | ¥ ke, <O},
a=1

I ={ve{l,..., 0} | ¥ ke, = 0}
ist. a=1
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Wir wollen nun einige parametrische Optimierungsprobleme betrachten, bei denen
die Parameter A, ..., 4, in der Koeffizientenmatrix der linearen Restriktionsbedin-
gungen auftreten und wo man unmittelbar die theoretische Ergebnisse der Arbeit [3]
anwenden kann.

SPEZIALFALL 1

Ein Optimierungsproblem der Art

(2.1) min {g(u)}!
. ueR(2)
mit

m

(2.2) g(u) = Zlb,u, ,
(2.3) NO) = {(ueE,+( | Y aput, + Aty 2 ¢, (x=1,...,n)}
r=1

stellt ein parametrisches Optimierungsproblem derjenigen Teilmenge von Problemen
der Art (1.4), die durch die Wahl p = 0 aus (1.5) entsteht, dar. Bezeichnet man mit
A, den Losbarkeitsbereich des Problems (2.1), so folgt aus (1.7), (1.10) nach [3]

(2.4 Ay = {Le'E,|he S, n T},
wobei
So ='E, — (0U1 v oUz) s

oUy = {Le'E, | Le,, ¢,(0) >0}, U, ={re'E,|Le,, ¢,(h) <0}

gilt und die Mengen 2, A, die Bedeutung aus (1.12), die Funktion ¢,(1), ¢,(X) die
Bedeutung aus (1.13) haben. Fiir die Menge T gilt

a) T="'E,
im Falle der Lsbarkeit des Problems (1.8),

b) T ist die Menge aus (1.14a,b,c)
im Falle der Unldsbarkeit des Problems (1.8). Die Menge T stellt im Falle b) nach
[3], Satz 6 einen polyedrischen Doppelkegel in’E,, dim T = dim T = n dar. Die
Menge S|, stellt offenbar den Durchschnitt der Menge S aus (1.11) mit der Hyperebene

Ry = {(M n)e'E sy |1 =0}
dar. Ahnlich gilt fiir die Mengen ,U,, (U,
Ui =RonUy, Uy =R U,;.
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Die Mengen ,Uj, U, sind daher — wie dic Mengen U, U, aus [3] — polyedrische
Kegel mit einem Scheitel im Koordinatenursprung in ’E, und mit der Eigenschaft

re U, = —he U, ;

daher ist (U, U U, ein polyedrischer Doppelkegel in 'E,, der im Grenzfall sich auf
einen einzigen Punkt O = (0, e O) reduzieren kann.
Ist nun ein parametrisches Problem der Art

min {g(u)}!

ueN’(w)

mit g(u) aus (2.2) und mit
gt’((l)) = {“E E"'+1 'Z AraUy + (am+lzz + wa) U1 z Co
r=1

(x=1,...,n)}

gegeben, so gilt nach den obigen Uberlegungen fiir den Lésbarkeitsbereich A4 dieses

Problems
A={0e'E, |0, =4 — Gpi1p heWA},

wo A, die Bedeutung aus (2.4) hat. Die geometrische Charakteristik der Menge A
ist durch die der Menge U, festgelegt, da durch die Transformationsvorschrift

Wy =2y — Auigy (@ =1,...,0)

nur eine Translation in 'E, beschrieben ist.

SPEZIALFALL II

Betrachten wir ein Problem

(3.1) min {g(u)}!

ueN()

mit g(u) aus (2.2) und mit der von A abhingigen Restriktionsmenge

NQ) = {ueEmlﬁ(am + )z e (a=1,..,n)}.

Setz man

m
Up+1 = Zur:
r=1

N(\) = {ueE,,, Izla,au, + Ay 2 ¢ (0 =1,..,n), Y, — th,yy = 0},
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dann ist offenbar der Losbarkeitsbereich 2 des Problems (3.1) gleich dem des Pro-

blems

(3-2) min {g(u)}!.
ueN(2)

Definieren wir

m
Ny Ays 1 Agrs) = {u€E,iy lzla,,u, + Ay Z ¢, (x=1,...,n),
e
m m
Zlur + ln+1um+1 g 0: _1— u, + j'n+2um+-1 _2_. 0}

und stellen wir das folgende Optimierungsproblem

(3-3) min  {g(u)}!

ueN (A, 2n +1,4n+2)

auf. Das zu dem Problem (3.3) duale Problem ist das Problem
(3-4) max  {f(x)}!
XeEM(A,An+1,An+2)

mit f(x) aus (1.2) und mit

M(}“’ /q’njrl j'n+2) = {ern+2 I Zara:xa + Xnt1 =™ Xp+2 = br (r = 19 AR m) ’
a=1

nt2

YAxe=0,x,20(=1..,n+2)}.
a=1

Falls die am Anfang der Arbeit angefiihrten Voraussetzungen 1) bis 3) erfiillt sind, so

hat die Matrix
agy ... a, 1 —1

Ay oov Ay 1 —1
ebenfalls den Rang m, die Menge
M = M(O,...,0) = {er,,H|Zn:1a,,,gc,z + Xppq1 — Xpiz2 = b,
(r=1...m) x,20(x=1,...,n+2)}

ist nicht leer und 1 < m < n + 2, so dass auf das Problem (3.4) die theoretischen
Ergebnisse der Arbeit [3] angewendet werden kénnen. Da das Problem (3.3) der unter
dem Spezialfall I betrachteten Art ist, so kann der Losbarkeitsbereich 2, des Opti-
mierungsproblem (3.3) im Sinne des oben behandelten Spezialfalles I bestimmt wer-
den. Fiir den Losbarkeitsbereich 2 des fraglichen Problems (3.1) gilt dann offenbar

A ={Le'E,| (M dys1s Ansa) = (A —1, 1) € A}
und der geometrische Charakter der Menge U ergibt sich aus dem der Menge U,.
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SPEZIALFALL III

Falls ein parametrisches Problem

(4.1) min {g(u)}!

ueN(3)
mit g(u) aus (2.2) und mit

N(») = {ueE,,,]il(am ) =cs u, 20 (r=1,..,m a=1,..,n)
vorliegt, wobei die Voraussetzungen
1<sn<m,
2) der Rang der Matrix [a,,|,,, ist n gleich,
3) die Menge
N = {ueEmliamu, =c 4, 20(r=1,...,m;a=1,..,n)}
ist nicht leer, !

erfiillt sind, so setzen wir wie im Spezialfall IT
Upt1 = Z Uy .
r=1
Wegen u, = 0(r = 1, ..., m) gilt dann ebenfalls u,,, ; > 0. Bezeichnet man wiederum

mit 2 den Losbarkeitsbercich des Problems (4.1), so ist dieser offenbar gleich dem
Losbarkeitsbereich des Problems

(4.2) : min {g(u)}!

ueN (%)
mit

"N(A) = {ueE,, |r§1amu, + Ayt = Cp ilu, ~ Uy =0, u, =0
(r=1...,m+1;0a=1,..,n)}.
Die Menge N() kann auch in der Form
(4.3a) N(A) = {u€E,, |erlamu, + Allms1 = Coo il—amu, = dlimy1 = —Cy s
,zi:lu, — Upry =0, il—u, Uy 20, u,20(r=1,...,m+ 1;
«=1,..,n)}
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geschrieben werden. Ordnen wir der Menge N (A) dic Menge

(4.3b) *N(A) = (e E,,y | Y @ty + Alipsy 2 o Y. —Alty + Ay sy 2 —Cp
r=1 r=1

m

u, + j'2n+1um+l g 0’ 2 —u, + )'2n+2um+! é 0> u, + }'2n+2+rum+1 = 0 s
1 r=1

Mz
\

[

r

Aomimistmer 20 (r=1,..,m;a=1,..n)}

zu. Das zu dem Problem

min {g(u)}!

ue*N(X)

duale Problem ist das Problem

(4.4) max {F(x*, x7)}!
(x* X7, xt s 1,X T nt1,y)e*M(R)
mit
n n
F(x*,x7) =Y % + Y, —¢Xy
a=1 a=

n n
*M()") = {(X+, X—’ xn++ 1> xn_+ 1 y) € E2n+m+3 | Zlamx: + Zl—amxa_ +
n n
+ Xgry = Xp41 + Y, =b, (r=1,...,m), Zliax: + len+ax; +
a= a=

m
+ -
+ /12n+1xn+1 + /12n+2xn+1 + 212n+2+rYr + ’12n+m+3ym+1 = 0 s

r=1

X, 20, x7 20, %x5,20,x,,20,y20 (r=1...m+1;0=1,..,n)}.

Die Anzahl der Restriktionsgleichungen in dieser Beschreibung der Menge *M(}) ist
m + 1 gleich und die der Menge

4.5) *M = *M(0, ...,0) =
= {(X+’ X, x:+ 15 Xn+15 Y) €Euimts3 |§lamxa+ +
+ il—amx; + Xge1 — Xpp1 + Y, =b, (r=1,...m),
XXX Xms s 0, 20 (r=1,...om+ 1; a=1,...,n)}
gleicht m, wobei die Anzahl der Variablen gleich 2n + m + 3, also grosser als m ist.

Der Rang der Koeffizientenmatrix der Gleichungsrestriktionen in der Definition (4.5)
der Menge *M ist offenbar gleich m. Die Menge *M kann offenbar in der Gestalt

(4.6) M = {(X, Xp41) €Epiy | Y Xy + X1 < b, (r=1,..., m)}
a=1
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beschrieben werden. Daraus ergibt sich, dass *M =+ 0 ist, da in der Beschreibung
(4.6) der Menge *M die Variablen x,, die gleich x; — x,, und die Variable x,, {, die
gleich x., — x,,, ist, vorzeichen-unbeschrinkt sind und der Punkt mit x, = 0
(x=1,...,n), x,0y = min {b,} der Menge *M angehdrt.

r=1,..,m

Die in der Arbeit [3] entwickelte Theorie kann nun an das Problem (4.4) angewen-
det werden, da fiir das Problem (4.4) alle auferlegten Voraussetzungen erfiillt sind.
Ausgehend also von dem Problem (4.4), berechnet man nach den theoretischen Er-
gebnissen aus [3] den Losbarkeitsbereich 21, dieses Problems (die zugleich den geo-
metrischen Charakter der Menge 2, liefern).

Den Zusammenhang zwischen dem Losbarkeitsbereich U des urspriinglichen Pro-
blem (4.1) und der Menge 2, ergibt sich aus der oben erwéhnten Tatsache, dass der
Losbarkeitsbereich des Problems (4.2) ebenfalls gleich 2 ist und aus den Beschrei-
bungen (4.3a,b) der Mengen N(1), *N(&) erhélt man

47 A={eE (Ao Aonimes) EWos Ayig = —4, (x=1,...,n),

'12n+1 = —1’ }'2n+2 = l’ )’2n+2+r = 0 (i‘ = 13 sy m)a /12"+m+3 = 1} .

BEISPIEL

Betrachten wir ein konkretes Optimierungsproblem

min {g(u)}!
ueN(d)
mit
g(u) =u, — 2u, + us,
NA) ={ueEy |2+ A)uy + (=1 + A)uy + (1 + 2,) us =6,
Uy, Uy, Uz 2 0} .

Die Voraussetzungen 1) bis 3), Spezialfall III, sind da offenbar erfiillt. Der Losbar-
keitsbereich 2 dieses Problems ist, nach [3] gleich dem Ldsbarkeitsbereich des
Problems
max {F(x*, x)}!

(x*,x~,y)e*M(%)
mit

F(x*,x7) = 6x]{ — 6x;

*M(A) = {(x",x7,y)€Eg | 2x] — 2x{ + X3 —x; +y; =1,
=Xy X7 X3 — x5y, = =2, xf —x7 +x5 —x; +y;=1,
MX{ + AxT 4 Azxy + Agxy + /15y.1 + Agya + A7Y3 + Agys =0,

+ o= o+ -
xlvxl’xzaxzay1>y2’y3:y420}'
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Das Polyeder *M
*M = {(x*,x7,y)€Eg|2x; —2x] + x5 —x; +y, =1,
—xy X Xy —x, = =2, xf —x] +x3 —x; +y;=1,
x;}‘» X1, x;v X35 V1> V2o V3o Va = 0}

besitzt zwei Ecken (1,0,0,1,0,0,1,0), (0,0,0,2,3,0,3,0) und die Vektoren in
der Richtung der unbeschrinkten Kanten *M sind hier die Vektoren (0,1,0,1, 3,0, 2,0),
(0,0,1,1,0,0,0,0), (0,0,0,1,1,1,1,0), (1, 1,0,0,0,0,0,0), (1,0,0,2,0,3,1,0).
Daher, nach (1.11), (1.12),

(5.1) Ay ={he'Eg|dy + A 4305 +22, 20, 23+ 4, 20,
Ao + A5+ +A,20, 4 + 4,20, 4 + 22, + 34 + 4, 20},
(5.2) W, = {he'Eg| Ay + 24 + 345 +24, 20, 23+ 2, £0,
o+ s+ A+ A, 20, A4+ A, 0, A + 224 + 34 + 4, S0}
(5.3) Uy ={heW, |22y + 325 + 32, >0, Ay + Ay + 4, > 0},
Uy ={heW, |24, + 325 +32; <0, A, + Ay + 4, <0},
(54) S="Es— (U, uU,).

Es bleibt noch iibrig die Menge T aus (1.14a,b,c) zu bestimmen um die Menge U,
Jaut (1.10) zu beschreiben. Das Problem

max {F(x", x7)}!

(x*,x7,y)e*M
ist unlgsbar (denn die Summe Z “hye,, v = 1,2 liefer —6 < 0, 6 > 0, voraus nach

[3], Satz 7 die Unlosbarkeit fo]gt) Daraus und aus [3], Satz 5, folgt T = 'Eg. Fiir
die Mengen *T, *T, aus (1.15) erhalten wir

*Ty = {h€'Eg |64 — 64, <0, 24y — 225 + A3 — Ay + As = 0,
M A A+ A=A+ =04y — A + 23—y + 1, =0,
Ay oo Ag S0},
*T, = {he'Eg |64y — 61, 20, 24y — 22, + 23 — A4 + A5 = 0,
A+ A+ A=A+ A =0, 4 — A + A3 — A + A, =0,
Aty dg 2 0}
Die Vektoren in Richtung den Kanten des Kegels *T; sind

=(0,0,0, —1, -1, -1, —1,0), *k =(0,0, —1, —1,0,0,0,0),
% =(-1,0,0, —2,0, -3, —1,0), *k =(-1,—-1,0,0,0,0,0,0).
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Die Forme! (1.16) liefert
0=0=>1€el,, 0=0=>2¢l,, —-6<0=3¢el,,
6+ 6=0=del,.
Nach (1.14a,b,c) ist

(5.5) T=TvuvT",
WO
T ={0he'Eg| —Ay— 25— A — A, 0, =13 — A, <0,
—Ay =204 =3k — A7 <0, =4, — 4, <0},
T ={Me'Eg| —Ay—As —2g— 720, =23 — 1,20,

g =2 = 3 — Ay >0, —A — 4, 20},

Die Menge T aus (5.5) und S aus (5.4) bestimmen nach (1.10) die Menge 2. Nach
(4.7) folgt fiir A, W, aus (5.1), (5.2)

A, ={4,e'E, |21, 1}, A =90,
fiir U,. U, aus (5.3)

(]l={/llEIE1|_1<AI§1}a U'v:(])a
fiir S aus (5.4)
S={heE A £ -1, 2 >1}
und fiir T (5.5)
T={A€E |4 > -2}.

Daraus und aus (4.7) folgt

A={leE|-2<i £-1,1 >1}.
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Souhrn

OBOR RESITELNOSTI PROBLEMU
LINEARNIHO PARAMETRICKEHO PROGRAMOVAN]
S PARAMETRY V KOEFICIENTECH MATICE LINEARNICH OMEZENI

LiBUSE GRYGAROVA

s PredloZend prdce se zabyvd problémem linedrniho parametrického programovéni

s parametry v matici koeficienttt linedrnich omezenti, pfi¢emz v koeficientech kazdého
fddku matice se vyskytuje stejny parametr. Tato prdce je zaloZena na prdci ,,Obor
feSitelnosti problému linedrniho programovdni s pfiddnim dal§i omezujici pod-
minky*.

V préci je popsdn obor Fesitelnosti tfi specidlnich problémii:
(1) min {g(u)}!,
ueft(A)
kde

g(“) = Z br“r > m("’) = {I.IE Em+1 I Z araur + 'laum+1 = cz
r=1 r=1

(x=1,..,n)}.
Oznadime-li obor feSitelnosti tohoto problému (1) jako 2, potom plati

Ay = {he’E,|LeSen T},
kde

Sy ="E, — (0U1 o oUz) s
oU1

{(LNe'E, | he Uy, o,(M) >0}, U, ={re'E,|heU,, ¢,(h) <0},
T — T’UT”,

T ={he'E,| Yk <O vel,, Y ka, 20 vel,},
a=1 a=1

T ={Le'E,| ;wcaza >0vel,, ;Vkafla 20vel,}.

(2 min {g(u)}!,

ueN(d)
kde
N\ ={ueE,|Y(a,+AJu,=¢c, (@=1,..,n)}.
r=1
Pro obor fesitelnosti A tohoto problému (2) plati
A ={AeE,|(M dysrs Ania) = (0, —1,1) € A}
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kde 2, odpovidd mnoZing& A, v prostoru En+2 -
3) min {g(u)}!,
ueN(»)
kde
N() = {ueEmlil(am FA)u, =c¢, 20 (r=1..,ma=1..,n)}.
Obor fesitelnosti A tohoto problému (3) je ddn vztahem
A={AeE,|(As o agimss) EUG Anta = =4 (@=1,...,n),
damsr = =1, Appya =1, dypinsr =0 (r = 1,..,m), dgpimses = 1},
kde g odpovidd mnoZzing€ A, v prostoru Ej, 4 p43-

Anschrift des Verfassers: RNDr. Libuse Grygarovd, CSc., Matematicko-fyzikalni fakulta UK,
Malostranské nam. 25, Praha 1.
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