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SVAZEK 19 (1974) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

SUR LA SOLUTION D’UN PROBLEME DE LA PLAQUE

JAROSLAV HASLINGER

(Regu le 4 octobre 1973)

§ 1. INTRODUCTION

Dans la pratique on rencontre le probléme suivant: étudier le probléme de la plaque
encastrée, simplement appuyée au dessous par une barre rectiligne encastrée aussi. Sup-
posons que dans son état non déformé la plague occupe une région Q = (—1,1) x

x (—1,1) = R,, oule plan R, est rapporté aux axes Ox, Oy et que la barre soit réprésen-

tée par le segment I = {[x, y]e R,, x = 0, y e (= 1,1)}. Notons que @, I gardent ce
sens jusqu’a la fin. Soit f la densité d’une force normale appliquée a la plaque. En
utilisant le principe du minimum de 1’énergie potentielle pour le déplacement u
du point [x, y] € @, les techniciens formulent ce probléme de la maniére suivante:
trouver le minimum de la fonctionnelle ¢ du type

2,\2 2u\? ‘u)\?
(1.1) o) = | [(Z5) +2(Z5) + (S5) |axar+
Q ox? 0x0y 6-V2
> N 2
[
' dy Q

sur I’ensemble convenable des fonctions satisfaisant aux conditions: u= 6u/0n =0
sur la frontiére 0Q de Q, ol n est la normale extérieure vers 0.

Du point de vue mathématique on peut se poser tout de suite plusieurs questions:
— donner une définition exacte de 1’espace W sur lequel on cherche la solution
de fagon que @ soit définie sur W et que, pour une certaine classe des forces volumiques
f, il y ait une seule fonction u € W qui minimise @ sur W;
— donner une méthode numérique pour la solution approchée du probléme posé.

Dans le paragraphe suivant on donne la définition de I'espace W en examinant ses
propriétés élémentaires, nottament celle de la densité des fonctions plus régulieres,
ce qui est une question fondamentale pour nos considérations suivantes. Dans le
dernier paragraphe on propose la méthode des éléments finis conformes et on dé-
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montre la convergence des solutions approchées vers la solution exacte. Si la solution u
de notre probléme était assez réguliére, alors la question de la convergence (éventuelle-
ment celle de 'ordre de la convergence) serait triviale. Malheuresement on ne
connait rien sur la régularité; ¢’est pourquoi il faut démontrer d’abord le th. 1.2.
pour obtenir le résultat de la convergence.

§2. CHOIX DE L’ESPACE

D’abord quelques définitions (pour les détails voir [1]). &(Q) est 'espace des
fonctions indéfiniment continfiment differentiables dans Q et continiment prolonge-
ables, ainsi que toutes leurs dérivées, sur la fermeture Q de Q. D(Q) est le sous-espace
de &(Q) formé des fonctions & support compact dans Q. On désigne par HYQ)
(k entier positif ou nul) I'espace des fonctions de carré sommable sur Q, ainsi que
toutes leurs dérivées généralisées jusqu’a I’ordre k, et muni du produit scalaire:

i
(1.2)  ((u, )= Y j D'u . D'vdxdy (D‘u = oM i =i+ i2>.
lil=k J o ¢ “Ov’2
On sait que H*(Q) est un espace de Hilbert pour la norme [[u(, o = ((u, u))i/. HY(Q)
est le sous-espace de H¥(Q) formé des fonctions satisfaisant & u = (G/On) u=..
= (0*""/on*~") u = 0 sur la frontiére de Q. Dans cet espace on peut introduire
]e prodult scalaire suivant:

(2.2) (, Vo= Y D'u.D'vdxdy (u,ve HE(Q)).

lil=k J o
1l est bien connu que, sur H§(Q), la norme |u; o = (v, u);/5 est une norme équiva-
lente & ||u; o Sil'on remplace @ par I, les symboles &(I), D(I), H¥I), H(I) ont
la signification analogue a celle de ci-dessus.

A premiére vue, il est clair qu’on ne peut pas chercher le minimum de (1.1) sur
Pespace H(Q) a cause de la présence du terme [,[d*u(0, y)/dy?]* dy. I est bien
connu (par. ex. [1]), que Hp(Q) = C() algébriquement et topologiquement. Donc
on peut se demander si la derivée d*u(0, y)[dy? (au sens des distributions) est de carré
sommable sur I. Définissons:

(3.2) W = {ueH}Q)telle, que it € H(I))

oul'on poseii(y) = u(0, y), y € I. Dans ce qui suit, une barre au dessus d’une fonction
signifie sa restriction au segment I.
Posons:

62 ‘/}2 N
(42 (o) = j [&-“_';uff!_ P, Fuo Z]dm
ox ye oy

Ox 0x Oy Ux dy 0y?
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ot A(u, v) signifie la somme sur Q et B(u, v) signife celle sur I. Soit

(5:2) [Ifulll = (((w, w))'** = [A(u, w) + B(u, w)]"* .

B(u, v) coincide avec le produit scalaire sur Ho(I) et [A(u, u)]"/? est une norme équiva-
lente a Iulz.g. :

Lemme 1.2. Lespace W défini dans (3.2) est un espace de Hilbert muni de la norme
(5.2).

Démonstration. Soit {u,} une suite de Cauchy d’éléments de W. Alors
A(u, — Uy u, — u,) = 0, B(u, — u,, u, — u,) - 0 pour n,m - o0, d’ou

u, = u € H}(Q) pour la norme de Hy(Q) .
ii, > we L*(I) pour la norme de I*(I).

En utilisant le théoréme de la trace on sait que i, — & dans I*(I). Soit ¢ € D(I)
quelconque. Alors:
” N =1 dza
Jl‘l,, .p"dy =Jl7,, .pdy, ouu, = ——i" .
I I dy
De cela et des relations précédentes on obtient w = u”.
Etudions maintenant les propriétés de I’espace W. En particulier la question

de savoir quel espace de fonctions assez réguliéres est dense dans W. On obtient
un résultat, suffisant pour nos considérations, mais peut-étre n’est-il pas optimal.

Remarque 1.2. Il est évident que I'espace W défini dans (3.2) est 'espace le plus
grand sur lequel la fonctionelle (1.1) soit définie.
Soient
Q= (=1,0) x (=1,1), 2, =(0,1) x (—1,1).

On désigne par Dy(Q) le sous-espace de W défini de la maniére suivante: ¢ € Dy(Q)
si et seulement si les conditions (j), (ji), (jij) sont satisfaites —
(j) @ est une fonction & support compact dans Q.
(ji) sa restriction sur Q; appartient a I'espace &(@Q)) (i = 1, 2).
(jij) Op[ox appartient & C(D).

Notre but est de démontrer le

Theoréme 1.2. Dy,(Q) est dense dans W pour la norme (5.2).

Le théoréme précédent se démontre en plusieurs étapes.
Soient

I;=0Q, -1 et W,~={ueH2(Qi); u|ml,=0,2—u

=0
nir }
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et Dy, = {u e &(Q,), nulles sur I et dont le support est dans

Q;etnecoupepas I';} (i =1,2).

Lemme 2.2. Dy, est dense dans W; pour la norme H}(;).

Démonstration. Par ex. pour i = 1. Soit u € W, arbitraire et {G; },_1 le systeme
des ouverts recouvrant Q,, qui contient des ouverts de 3 types (cf. fig. 1).

Ny
/1 /T /T

type I type 11 type 111

Soient {, Y5, ..., ¥, une partition de I'unité correspondant au systéme
k
{G}i.;.Onau= Zluj, oltu; = y;.u. Si G;est un ouvert du premier type, alors

i } .
u; € H}(Q,) et 'on peut trouver ¢j € D(Q,) telles, que ¢} — u;si h — 0 pour la norme
de H3(Q,). Si G, est un ouvert du type II, on peut définir U; de la maniére suivante:

_ L uxy) [xy]e
Uj(x’ y)_\_uj(_x, )') [X, y]eQz,

Cest-a-dire le prolongement impair de u; sur Q. Comme ii; = 0, on a U; € Hy(Q)
et U; est la fonction a support compact dans Q. La régularisée @] de U; (cf. [1],
p. 58) appartient & D(Q) et de plus @] = 0, parce qu’il s’agit de la régularisée d’une
fonction impaire. Posons ¢j = ®j/,,. Alors on a ¢} — u; pour la norme de H3(2,).

Soit enfin G; un ouvert du type III et U; son prolongement impair sur Q. On a
U; e HY(Q). Définissons U; ;(x,y) = Uj(x,y +a.L),ot a = +1 et L> 0 assez
petit. Le signe de a est choisi de fagon que U; , € H3(Q) et U, soit nulle au voisinage
de 0Q. Evidemment U; ;(0, y) = 0. Du théoréme de la continuité en moyenne (cf. [1])
il vient U; , > UL — 0) pour la norme Hj(€). La régularisée &} , de U, . appartient
a D(Q) et ¢}, = 0 pour la méme raison que ci-dessus. En posant oln = Pl o
ona ¢f, > U; L/Ql pour 1 — 0 et la norme de H}(®;). Les fonctions de la forme

> o) + Z(/),_’,,, ol I, est 'ensemble d’indices des ouverts du type I, IT et I, celui des
jely jelz
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ouverts du type III, appartiennent a Dy, et approchent la fonction u € W, avec une
précision arbitraire pour h, L > 0, suffisament petits.

Soient W, = {ue Hy(Q), i = 0} et
D, = {u GDW(Q), u= 0} .
Lemme 3.2. D, est dense dans W, pour la norme de Hy(Q).
Conséquence 1.2. D, est dense dans W, aussi pour la norme (5.2).

Démonstration du lemme. Soit u € W, tel, que

(6.2) (u,¥)z0 = |Zz QD"u . D'y dx dy = 0 pour chaque e D, .
On veut démontrer que u = 0 sur Q. Soit ¢ € Dy, arbitraire. On peut définir le
prolongement impair ¢ de ¢ sur Q,. Evidement @ € D, et d’aprés (6.2):

(7.2) 0= (u,®), 0= IZZ Diu.D'ddxdy + Hzﬂ ) Diu . D¢ dxdy.
Aprés la substitution x — —x, y — y dans la deuxiéme somme, on obtient:

Podtg o g | Pedig
0= —— + —_F — dxdy = (¢, 9)2.0,
j [axz ox?  dxdydxdy  Oy* dy* (9 9)z.0

pour chaque ¢ € Dy, ou g(x,y) = u(x, y) — u(—x, y) appartient a W,. Mais
d’aprés le lemme 2.2 g = 0 sur @, c’est-a-dire

(8.2) u(x, ) = u(—=x,y) [x,y]eQ,.

Donc, necessairement, une telle fonction u est paire dans Q. Mais u € Hﬁ(Q) d’ou
dudx appartient & H'(Q), et de (8.2) on obtient que du/dx est une fonction impaire
dans Q. D’aprés la définition de Beppo Levi des espaces de Sobolev (cf. [1]) on
obtient du(0, y)/ox = 0 p.p. sur I, c’est-a-dire u € Ha(Q,) (i = 1, 2).

Soit @ € D(Q,) arbitraire. Posons

/w(x y) [x.y]eq

olx ) = [x, v]eQ,

Alors @ €D, et d’aprés (6.2) 0 = (u, ¢),.0 = (4, ¢)1,0, pour chaque ¢ e D(Q,).
En utilisant la densité de D(Q,) dans H3(Q,) nous obtenons I'assertion du lemme 3.2.

Soit u € Warbitraire mais fixe. Parce que it € Hy(I), on sait qu’il existe des fonctions
W, € D(I) telles, que y, — @ dans Hy(I). Prenons la fonction ¢(x) e D((—1, 1)) telle,
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que ¢(x) =1 pour xe{—1 +a,1 —oay(xe(0,1)) et 0 = ¢(x) <1 ailleurs et
posons ®(x, y) = ¢(x) pour [x, y] € Q. Enfin définissons:

(92) P,(x, v) = ()

(10.2) U(x, y) = a(y)

(11.2) ¥y(x, ) = P(x, y) . B(x. y)

(12.2) Ux,y) =U0(x,y). ®(x,y). (n=1,2,..).

Lemme 4.2. ¥, — U pour la norme (5.2).
Démonstration. D’abord ¥,, U appartiennent & Wet

277 277 ~2 U 207
(13.2) r*0 _ 0 _ v, Y,
N2

oY - -0
ox* 0xdy 0xdy  Ox

par définition de U, ¥, et daprés le théoréme de Fubini on obtient 0*%,/dy? —
— 0*U[oy* dans I*(Q) et & cause de (13.2) ¥, — U aussi dans H3(Q). De ceci et de
Pinégalité de Fridrichs nour obtenons ¥, - U dans Hg(). Mais ¥, = ¥,(0, y).
. (0, y) = ¥,(y) et de méme U = &, donc nous avons aussi ¥, — U dans HJ(I).

On désigne par D, ’espace de toutes les fonctions U, construites par (12.2).

Démonstration du théoréme 1.2: Soit u € W. Alors, en écrivant u = U + Z,
ou U est défini par (12.2) nous avons aussi Z € W,. Construissons ¥, € D, comme
dans (11.2). En utilisant le lemme 4.2, on a ¥, = U pour la norme (5.2). De plus,
d’apres la conséquence 1.2, il existe des fonctions {, € D, telles que {, —» Z pour
la norme (5.2). En posant ¢, = ¥, + {,(€ Dy) on obtient:

e = e[| = U+ 2 = v, = Gl < [V =%l + [lIZ = &Il =0,

pour n — co.

§ 3. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Maintenant nous avons a notre disposition I’espace W sur lequel la fonctionnelle
(1.1) est bien définie. La question de 'existénce et de I'unicité est un probléme bien
connu. Le probléme est le suivant: trouver u € Wtel, que

(1.3) D(u) = 11151}:,1 [A(v, v) + B(v, v) — 2(f, v)]

ou fe W et (.,.) est la dualité entre W’ et W. Le probléme (1.3) est plus général
que celui du § 1.
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Théoréme 1.3. 11 existe une solution u € W, unique du probléme (1.3).
Désignons par
(2.3) a(u, v) = A(u, v) + B(u, v)

la forme bilinéaire, définie sur W x Wet cherchons la solution du probléme suivant:
trouver une fonction u € W telle que

(3.3) a(u,v) = (f,v) pour chaque ve W.
Ce probleme admet une solution unique et de plus on a:

Théoréme 2.3. Les problémes (1.3) et (3.3) sont équivalents, c’est-d-dire la solution
du probléme (1.3) satisfait a (3.3) et réciproquement.

§4. METHODE DES ELEMENTS FINIS

Nous utilisons la méthode des éléménts finis conformes pour trouver la solution
approchée. Rappelons d’abord quelques faits bien connus (cf. [2]).

Soient V un espace de Hilbert, a(u, v) une forme bilinéaire, continue sur V x V
et V-elliptique, soit {V}} (V;, = V) le systéme des sous-espaces fermés dans V. Désig-
nons par u, I’élément de V), qui satisfait

(1.4) a(uy, v) = (f,v) pour chaque veV,.
11 est bien connu que ce probléme admet une solution unique et
(2.4) [u—u)y £ Cinf|lu —vf,,
veVh
ou C est une constante independante de . En supposant qu’il existe un sous-espace

¥ < V dense dans V et une application r, de ¥~ dans V, telle que |[v — rp|, =
= O(h*) (« > 0) pour chaque v € ¥", on obtient de (2.4) soit

(34) Hu — u,)|y = O(h*) sila solution appartient & ¥~
soit
(4.4) |u — uy =0 pour h—0

sans aucune information sur la régularité de la solution.

Construction de V,. On donne ici seulement deux examples d’espaces V,
en utilisant les éléments finis rectangulaires (ex. no. 1) ou triangulaires (ex. no. 2).

Example 1. Soit K un rectangle de ctés paralléles aux axes Ox, Oy et de sommets
a,, a,, as, a, et soient A;, B, C;, D, (i =1,2,3, 4) seize paramétres réels. Alors
on peut construire une seule fonction p(x, y) de la forme
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(5.4) pay)= T apy

0<ij<3
telle que
0 0
P(ai) = A;, o (ai) = B;, QB (ai) = C;, s (ai) = D;.
0x ay ox dy -

On désigne le systéme des fonctions de la forme (5.4) par Q5. Soit u e HK) et
Ilxu € Q5 son interpolé de Hermite, c’est-a-dire:

64) Mala)=u(@). (e = " ua)
0x 0x
0 b3} 0? 02
—IMgu(a;) = —ula;), ——Hgu(a;)=-— —ula;), (i=1,....,4).
dy K() Oy() (?xﬁy"\( ) (?xﬁ}‘( ) ( )

Alors on a I’estimation suivante:
(7.4) fu = Igulx < Chg™™ ullax. (m=0,1,23)

pour chaque u € H*(K) en supposant que
(8.4) —<C,

ou C est une constante indépendante de hy, hy est le diamétre de K et gy est la plus
petite hauteur de K. Etant donné un paramétre h > 0, destiné a tendre vers zéro,
on associe & h un recouvrement de Q R, par des rectangles fermés K; = Q=12 ..
..., N(h)) de cotés paralléles aux axes Ox, Oy ayant les propriétés suivantes:
(i) diam(K;) < (i = 1, ..., N(h))
(i) Deux rectangles distincts K; et K ; de R, ont
— soit une intersection vide
— soit une intersection réduite a un sommet
— soit une intersection réduite a un c6té commun.
(iii) La quadrangulation est réguliére, C’est-a-dire la condition (8.4) est satisfaite
avec une constante C indépendante aussi de K; € R,,.

(iv) Le segment I n’est a Pintérieur d’aucun élément K, € R,.

Remarque 1.4. On peut utiliser la technique isoparameétrique.

Soit K le carré de sommets d,, d,, ds, d, ou d, = (0,0), 4, = (1,0) d; = (1, 1),
dy = (0, 1). On peut construire facilement les fonctions de base sur K (,,shape
fonctions™ dans la terminologie de Zienkiewicz). Soit F une application R, — R,
de la forme suivante: F(x) = Dx + b, ol D est la matrice diagonale et b e R,.
Alors chaque K € R, peut s’écrire sous la forme K; = F(K). Lesfonctionsde base p;
sur K; sont données par p; = ﬁjF_‘, ou p; sont celles sur K et F~! est 'application
inverse de F.
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Maintenant I’espace V), se définit de la maniére suivante:
(9.4) Vi =1{ueC'(Q)n H}Q), telque uly, €0 K, eR,}.
1l est clair que V,, @ W. Pour les fonctions appartenant & Dy, on peutdéfinir I’applica-
tion r, de Dy, dans V), de la maniére suivante:
(10.4) r o =1Igu sur K;eR,,

ol ITx u € Qs est interpolé de Hermite sur K, de la fonction u, construit dans (6.4).
Evidemment r,u € V,, et (n’oublions pas que la fonction u € Dy, appartient & H“(K,-))
aussi:

(114) o= ralio = 3 Ju - nalie = 3 Ju — i, < ob¥ulio
KieRy KieRp

pour chaque u € Dy, en utilisant Pestimation (7.4). Mais simultanément ru = r,,ul,
est une fonction a une variable y, qui interpole it sur I et I’'estimation analogue a celle
de (11.4) a lieu:

(12.4) |i@ = rulr < ch?|i]l,, pour chaque i e HY(I).

Si la solution de notre probleme est assez réguliére (par. ex. si u € H*(K;), it € H*(I)
pour chaque K; € R, et ru défini dans (10.4) appartient & V}), alors d’aprés (3.4)
(13:4) lw = wlll = lllw = rull| = eh?[[u]ae + |a]ar]

Si ’on ne sait rien sur la régularité de la solution, on obtient simplement:

(14.4) [[lu = w|]] >0 pour h—0.

Remarque 2.4. La condition (iv) pour la rectangulation de Q est trés importante.
Le découvrement de O, pour n'importe quel type des éléments finis, doit satisfaire
alacondition suivante:

—soitINnK; = ¢
—soitde I N K; = ¢, vient] < 0K;.

Example 2. Soit T un triangle de sommets ay, a,, as et u e H*(T). Alors il existe

un polyndme IT,u unique de degré 5, a deux varibales x, y tel, que

0 0 0 0
Hyu(a;) = u(a)), —IHgu(a)=—ula), —Ilwu(a;)=—u(a,)
0x 0x dy dy
. o o o2 - o
——Ilyu(a;) = — u(a;), ITru(a;) = - ula;), -—IHula;)=—ula;
oo (@) = - u(a) (')xOyT() Ox{}y() o ru(a;) ayz()

ou a; ; est le milieu du coté a;a; (i =1,2,3;1 i <j=3),
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et I'estimation suivante a lieu (cf. par. ex. [2], [3]):

(15.4)  |lu — Myu, + < chy "|uls,r pour chaque ueH(T), m=0,...,5,

en supposant que

(16.4) hr o e

or
(c une constante ind. de h), ol hy est le diamétre de T, g7 le diamétre du cercle inscrit
dans T.

Soit 7, la triangulation de @, satisfaisant aux conditions analogues 2 celles de
(i)—(iv) de Tex. 1, en remplagant les mots ,,quadrangulation, , rectangle* par
,triangulation®, ,triangle* respectivement et ou la définition de triangulation
réguliére est prise au sens de (16.4).

L’espace V, se définit maintenant de la maniére suivante:
(17.4) V,={ueCQ)n HyQ), telle que u|rePs,TieT,}.

ol P est I'ensemble des polynomes de degré 5. Pour u € Dy, (et c’est-a-dire u € H%(T;))
on peut définir I'application r;, de Dy, dans V;:

(18.4) re =Iyu sur T,eT,,
ou [Ty, est défini ci-dessus. Evidemment r,u € V.

Remarque 3.4. Ici on utilise aussi pour la construction de ryu les valeurs
(0*|0x?) u(a;). Pour u e Dy, la fonction (0?/0x*) u n’est pas, en général, continue
sur Q. Mais heuresement, a cause de la position particuliére de I, on n’a pas besoin
de valeurs de (0%/0x?) u(a;) avec a; € I pour que r,u appartienne & H*(%Q).

Si la solution de notre probléme est assez réguliére (par. ex. u € H(T;), i H(I)
pour chaque T;e .7, et ru défini dans (18.4) appartient & ¥;) on a l’estimation
suivante:

(19.4) llu = wll] = ch*[Jule.0 + [a]s,]
(20.4) [llu = wy|]| >0 pour h -0,

si ’on ne sait rien sur la régularité de la soiution.

Théoréme 1.4. Soit R, (resp. 7,) une quadrangulation (resp. triangulation)
de @ satisfaisant (i)—(iv) de I'ex. 1. Soit u € W la solution exacte du probléme (1.1)
et u, la solution approchée dans nos espaces ¥V, de dimension finite. Alors on a
[”u - u,,!” — 0 pour h — 0.

Je remercie prof. J. NeCas pour ses conseils et I'intérét a ce travail.
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Souhrn
O RESEN{ JEDNOHO PROBLEMU DESKY

JAROSLAV HASLINGER

V praci je feSen problém vetknuté desky, prosté podepiené ty¢i uprostied a vetknu-
té na koncich. Pouzitim klasického principu minima potencidlni energie vede tento
problém na tilohu hledani minima kvadratického funkcionalu @ typu (1.1) na prosto-
ru Wdefinovaném vztahem (3.2). V § 2 se dokazuji elementéarni vlastnosti W. Jedna se
zejména o otazku hustoty jisté tfidy hladSich funkci v W. V § 3 je kratce pojednano
o existenci a jednoznaénosti feSeni. V §4 je navrZena metoda koneénych prvki
pro priblizné feSeni naSeho problému. Pokud bychom a priori predpokladali jistou
hladkost daného feSeni (napf. u € H*(Q)), potom otazka konvergence (resp. fadu
konvergence) metody jest trividlni. Dé&lat takové predpoklady o regularit® feSeni
neni realistické. Proto bylo tfeba dokazat vétu 1.2., aby se dokazala konvergence
pfibliznych feSeni u, k presnému feSeni u, bez jakychkoli dalSich pfedpokladi
o hladkosti u.
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