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SVAZEK 20 (1975) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

RUNGE-KUTTA-VERFAHREN MIT FESTEN UND VARIABLEN
PARAMETERN ZUR LOSUNG VON SYSTEMEN
GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

SIEGFRIED SCHOLZ

(Eingegangen 26. April 1973)

Zur numerischen Losung von Differentialgleichungssystemen 1. Ordnung fiir die
Funktionen y,(x), ..., ys(x) werden Runge-Kutta-Verfahren 2. und 3. Ordnung
mit N frei wiahlbaren Parametern angegeben. Falls gewisse Informationen iiber
den Fehler der Naherungslosung bekannt sind, kénnen diese Parameter so gewihlt
werden, daB sich die Ordnung der Verfahren erhoht. Das bedeutet eine Einsparung
von Funktionswertberechnungen der rechten Seite des Differentialgleichungssystems
und damit eine Erhéhung der Effektivitit im Vergleich zu den klassischen Runge-
Kutta-Verfahren.

1. PROBLEMSTELLUNG, DEFINITIONEN, EIN HILFSSATZ

Vorgelegt sei das Differentialgleichungssystem

(1.1) U=y v )
Y=y yh )

P =Ny )
mit den Anfangsbedingungen yi(a) =4 (i=1,2,..,N),a £ x < b, und den Funk-
tionen f”, die in einem Arbeitsbereich B = R¥*! stetig und hinreichend oft stetig

partiell nach x und y’ (j = 1,2, ..., N) differenzierbar seien. Wir schreiben (1.1)
symbolisch als

(1.2) y tf(x’)’), ya)=n, a<x<bh,
mit
(1.3) y=047 . T

f= (fl(x, -V),fz(x, y)’ ...,fN(x, y))T
n= (r[l; ’72, teay }’,N)T .
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Es sei p*(x) = (p*'(x), p**(x), ..., »*"(x))" die exakte Losung von (1.2). Gesucht
sind an den Stellen x, = x, + kh (x0 =a; k=1,2,...,n;, nh=>b — a) Né-
herungen y, = (¥4, Vi - i) fiit p*(x,). Der Fehler y*(x,) — y, werde mit g, =
= (ex, &2> --., &1 )" bezeichnet.

Abweichend von [1] definieren wir die Ordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens
wie folgt:

Definition 1. Ein Runge-Kutta-Verfahren (RKV) der Gestalt
(1.4) Yo =M, Yir1 =V + h DB(x,, 5 h),
hat die Ordnung m, wenn fiir allek = 0,1,2,...,n — 1 gilt
(1.5) - gi1 =V (Xer1) — Yirr = O(h™)

firh - Ound (k + 1) h = x,, — xo = const. Dabei ist 0(h™) ein Vektor mit den N
Komponenten 0(h™), 0 das Landau-Symbol. ®(x, y; h) = (®'(x, y; h), ®*(x, y; h), ...
ey @¥(x, y; h))" heifit Zuwachsfunktion des Verfahrens.

Definition 2. (vgl. [1, S. 117]). Es sei x €[a, b] und y ein beliebiger Vektor,
z(f) bezeichne die Losung des Differentialgleichungssystems z' = f(t, z), die der
Bedingung z(x) = y geniigt. Dann nennen wir die Funktion
1
[I— (z(x + h) — z(x)) fir h+0
Th

1.6 A(x, y; h) =

(L6) (x.y: 1) lf(x,y) fir h=0

den exakten relativen Zuwachs der Losung des gegebenen Differentialgleichungs-
systems (1.2).

Hilfssatz 1. Die Funktion ®(x, y; h) aus (1.4) sei fiir alle Punkte der Menge
B* ={(x,y; h):(x,y)eB und 0 < h < hy, hy >0} stetig, und es gebe eine
Konstante L, so daf fiir (x, v; h), (x, w; h) € B* die Beziehung gilt

(17) (e, w5 1) — @, w5 )] < Lo — w] . Y)

l) Hier und im folgenden wird als Norm
(1.9) ol ==é lof]
bei Vektoren bzw.
(1.10) | A := mjaxiillaij[

bei Matrizen verwendet.
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Ferner gebe es Konstanten K = 0, m = 0 (ganz) mit
(1.8) | ®(x, y*(x); ) — A(x, y*(x); h)| < Km™, xela,b], h<h,
(»*(x) — Lisung von (1.2), @ aus (1.4), 4 aus (1.6).) Dann hat das Verfahren (1.4)

die Ordnung m.

Zum Beweis des Hilfssatzes: In [1, S. 124] wird gezeigt, daB8 unter den obigen

Voraussetzungen ”ka - y*(ka)” =0(h™) gilt fir h >0, (k + 1) h = const.
und alle k = 0,1,2,...,n — 1. Wegen (1.9) ist damit (1.5) erst recht erfiillt.

2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN 2. UND 3. ORDNUNG
MIT FESTEN PARAMETERN

Wir behandeln im weiteren den autonomen Fall

21) Y =f(»), ya)=n,

den wir aus (1.1) unmittelbar erhalten konnen, indem wir (1.1) um die Gleichung
y” =f%y) = 1 und die Anfangsbedingung y°(a) = 1° = a erweitern. Es ist jetzt
also

(22 y=@y4L. "
f=00) SO
n=(a,n' ....,¢")"

(2.3) PH(x) = (%, y*(x), ... y*N(x)T.

Wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeitseigenschaften von f in B existieren
die folgenden Ausdriicke:

)4
249 M, := max _d._f(y)“, p=012,...,
dx?

YeB

oP

mf(y)”, p=012..

(2.5) N,:= max
0ty ip SN
ye

(2.6) L,:= max

j=0,1,...,N
yeB

—a—.f"’)(y)“, p=0,1,2,....
ay’

Insbesondere gilt fiir zwei beliebige Vektoren y, z € B
@7) 1£) = @] < Lolly = 2] .
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Wir untersuchen nun unter Verwendung von Hilfssatz 1 die Ordnung verschie-
dener RKV. Die dort geforderte Stetigkeit von @ ist wegen der vorausgesetzten Eigen-
schaften von f gewihrleistet. Es bleibt jeweils das Erfiilltsein von (1.7) und (1.8)
nachzuweisen. Dazu bendstigen wir die Taylorentwicklung von @(y; h) (abhingig von
dem jeweiligen Verfahren) und von A(y; h), die fiir h & 0 die Gestalt hat

(28) Al h) =f0) + ——f( ) + f( ) + f(Y) + 0(h")

31 dx? 4! dx3
C5a) 455 ) =16) + 2 ) + 2 00) + () +

+ 1 0) + ) + 90) + K() + 006)
mit den (N + 1)-komponentigen Vektoren

(29) ) = @) = (3, L7

N N Zfi
ifl
; o@y’@"ff>

b(y) = (b'(») =

6y’6"

(
) - eo) - (3%, 5 L L 1)
(2.10) d(y) = (a'(v)) = (

N N N 3fi .
20 L s I

o 0yl ay* oy™

o) = (€() = (z y 3 ¥ A 7

=0 k=0 m=0 dy’ dy* ay™

)=o) =(%, 3, 5 LLL )

m=0 dy! oy* oy™

N N N 62 i Jj
2 ) éifkfm).

k=0 m=0 Oy’ 0y* gy™

k(y) = (Ki(y)) =

Aussage 1. Das RKV

(2.11) Vie1 = Vi + (1 ~ ~2—1—> hFG) + — hf(v, + ah f(vi)
o 20

k=0,1,2,...,n—1; a#0, beliebig, fest,
hat die Ordnung 2.
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Beweis. (vgl. [1, S. 126, 128]). Es ist hier

(2.12) &(y; h) = (1 - 2%) fy) + 51; £y + ah f())

(2.122) ®(y: h) = f(y) + ga(y) + %ioc b(7), § Zwischenstelle aus B .
Aus (2.12) ergibt sich
1
[0 1) — 00 )] 5 [t = 1] 1)~ s +

+ TT [£(0 + ah f(v)) = f(w + ah f(w))]

und nach (2.7)

- LLO{Hv — w” +

2l

1|+~+ hoLo}”v wl
2

2l

so daB (1.7) mit L = Lo{|1 — 1/2«| + 1/2]a| + LheLo} erfiillt ist.
Zum Nachweis von (1.8) benutzen wir (2.8), (2.8a) und (2.12a):

Hdi(v; h) — &(w; h)u < ’1 — i LO“v — wl[

)

+ [ah(f(0) = FW)]} = Lo{

. 0 N
|®(y*; h) — A(y*; h)| = — |o| max — fy)] -
4 yeB dx 1

yeB

Mit Riicksicht auf die Definition (2.9) von b(y) kann man mit den Bezeichnungen
(2.4) und (2.5) weiter abschitzen zu

12

HQ(J’*; h) - A(y*; h)“ = I“lNzMo 6 —M,,

h?
4

so daB (1.8) mit K = §M, + o] N, M3 erfiillt ist.

Bei dem Verfahren (2.11) werden simtliche Komponenten von y, . unter Ver-
wendung desselben festen Parameters o ermittelt. Es ist jedoch mitunter zweckmiBig,
zur Berechnung der einzelnen Komponenten yj,., (1 =0,1,2,..., N) von y,.,
unterschiedliche feste Parameter o* zu verwenden (vgl. Beispiel 1). Wir beweisen im
folgenden die
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Aussage 2. Das RKV
(2.13) Verr =V + (I = 3P) hf, + 1hPf, k=0,1,2,...,n -1,

mit der (N + 1)-reihigen Einheitsmatrix I, der (N + 1)-reihigen Diagonalmatrix

o0 ...0\"!
1
(2'14) P— 0 o ... 0
00 oV

(«* * 0, beliebig, fest; p =0,1,2,...,N)
und den (N + 1)-zeiligen Vektoren

@15) S =f) = (LS B - S )T
]k = (Lfl(}'k + “lhf(yk))a fz(}’k + ‘xzhf(}'k))’ cees fN(.Vk - aNhf(.Vk)))T

hat ebenfalls die Ordnung 2.

Beweis. Es ist

(2.16)  @(y; h) = (I = 3P)f(y) + 3P F(»)

2
(2.16a) ®(y; h) =f(y) + g a(y) + % P~'b(5), ¥ Zwischenstelle aus B,

|@(v; 1) — @(w; B)|| < [ = 3P| [£(2) = £Oo)] + 3]P] [ 7(2) = 7 ()] -

Durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf f(v) — f(w) und Benutzung von (2.7)
schitzt man weiter ab:

[@(v; ) = ®(w; )] = Lot = 3P| o — w] +

+ 3[P[ Lofllo — w] + #[P=*] [£(0) — ()]} =
< Lo{[[l = 3P + 2P + 3hoLo[[P[ [P~*[} v - w] .

Also ist (1.7) mit L = Lo{|[l — 3P| + 3||P| + 3hoLo|P| |P~*|} erfiill.
Aus (2.8), (2.8a) und (2.16a) erhilt man

h? h?
[@0%5 1) = AW B)| < - Ma + 2 [P NaMs

(mit My, M, aus (2.4), N, aus (2.5)), so daB die Giiltigkeit von (1.8) mit K =
= M, + §|P™!| N, Mg fiir m = 2 nachgewiesen ist.
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Aussage 3. Das RKV
h 3 2 2
(2.17) Verr =¥+ - Sf0) + S hf(ne + (5= =) hfn) +
4 4 3 9a

* 2 s+ ahf(yk)))

k=0,1,2,....,n — 1; a * 0, beliebig, fest,

hat die Ordnung 3.

Beweis. Wegen

(2.18)  @(y; h) = :11 ) + 3 f(y + G - i) hf(y) + 92; hf(y + o:hf(.v)))

(2.18a)  ®(y; h) =f(») + g a(y) + Z—;(b(y) +e(y) +

1 o 1 .
+ 13— d#) + —e(§) + = k(F)), F Zwischenstelle aus B
(27 ) " () 5 (y)) 17
und

ot 1) — @i )] s 1ol — vl + i (F- 01
o ‘> Loho + 2 L3 h } o = w]

ist (1.7) mit L = Lo{1 + 3(|3 — 2/9%] + 2/9]o]) Loho + $Loho} erfiillt.
Ferner gilt nach (2.8), (2.8a) und (2.18a)

h3

|20+ n) — 6% )] = Z— My +

3 K 2 K’ 2
N3Mj + — |o| LoN,M§ + — NoLoM§
12 9

Somit ist (1.8) fiir m = 3 erfiillt mit
1 2 (1 Jo 1
N=—M,+M:(=N;My + 2 LyN, + - L,N, |.
24 3 0(27 3 0 12 04V 2 9 0LY 2
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Aussage 4. Das RKV

(2.19) yk+1=yk+§fk+§hﬂ, k=0,1,2,...n~1,
mit
(2.20) i =)

fi = <l;f1(yk + <§ ) hf, s hfk)
A + g———) hf, + —~h i
(e )

(2.21) Fi= (G e+ o B oo [N + o hf))T
u=12 ..., N; oa" * 0, beliebig, fest,

hat die Ordnung 3

Beweis. Es ist

(2.22) D(v; h) = 1) + 3 F0)

h h?
(2.22a) =f) + 2 aly) + 57 () + <(v)) +
(1 L ot e Locs s 7wi
+h - d(5) + o P~ te(3) + §k(y) , J Zwischenstelle aus B,

mit P aus (2.14).

(1.7) ist hier mit L= Ly{l + 3h0L0|]21 - 2P|| + shoLo||P| + $h3L3|P| HP 4,
(lfg)llst hier fiir m = 3 mit N = 5uM; + My(35MoN5 + 5P| LoN, + 5LoN,)
erfiillt

3. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN MIT VARIABLEN PARAMETERN

Das Anliegen dieses Abschnitts ist es, in den Verfahren (2.13) und (2.19) die
Parameter «” so zu wihlen, daBl sich die Ordnung der Verfahren um eine oder zwei
h-Potenzen erh6éht. Wir legen unseren Betrachtungen wiederum das Differential-
gleichungssystem (2.1) zugrunde und suchen zunichst Darstellungen fiir die Fehler
der Verfahren (2.13) und (2.19).

Wegen (1.6) und (1.4) ist

Ep1 = y*(xk+ 1) — Yk+1 = h A(y*(xk); h) + y*(xk) —h 45()’::? h) = V>
k=012,..,n—1.

173



Daraus ergibt sich mit (2.8a) und (2.16a) fiir den Fehler von (2.13):
£ 3 * hz k h3 *
geer = Y40 + hf(y*(x) + Py a(y*(xy) + o (b(y*(xy) +
* hz h3 -1 4
+ ey () = v = 1) = - aln) = - P71 () + 0(Y),
und unter Beachtung von g = y*(x;) — y, = 0(h*) erhilt man schlieBlich

h? h
(1) mer = (U B+~ (6(0) + () = - P B(n) + 0(h*)
mit P aus (2.14) und

. g off
(32) Fo=(F2), F9i=L ().
dy

Analog ermittelt man mit (2.8a) und (2.22a) den Fehler von (2.19):

1 1 1
3.3 go1 = +hF)eg +h*(—dy) +(—=1—-—=P 1)e(y,) +
( ) K+ 1 ( k) k <216 (.Vk) <24 2 ) (yk)

+ 2’—l4—g(yk) + 315 k(yk)> + 0(h°).

Aus (3.1) bzw. (3.3) liest man zunichst folgendes ab: Ist die u-te Komponente von
b(y) identisch Null, dann ist der Fehler des Verfahrens (2.13) von «* unabhingig
(v =0,1,...,N); bzw. ist die u-te Komponente von e(y) idéntisch Null, dann ist
der Fehler des Verfahrens (2.19) von o* unabhingig (1 =0, 1, ..., N). (Da wegen
unserer Vereinbarung y°" =1 und somit y*°(x) = x stets egpy = y*°(xp41) —
— Vi+1 = Xpr1 — Xy = O gilt, sind die Fehler von (2.13) und (2.19) in jedem Fall
von «° unabhingig.)

Weil in diesen Fillen eine Genauigkeitssteigerung der u-ten Komponente von &
in Abhangigkeit von «* unmdglich ist, setzen wir fiir diese Ausnahmen willkiirlich
a* = 1 fest. (Insbesondere wihlen wir also stets «® = 1.)

Unter AusschluBl der genannten Sonderfalle gelten folgende Sitze:

Satz 1. Es gebe Vektoren w, = (w3, w, ..., w))', die zusammen mit den &, aus
(3.1) den folgenden Beziehungen geniigen:
(3.4) w,—Wy_y =8 —&_, +0h"Y); v=1,2,..,k<n;
m =3 bzw. 4; w, =&, = 0 (Nullvektor) .
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Dann hat das RKV der Gestalt
h -
(3-5) Ye+1 = Y +(’—J2_Pk) hf;c'*“EPkf:a k=0,1,...,n—-1,

mit
f;c =f(yk) = (l’fkla "'9fliv)T,
~k* = (l’fk*ls ""fk*N)T = (l’fl(yk + alihﬂ()’ "'SfN(yk + allghﬁc))T

10 ...0\?
0oy -

I':(N + 1)-reihige Einheitsmatrix, P, = % 0
00 oy

die Ordnung m, m = 3 bzw. 4, falls die in P, vorkommenden Grofien of nach der
Vorschrift
2w — We—1

3.6 ok =ak_ (1 +
(3.6) ek ‘( hSE_y + 3(wh_y — wh)

p=1,2...N, k=1,2,...n—1,

> ; ab + 0, beliebig,

mit
1

1‘:-1 =f1:1 _fk“—l + (fk“—l _fk*—”1)

i
Og—1
ermittelt werden.

Der Beweis dieses Satzes 1aBt sich unmittelbar von [4] iibernehmen, indem man
die dortigen GroBen &, o, Sp—1, [fyle & [D*f | bzw. [f,Df ], ersetzt durch &, of,
N

Sk_1, ZO Fiiel, b"(y,) bzw. ¢*(»).
=
Satz 2. Es gebe Vektoren w, = (wJ, w;, ‘..., wh)T, die zusammen mit den €, aus
(3.3) den folgenden Beziehungen geniigen:
(3.7) w,=¢, +0h"); v=12_..,k<n; m=4bzw. 5,
wo =& = 0 (Nullvektor).
Ferner gebe es Matrizen F, =(F) mit der Eigenschaft
(3.8) FJ =F9 4+ 0(h), F/aus (32), v=0,1,..,k<n.

Dann hat das RKYV der Gestalt

(39) yk+1=J’k+;ﬁc+%hﬂ*, k=0,1,...n—1,
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mit
(3.10) Lo =f) =LA o )"

- 2 2 2 #1 N,
=1, Yy, + (= - =\ hf, + — hfy ),--.,f Yo +
P (f(yk (3 9%1)}; L (v

- 2 Vi 2 Y ey
30 94 TF T g ) ’

G = (LA S = (L f (e + okhfe)s o SN + R

die Ordnung m, m = 4 bzw. 5, falls die o (n = 1,2, . .., N) nach der Vorschrift

— wh L
3.12 of = af_, + 12——~—*"‘—1 , ol beliebig, +0,
( ) k k—1 hU;: ) 0
p=12_..N, k=12 ..,n—1,
mit
(13) Uiy = ZF o A+ SR = R + 206 — fy)}

(k 1)2

ermittelt werden.

Beweis. Nach (3.3) gilt fiir die u-te Komponente des Fehlers von Verfahren (3.9)

(314) gy, =k +h 2 Fiigl + n* <—2—1—— d“(y,) + (L - —> e“(y) +

=) 24 12

+ L) + o ku(yk)) +o(h%), w=1.2...N.

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit aller in (2.10) auftretenden Ableitungen gilt

d(.Vk) = d(yk—l) + 0(h), e(.Vk) =e(.Vk—1) + 0(h), g(yk) = .‘](.Vk—l) + 0(h), k(yk) =
= k(yy—,) + 0(h), so daB man &}, , auch in der Form

j=0 216 24 12

N
(3.15) ekyy =&k + hz Fligl + h* (—— d"(pe-1) + (—1— - ——> e(ye-q) +
+ * 9" (Pe-y) + L K (yi-1) ) + 0(°)
24 72 :

schreiben kann. (Im folgenden versehen wir zur Abkiirzung GroBen, die von y,
abhingen, mit dem Index v; z. B. bedeutet also d, := d(y,).)
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Bevor wir in (3.15) @, nach (3.12) ersetzen, formen wir den dortigen Ausdruck
etwas um. Zunichst benotigen wir die Taylorentwicklung von Uj_ ;. Wegen

. . . 2 .
5 = [+ hod_yaly + ’5() bi_y +0(%), 1)
Fxj o _ o % j ;2_ 205 J j B3
-1 = fi-1 +3hak—-1 +9h(bk—1 +Ck—1)+0(’)
. . . W . .
S =fl, + haj_, + 7(bz_1 +cl_y) + 0(h%)

ist
O{I’:—l(4fl£ + 5fi_. — 9fk*—jl) +2( st _fI{—I) = hz(“f—x)z bi_, + 0(h3) s

so dal man mit (3.13), (3.8), (3.2), (2.9) und (2.10) erhalt:

N N
Uioy =Y Fi bl +0(h*) = h* Y Fil bl + 0(h*) = hef_, + 0(h%).
j=0 j=0

Somit hat o die Gestalt:
2w — Wi—y

3.152) o = oty 12 e T Wkt
( ¢ . h*ef_y + O(h%)

Dies eingesetzt in (3.15) ergibt

N
. 1 1 o 1
Ghoy =& +hY Filgl + h*(—di_, +(—— 22 )eboy + — g1 +
e ,-;o"" (216" 2 12 ) T a7

1 ) _ Wk = wiy) 0(h").

ke
72 ! h*el_, + 0(h°)

Nach (3.14) ist
1 1 o i 1
W —di g+ (—— 2 ey +—ghy + — kg ) =
(216"‘ (24 12 ) Ty T T e

N
=i —eis — h Y Filiglo +0(h°);
=0

J
daneben gilt
h4e;:—1(2Wf: - Wﬁ—x) — (2w" Wt ) 1 .
h*et_, + 0(h%) Y o)

1y Hierbei ist af =1 = 0(1) vorauszusetzen, was erst spiter induktiv bewiesen wird.
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Demnach ergibt sich

N N
(3.16) they =6 +hY Filel +ef —ehy —hY Filiel | —
j=o j=o
1
— 2w} — wh_ ) ——— + 0(h®) =
( k k 1)1 + O(h) ( )

N
= 2(ek — wh) + (Wh—y — &h=y) + h_ZO(Fﬁjei — Filyel ) —
=
— (2wl — wi—=y) 0(h) + 0(h) .

Wir untersuchen nun die Ordnung der einzelnen Terme von (3.16) und stellen fest:
Nach Voraussetzung (3.7) gilt:

ek — wh) =0(h™),  wh—y — eh—y = O(h™).
Nimmt man an, daf3
(3.17) g, =0k, & = 0(h*)

ist, so folgt nach (3.7)
we—1 = 0(h*), w, =0(h*),
und wegen

=

h

J

(Filel — Fiiy el_y) — (2wl — wi—,) 0(h) = 0(h®)
0

]

erhilt man schlieBlich
ehvy = O(h™) + O(h™) + 0(h®) + O(h®) = 0(h™), m =4 oder 5.

Dafiir, da3 die Annahme (3.17) fiir die Fehler von (3.9) berechtigt ist, geniigt
es zu zeigen, daB & = & = O(h*) gilt.!) Da aber nach Voraussetzung g, = 0 ist,
kann man g, = 0(h*) direkt aus (3.14) ablesen.

Es bleibt zu zeigen, daB of = 0(1) fiir h — 0, kh = const. ist. Nach Voraussetzung
ist of =const. =0(1), & =0 und damit & = 0(h*), & — w, = 0(h™), m =4
oder 5. Fir die Grofe

N .
el + hY Fie) + h*A%

ot i=12 =0
h*el

mit

1 1 1 1
Ay i=—dp + — ¢ + — gt + =k
T e T g R T g T

l) &, bedeutet hier den Fehler nach dem ersten Schritt, nicht den Fehler an einer festen
Stelle x,.
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gilt dann a}* = 0(1). Wegen o = 0(1) ist die Darstellung (3.15a) erlaubt, und unter
Ausnutzung von (3.7) erhilt man of* — af = 0(1), so daB o* = 0(1) sein muB.
Analog zeigt man, daB aus &_, = 0(h"), g = 0(h™)

N
e +hY Fie] + h*Al
*uo _ j=0 _
ot =12 1 o =0(1)

folgt und daB sich unter der Voraussetzung off_, = 0(1) mit (3.7) oz — o = 0(1)
und somit oy = 0(1) ergibt.

Bemerkung (vgl. [5]): Im Falle N = 1 kann auf die Voraussetzung (3.8) ver-
zichtet werden. Man ermittelt dann « =: , nach der VOI‘SChl‘lft (der obere Index 1
wird tiberall weggelassen)

Wi-1

o = o +1”——, k=12...,n—-1,
k k-1 o,

mit

Up-r = x’;—l {“k—l("’fk + 5fi-1 — 9fk*—1) + 2(fk—1 - fk—l)} >

Oy —1

fk 1 (fk—l "fk—x) -

2 1
B Oy — 1(fk Ji- 1){ O —1
- 3(“1:—1 - 1) [‘%(3/?:-1 —fk—l) - fk]}

Ji =f(xk9 Yk) > fk =f(xk + oxh, v + “khfk) >

- 2 2 2 2 .
fh* =flxx +=-h y+|{=—— hfk'*"“hfk .
3 9 9y,

3 0ty

4. BEISPIELE

Bei der praktischen Anwendung der Sitze 1 und 2 wurden die zur Ermittlung
der o* benétigten Vektoren w, durch die Fehlerschitzungen nach Runge realisiert.
Bekanntlich gilt (vgl. z. B. [3]): Fiihrt man die Rechnung einmal mit der Schritt-
weite h und einmal mit der Schrittweite 2h durch, dann ist der Fehler der genaueren
Rechnung bei den Formeln n-ter Ordnung niherungsweise gleich 1/(2" — 1) von der
Differenz der beiden Ergebnisse. Da bei dieser Fehlerschatzung die « — Berechnung
(3.6) bzw. (3.12) nur nach jedem zweiten Schritt moglich ist, ermittelt man yy;—;
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und Y2 mit Hilfe von o, und berechnet o, fiir die nachsten zwei Schritte nach der
Vorschrift

woo__
(3.6a) oy = oy s (1 + ok ~ Wik-2 )

208y + 3(Whi—s — why)

bei Verfahren (3.5) (mit S5, = fh_y — f—s + (fHi—2 — [ 2)[ase—2) bzw.
nach der Vorschrift

L
(3.122) o= ot 12 22 T W2 b verfahren (3.9)
2hU2k 2
N h
mit Uy, = (‘—“‘)‘ ZOFZk 2 “2k 2(4f2k 1+ 5fzk 2 — 9f2k 2) +
Aog—2 J

213, f;k_z)}).

An die Vektoren w,, sind dann die Forderungen
(3.43) Wiy = Way_y = &2y — &2, + O(h™*1);
n
v=1,2,..., k<5; m =3 bzw. 4 ;

Wo =8 =0

bzw.

(3.7a) wy, =&, +0(h™); v=12_..,k< g; m =4 bzw. 5;

wo =g =0
zu stellen.
Die Beweise der Sitze 1 und 2 fiir den Fall, daB man in den Verfahren (3.5) bzw.
(3.9) die a-Berechnungen (3.4a) bzw. (3.7a) verwendet, ergeben sich unmittelbar
aus den Beweisen des Abschnitts 3, indem man dort anstelle der Indizes k — 1, k,

k + 1 die Indizes 2k — 2, 2k, 2k + 2 betrachtet. (Zum Beispiel legt man dem
Beweis von Satz 2 statt (3.14) die Beziehung

N . n
hers = e + 2hY Fhle), + 2h* | — d“(ka) 1 _ % () +
j=0 24 12

+ EZ g*(ya) + - k"(ka)> +0(h®), p=12..,N,
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zugrunde, verwendet
d(yz) =d(yzi-2) + 0(h), e(yz) = e(yae-2) + 0(h),
g(ka) = 9()’2k«2) + 0(h) > k(ka) = k(ka—Z) + 0(h) >
2hUY, -, = 2h*es,_, + O(h°)

n 1
2Wak = Wai-a

oh, = ob_, + 1
2T Tk 2heh_, + 0(h°)

und schlieBt in derselben Weise wie in Abschnitt 3 auf &5, , = 0(h™), m = 4 oder 5)
Um nachzuweisen, dal die Fehlerschitzungen nach Runge den Forderungen
(3.43) bzw. (3.7a) gentigen, benutzen wir den folgenden

Hilfssatz 2. Fiir die beiden Folgen {g,,} und {w,,} von (N + 1)-komponentigen
Vektoren mogen folgende Beziehungen erfiillt sein:

1l.gg =wy =0
(4.1) 2. &, = (I + 2hGy,_3) &5, + 1, h"* + 55, A" + O(h™*2)
(4.2) way = (I + 2hGyy_5) Way_y + 1 B™1 4 £, W2+ O(h™H3)

(m > 0); dabei ist I die (N + 1)-reihige Einheitsmatrix, G,,_, = (G%,-,) eine
(N + 1, N + 1)-Matrix mit von h unabhingigen Elementen, r,, s, t,, sind
h-unabhdngige (N + 1)—komponentige Vektoren. Dann gili:

(4.3) &2y — Wi, = O(h™*1)
und
(4.4) &, —&-2 =wy —wy_, +0(h"*?), v=1,2,...n; 2hkn=5b—aq.

Beweis. Es ist

= “' + 2h62v—2|| [{82\!-—2 - Wzv—zH + “s2v - b,

”82v — Wiy Rt + Ilo(hm+3)'; *

Sei nun 1 + Ah := max |l + 2hG,,_,| und ¢ := max |s,, — #,,[, dann gilt:

“82v - w2v” <+ Ah)” £3y_5 — w2v—2“ + oh™t? 4 IIO(IZ'"+3)” .

Wegen g, = w, erhilt man [1, S. 18]

eAvh _ 1 nea " )

les = wa| < | 4b (eh™> + 0(rm*2)]) fir A+ 0
2v T May|| =

ovh™t? +v”0(hm+3)“ fir A-0.
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Mit Riicksicht auf vh = x, — x, =: ¢ erhdlt man somit Hsz‘, - w2v“ < Kh"*'(o +

+ [|0(h)||). (Dabei wurde K : = max (e*° — 1)/4; c) gesetzt.) Da also &2, — wa,
N

=V2:0|8'2v - WIZV

=0,1,..., N und damit &,, — w,, = 0(h™*!). Nun ist auch (4.4) leicht zu zeigen.

Man bildet

= 0(hm*1) gilt, folgt sofort auch &5, — wh, = 0(h™*') fiir i =

&y — Wiy — (82v—2 - W2v~z) = 2hGZv—2(82v—2 - W2v—z) +
sy, 5 — th,_y) + O(H"Y) = O(H"2) 4 O(H") + O(h") = O(hm+?).
Es bleibt nachzuweisen, dal die Nadherungen bzw. die Fehlerschiatzungen nach

Runge bei den Verfahren (3.5) und (3.9) die Gestalt (4.1) bzw. (4.2) haben. Bezeichnet
man die mit der Schrittweite h berechneten Néherungen der Verfahren (3.5) und

(3.9) mit y,, & y*(x,,), die mit der Schrittweite 2k berechneten Naherungen mit
Y,, & y*(x,,), so stellt man durch Taylorentwicklung fest, daB fiir das Verfahren

(3.5) gilt:
Y2, — Y5, = (’ + 2hF2v—2) (P2v-2 — sz—z) +

+ 11 = 3P 2) bay_z + €2,-2) + O(h*)
und

&y = y*(x2v) — Y2 = (’ + 211F2v~2) &, +
+ hS(G’ - %P;vl—z) b2v-2 + %cz‘»_z) + 0(h4) .

Fir die Naherungen des Verfahrens (3.9) erhilt man:

- Y, = (' + 2hF,,_ 2) (.V?.v 2= Y, 2) + h4(216d2v 2+
+ (531 — 3P 2) €2z + 339202 + 73Kay-2) + O(h°)
und
&2y = (I + 2hFyy_5) &5, + W*(Gedyy + (5] — 5P 2) €202 +
+ %gzv—z + T22k2v—z) + o(hs)'

Somit erfiillen die Folgen {e,,} und {3(y,, — ¥»,)} von Verfahren (3.5) bzw. die
Folgen {&,,} und {3(y,, — Y,,)} von Verfahren (3.9) die Voraussetzungen (4.1),
(4.2) des Hilfssatzes 2 und mithin auch die Bezichung (3.4a) mit m = 3 bzw. (3.7a)
mit m = 4. Mit einer solchen Fehlerschitzung hat also das Verfahren (3.5) die
Ordnung 3, das Verfahren (3.9) die Ordnung 4.

Beispiel 1
Y= Jo'y?), »0) =1
y =307y, y(0) =1.

Losung: y*!(x) = /(2x + 1), y**(x) = (V(2x + 1))*.
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Tabelle 1 stellt die Fehler verschiedener numerischer Verfahren fiir die Schritt-
weite h = 0,02 gegeniiber. Es bedeutet:
Spalte I:  Verfahren 2. Ordnung (2.11) mit « = 1.
Spalte II: Verfahren (2.13) mit o' = 2/5, «* = 2/9.
Spalte III: Verfahren 3. Ordnung (2.19) mit o' = 1/3, o> = 2/3.
Spalte 1V: Verfahren (3.5) mit oy = 2/5, aj = 2/9. ‘

Tabelle 1
1 2 I

k X y*10x) 74
el . 107 et . 107
20 0,4 1,3416 408 2,4149 534 — 741 2 502
40 0.8 1,6124 515 4,1923 740 —1153 4947
60 1,2 1,8439 089 6,2692 902 —1456 7512
80 1,6 2,0493 902 8,6074 386 —1705 10 237
100 2,0 2,2360 680 11,1803 398 —1921 13 130

1 11 ' v
o107 | g2.107 | g} 107 [ 22107 | &} . 107 | Z . 107 | o of

—2 5 —3 19 2 — 6 | 0,3978954 0,2201 015
—2 8 -5 32 3 —11 0,3985 360 0,2207 388
—3 12 —6 45 4 —17 | 0,3988 412 0,2210 939
—3 17 —7 58 4 —22 | 0,3989 669 0,2212 968
—4 21 —8 71 5 —29 | 0,3992 496 0,2214 658

Offensichtlich haben die Fehler der Verfahren (2.13), (2.19) und (3.5) die gleiche
GroBenordnung. Uberraschend ist die hohe Genauigkeit des Verfahrens (2.13);
sie ist dadurch begriindet, daB (2.13) bei obiger Parameterwahl fiir dieses Beispiel zu
einem Verfahren 3. Ordnung wird.

Beispiel 2
yUma X, ) =1,
J’Z' = ),'1 + 3x2 , yZ(O) — O )
Losung:
) = =3 e = e 4 e
Yx) = =% — 3x = + e — e T
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Tabelle 2 enthilt fir A = 0,02 in

Spalte I:  die Fehler des Verfahrens 2. Ordnung (2.11) mit « = 2/3 (diese Para-
meterwahl wird von Ralston [2] vorgeschlagen),

Spalte II: die Fehler des Verfahrens 3. Ordnung (2.17) mit a = 1/3,
Spalte I1I: die Fehler des Verfahrens (3.5) mit ag = 2/3, a5 = 10/9.

Tabelle 2
1 2 I
k Xy »* (Xk) y* (xk)

et . 107 &2 . 107

10 0,2 1,0853 690 0,2135 745 730 634
20 0,4 1,3856 139 0,5123 118 3358 1853
30 0,6 2,0240 042 0,9981 586 8 940 4399
40 0,8 3,2175 531 1,8066 430 19 514 9399
50 1,0 5,3122 044 3,1288 500 38 601 18 667

1I III
el . 107 &2 . 107 el . 107 &2 . 107 ol «?
!
18 5 83 18 3,5718 497 1,2577 177
50 19 154 52 6,9722 286 1,6039 542
109 51 275 116 11,4907 16 2,2113 653
221 110 488 227 17,8723 14 3,1772 973
427 215 855 413 ‘ 27,1517 66 4,6584 022
Beispiel 3
y=y—x+ + 1 y(0) =0
= , =0.
1+x  (1+x)?
Losung:

*x)=1+x — .
y() 1 +x

Tabelle 3 enthalt fiir 4 = 0,05 in

Spalte I:  die Fehler des Verfahrens 3. Ordnung (2.17) mit o« = 0,47 (diese Para-
meterwahl wird von F. Stetter [6] vorgeschlagen),

Spalte II: die Fehler des klassichen Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung,
Spalte III: die Fehler des Verfahrens (3.9) mit oy = 1/2.
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Tabelle 3

I n | I
k X y¥(x,) |
| ’ & . 107 5107 | 5107 | %
20 | 1,0 1,5000 000 — 155 — 4 — 4 l 0,2012 162
40 | 2,0 2,6666 667 — 438 — 12 — 12 0,1837 616
60 | 30 3,7500 000 —1197 -3 — 33 0,1651 146
80 | 4,0 4,8000 000 —3255 — 88 — 90 0,1502 041
100 | 50 5,8333 333 —83850 —238 —245 0,1360 075
|

Die Ergebnisse dieser Beispiele stehen in vollem Einklang mit den theoretischen
Aussagen der Sitze 1 und 2 und zeigen deutlich die Uberlegenheit der variablen
Parameterwahl gegeniiber den ,,optimalen* Parametern von Ralston und F. Stetter.
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Souhrn

RESENI SOUSTAV OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC
1. RADU RUNGEHO-KUTTOVOU METODOU
S PEVNYMI A PROMENNYMI PARAMETRY

SIEGFRIED SCHOLZ

Vhodnou volbou volnych parametrii se v explicitni Rungeho-Kuttové metod€ pro
feSeni soustav diferencidlnich rovnic 1. fadu dosahne toho, Ze se fad konvergence
zvysio 1-—2.
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