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SVAZEK 20 (1975) A P L I K A C E M ATE M A T I KY ČÍSLO 3 

RUNGE-KUTTA-VERFAHREN MIT FESTEN U N D VARIABLEN 
PARAMETERN ZUR LÖSUNG VON SYSTEMEN 

GEWÖHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. O R D N U N G 

SIEGFRIED SCHOLZ 

(Eingegangen 26. April 1973) 

Zur numerischen Lösung von Differentialgleichungssystemen 1. Ordnung für die 
Funktionen y^x), ..., yN(x) werden Runge-Kutta-Verfahren 2. und 3. Ordnung 
mit N frei wählbaren Parametern angegeben. Falls gewisse Informationen über 
den Fehler der Näherungslösung bekannt sind, können diese Parameter so gewählt 
werden, daß sich die Ordnung der Verfahren erhöht. Das bedeutet eine Einsparung 
von Funktionswertberechnungen der rechten Seite des Differentialgleichungssystems 
und damit eine Erhöhung der Effektivität im Vergleich zu den klassischen Runge-
Kutta-Verfahren . 

1. PROBLEMSTELLUNG, DEFINITIONEN, EIN HILFSSATZ 

Vorgelegt sei das Differentialgleichungssystem 

(1-1) yv =f\x,y\y\...,yN) 

y2' =f\x,y\y\...,yN) 

yN'=fN(x,y\y\...,yN) 

mit den Anfangsbedingungen y'(a) = n
l (i = 1, 2,..., N), a = x = b, und den Funk­

tionen /'", die in einem Arbeitsbereich B <= RN+1 stetig und hinreichend oft stetig 
partiell nach x und yj (j = 1,2, ...,JV) differenzierbar seien. Wir schreiben (1.1) 
symbolisch als 

( L 2 ) ? ~f(*,y), y(a)=n, a ^ x ^ b , 
mit 

(i- 3) y = (y\y2, ...,y
Ny 

f = ^y)j2(x,y),...,f(x,y)y 
i -\n\n2,...,ny 
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Es sei y*(x) = (y*1(x), y*2(x), ..., y*N(x))T die exakte Lösung von (1.2). Gesucht 
sind an den Stellen xfc = XQ + kh (x0 = a; k = 1, 2, ..., n; nh = b — a) Nä­
herungen yk = (yx

k, y
2
k, ..., yN)T für y*(xk). Der Fehler j*(xfc) - yk werde mit 2fc = 

= (el, 8fc, ..., 8fc
v)T bezeichnet. 

Abweichend von [1] definieren wir die Ordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens 
wie folgt: 

Definition 1. Ein Runge-Kutta-Verfahren (KKV) der Gestalt 

(1.4) yo = n > yfe+i = yk + h <P(xfc, yk; h), 

hat die Ordnung m, wenn für alle k = 0, 1, 2, ..., n — 1 aifr 

(1.5) «*+i = y * ( x f c + 1 ) - y f c + 1 =0(ÄM) 

für h -> 0 w?i<i (k + 1) h = xfc+1 — x0 = const. Dabei ist 0(hm) ein Vektor mit den N 
Komponenten 0(hm), 0 das Landau-Symbol. <fr(x, y; h) = ($x(x, y; h), <P2(x, y; h), . . . 
..., <PN(x,y; h))T heißt Zuwachsfunktion des Verfahrens. 

Definition 2. (vgl. [1, S. 117]). Es sei x e [a, b] und y ein beliebiger Vektor. 
z(t) bezeichne die Lösung des Differentialgleichungssystems z' —f(t,z), die der 
Bedingung z(x) = y genügt. Dann nennen wir die Funktion 

(1.6) A(x,y;h)= ) 

i- (z(x + h) - z(x)) fur h + 0 
J h <h 

y) für h = 0 

den exakten relativen Zuwachs der Lösung des gegebenen Differentialgleichungs~ 
Systems (1.2). 

HiSfssatz 1. Die Funktion <&(x9y; h) aus (1.4) sei für alle Punkte der Menge 

B* = {(x, y; h) : (x, y) e B und 0 _ h _ ho, h0 > 0} stetig, und es gebe eine 
Konstante L, so daß für (x, v; h), (x, w; h) e B* die Beziehung gilt 

(1.7) | |*(x, v; h) - <P(x, w; h)\\ = L\\v - w\\ . l) 

) Hier und im folgenden wird als Norm 

(1 -9) ||i 
i = l 

bei Vektoren bzw. 

(IAO) | |A| | :=-maxf; i^l 
j i = l 

bei Matrizen verwendet. 
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Ferner gebe es Konstanten K ^ 0, m ^ 0 (ganz) mit 

(1.8) \\$(x, y*(x); h) - A(x, y*(x); h)\\ ^ Khm , xe [a, b], h = h0 , 

(y*(x) — Lösung von (1.2), ^ aus (1.4), A aus (1.6).) Dann hat das Verfahren (1.4) 
die Ordnung m. 

Zum Beweis des Hilfssatzes: In [1, S. 124] wird gezeigt, daß unter den obigen 
Voraussetzungen \\yk+1 - y*(xfc+1)]| = 0(hm) gilt für h -> 0, (k + l) h = const. 
und alle k = 0, 1, 2, ..., n — 1. Wegen (1.9) ist damit (1.5) erst recht erfüllt. 

2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN 2. UND 3. ORDNUNG 
MIT FESTEN PARAMETERN 

Wir behandeln im weiteren den autonomen Fall 

(2A) y'=f(y), y(a) = n, 

den wir aus (1.1) unmittelbar erhalten können, indem wir (1.1) um die Gleichung 
y0' = f°(y) = 1 und die Anfangsbedingung y°(a) = t]° = a erweitern. Es ist jetzt 
also 

(2-2) 

(2.3) 

y = (x,y\...,y»y 

f = (í,f1(y),...,fN(y))T 

t, = (a,n\...,ny 

y*(x) = (x,y*1(x),...,y*N(x))T, 

Wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeitseigenschaften von f in B existieren 
die folgenden Ausdrücke: 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

Mn max 
yєB dx 

Np : = max 
0 = i i , ...,Jp = N 

yєB 

ЛУ) 

Ô" 

dyJí dyJ1... dyJp 

, p =0,1,2,..., 

rf(y)\\, P = 0,1,2, 

Lp:= max \S.fW(M, p = 0,l,2, 
7=o,i, . . . ,N oyJ || 

yeB 

Insbesondere gilt für zwei beliebige Vektoreny, ze B 

(2.7) \\f(y)-f(z)\\^My-4 
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Wir untersuchen nun unter Verwendung von Hilfssatz 1 die Ordnung verschie­
dener RKV. Die dort geforderte Stetigkeit von 3> ist wegen der vorausgesetzten Eigen­
schaften von / gewährleistet. Es bleibt jeweils das Erfülltsein von (1.7) und (1.8) 
nachzuweisen. Dazu benötigen wir die Taylorentwicklung von <fr(y; h) (abhängig von 
dem jeweiligen Verfahren) und von A(y; h), die für h #= 0 die Gestalt hat 

(2.8) A(y; h) = /(,) + \ ±f(y) + £ £2f(y) + £ £f(y) + <*) 

(2.8a) A(y; h) = f(y) + ± a(y) + £ (b(y) + c(y)) + 

+ L (d(y) + e(y) + g(y) + 3k(y)) + 0(h*) 

mit den (N 4- l)-komponentigen Vektoren 

(2.9) aiy) = (a%y)) = (io
8£-jfJ) 

/NN d2fi \ 

*(F)-(%))-(! Zfjt-J^) 
\j=o u=o oyJ oyK J 

c(y) = (ci(y))=(i ^8fj~kf
k) 

\j = o k=o dyJ oyK J 

(2.10) d(y) = (d\y)) = ( i i i ff j r A 
\j=o k=o m=o OyJ dy oy J 

,(,) = {m = (iiif-S?,r) 
\j=o k=o m=o oy3 oy dy J 

*« - (*Cr)) - (£ i iff-8fjkr). 
\j=o k=o m=o oy3 dyK dym J 

Aussage 1. Das RKV 

(2.11) yk+1 = yk + ( l - 1 ) hf(yk) + 1 hf(yk + ahf(yk)) 
k = 0, 1, 2 , . . . , n - 1 ; a + 0 , beliebig, fest, 

hat die Ordnung 2. 
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Beweis, (vgl. [1, S. 126, 128]). Es ist hier 

(2.12) 4>(y, h)=(l- p\ f(y) + 1 f(y + ahf(y)) 
\ 2a) 2a 

h h2 

(2.12a) <P(y; h) = f(y) H— a(y) H a b(y) , y Zwischenstelle aus B . 

Aus (2.12) ergibt sich 

||#(t>; A) - &(w;h)\\ ^ i -
2a 

!/(») -/Wll + 

+ ^n IIA" + a/г/(")) -/("' + aй/W)l 
2 a 

und nach (2.7) 

||$(»; h) - <*>(MT /I)I g 

+ | | ah(/(, )- fH)| | }^L 0 | 

2a 
L0||t> — wj| + — - T L 0 { | | D - w\\ + 

2 a 

2a 

i i , , 
+ r r 7 +-hoLa[\\v- H-lj, 

2 a 2 

so daß (1.7) mit L = L0{|l - l/2a| + l/2|a| + ih0L0} erfüllt ist. 

Zum Nachweis von (1.8) benutzen wir (2.8), (2.8a) und (2.12a): 

h2 h2 

\\&(y*; h) — A(y*; h)\\ ^ — |a| max \\b(y)\\ H max 
4 jeB 3 ! yeB ™ 

Mit Rücksicht auf die Definition (2.9) von b(y) kann man mit den Bezeichnungen 
(2.4) und (2.5) weiter abschätzen zu 

| |<%*; h) - A(y*; h)\\ S — \oc\N2M
2

0 + — M 2 , 
4 6 

so daß (1.8) mit K = \M2 + i |a | N2M
2

0 erfüllt ist. 

Bei dem Verfahren (2.11) werden sämtliche Komponenten von yk+i unter Ver­
wendung desselben festen Parameters a ermittelt. Es ist jedoch mitunter zweckmäßig, 
zur Berechnung der einzelnen Komponenten yk+i (// = 0, 1, 2, .. . , N) von yk+i 

unterschiedliche feste Parameter aß zu verwenden (vgl. Beispiel l). Wir beweisen im 
folgenden die 
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Aussage 2. Das RKV 

(2.13) yk+l =yk+(l- ±P) hfk + ihPfk9 k = 0, 1, 2,. . . , n - 1, 

mil der (N + l)-reihigen Einheitsmatrix /, der (N + l)-reihigen Diagonalmatrix 

(2.14) 

a° 0 . . . 0 \ - x 

0 a1 . . . 0 

(a" + 0, beliebig, fest; \i = 0, 1, 2, ...,N) 

und de/i (N + \)-zeiligen Vektoren 

(2.15) / f c = / ( A ) = ( l , / 1 W , . - , / " ' M r 

7, - (-,/*(* + *lhf(yk))J\yk + *2hf(yk)),...,f«(yk - aNhf(yk))f 

hat ebenfalls die Ordnung 2. 

Beweis. Es ist 

(2.16) 0(y; h) = (I - *P)/(» + iP /(y) 

A A2 

(2.16a) &(y; h) =f(y) + - a(y) + —P"1 b(y), y Zwischenstelle aus B , 

\\*(v; h) - $(w; A)|| = fll - iPfl \\f(v) -f(w)\\ + i||P|| | |/(.) - f(w)\\ . 

Durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf f(v) — f(w) und Benutzung von (2.7) 
schätzt man weiter ab: 

||*(»; A) - $(w; A)|| = L0||/ - iPfl flv - w\\ + 

+ i||P|| Lo{||- - w\\ + Afp-1!] ||/(.) - / (W) | |} = 

= L0{||/ - iPfl + i||P|| + iA0L0||P|| HP-1]} fll, - w\\ . 

Also ist (1.7) mit L = L0{||/ - iPfl + | | |P| | + iA0L0||P|| jf**-r||} erfüllt. 
Aus (2.8), (2.8a) und (2.16a) erhält man 

\\4>(y*; h) - A(y*; h)\\ ^^-M2+j \\p-l\\ N2M
2
0 

(mit M0, M2 aus (2.4), N2 aus (2.5)), so daß die Gültigkeit von (1.8) mit K = 
= \M2 + iflP-1! N2Ml für m = 2 nachgewiesen ist. 
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Aussage 3. Das RKV 

(2Л7) yk+1 =yk + ~f(yk) + 3- hf[yk + (1 - A ) hf(yk) + 

+ - hf(yk + ahf(yk))\ 
9a / 

fe = 0, 1, 2, ..., n - 1; a * 0, beliebig, fest, 

hat die Ordnung 3. 

Beweis. Wegen 

(2.18) *(y; A) = i /(y) + ? / ^ + ( J - ~j hf(y) + | - /./[> + aÄ/(y))) 

(2.18a) «ü(j; A) = /(y) + ^ «(j) + ~ (b(y) + c(y)) + 

+ A3 i— d(y) H e(y) + - k(y)\, y Zwischenstelle aus ß 

und 

|*(»; A) - #(*; A)|| ^ - L0flt> - K>| + l L, j i + í 

%hl\\v-w\\ 

2 _ _2_ 
3 9a + 

2 \ 2 
+ ^ n L<>A0 + - L 0 

9 a / 9 

ist (1.7) mit L = L0{1 + | ( | | - 2/9a| + 2/9|a|) L0A0 + iL0A0} erfüllt. 

Ferner gilt nach (2.8), (2.8a) und (2.18a) 

\\0(y*; h) - A(y*; h)\ £ -y M3 + L JV3M0 + J- |a| L0N2M0 + j N2L0Ml . 

Somit ist (1.8) für m = 3 erfüllt mit 

JV = -i- M3 + M0 f— IV3M0 + B L0N2 + - L0N2 j . 
24 V27 12 9 / 
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Aussage 4. Das RKV 

(2.19) yk+i=yk+-Afk+~hfk, fc = 0 , l , 2 , . . . , n - l , 
4 4 

mif 

(2.20) / , - / ( , , , ) 

A-(ü/tr.+ (J-^)«l+ -^W); -

'f' + (^)V'+^'))T 

(2.21) / » = ( I ; / ' | > , + «»/,/,); ...; /» ( , . + «'&/,))' 

/i = 1, 2, ..., N; aß 4= 0, beliebig, fest, 

hat die Ordnung 3. 

Beweis. Es ist 

(2-22) * f r ; A ) = i / W + i/(.v) 

(2.22a) - , / [ » + ^ «(>>) + £ (*(,) + < F ) ) + 

+ Ji3 (— d(j?) + — P 1 e(y) + - fc(j?) j , y Zwischenstelle aus B , 

mit Paus (2.14). 

(1.7) ist hier mit L = L0{1 + fh0L0|||. - |P|| + ±h0L0\\P\\ + \h2
0L

2\P\\ \\P'% 
(1.8) ist hier für m = 3 mit N = -^M3 + Ml(-±M0N3 + T^||P"i L0N2 + |^o^2) 
erfüllt. 

3. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN MIT VARIABLEN PARAMETERN 

Das Anliegen dieses Abschnitts ist es, in den Verfahren (2.13) und (2.19) die 
Parameter od1 so zu wählen, daß sich die Ordnung der Verfahren um eine oder zwei 
h-Potenzen erhöht. Wir legen unseren Betrachtungen wiederum das Differential-
gleichungssystem (2.1) zugrunde und suchen zunächst Darstellungen für die Fehler 
der Verfahren (2.13) und (2.19). 

Wegen (1.6) und (1.4) ist 

Sfc+i = y*(*fc+i) - J/c+i = h A(y*(xk); h) + y*(xk) - h &(yk; h)-yk, 

k = 0, 1, 2, ..., n - 1 . 

173 



+ 

Daraus ergibt sich mit (2.8a) und (2A6a) für den Fehler von (2A3): 

ek+1 = y*(xk) + hf(y*(xk)) + ~ a(y*(xk)) + % (b(y*(xk)) + 
2 6 

+ <y*(xk))) -yk- hf(yk) - *L a(yk) - £ P 1 b(yk) + 0(h*), 

und unter Beachtung von sk = y*(xk) — yk — 0(h2) erhält man schließlich 

(3.1) sk+1 =(l+ hFk) ak + ~ (b(yk) + c(yk)) -~P'1 b(yk) + 0(h4) 
6 4 

mit P aus (2.14) und 

(3-2) Fk=(FiJ), Fl>:=8f(yk). 
dyJ 

Analog ermittelt man mit (2.8a) und (2.22a) den Fehler von (2.19): 

(3.3) ek+1 = (I + hFk) sk + h* (±6 d(yk) + ^ - ~ P~l)e(yk) 

+ l49(yu)+^k(yk))+o(hs). 

Aus (3.1) bzw. (3.3) liest man zunächst folgendes ab: Ist die /i-te Komponente von 
b(y) identisch Null, dann ist der Fehler des Verfahrens (2.13) von aß unabhängig 
(fi = 0,1 , . . . ,N ) ; bzw. ist die /i-te Komponente von e(y) identisch Null, dann ist 
der Fehler des Verfahrens (2.19) von aß unabhängig (/x = 0, 1, . . . ,N ) . (Da wegen 
unserer Vereinbarung y0' = 1 und somit y*°(x) ~ x stets sk+1 = y*°(xk+l) — 
~~ y?+i = xk+i ~ xk+i = 0 gü^ sind die Fehler von (2.13) und (2.19) in jedem Fall 
von a° unabhängig.) 

Weil in diesen Fällen eine Genauigkeitssteigerung der /i-ten Komponente von s 
in Abhängigkeit von cnß unmöglich ist, setzen wir für diese Ausnahmen willkürlich 
aß — 1 fest. (Insbesondere wählen wir also stets a° = 1.) 

Unter Ausschluß der genannten Sonderfälle gelten folgende Sätze: 

Satz 1. Es gebe Vektoren wv = (wv, wv, ..., wv)
T, die zusammen mit den sv aus 

(3.1) den folgenden Beziehungen genügen: 

(3.4) wv - H>V_! = sv - av_! + 0(hm + 1) ; v = 1, 2, ..., k < n ; 

m = 3 bzw. 4 ; w0 = s0 = 0 (Nullvektor) . 
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Dann hat das RKV der Gestalt 

(3.5) yk+i=yk + (i-tPk)hfk + ^Pkft, k = 0, 1, . . . . n - 1, 

mit 
fk =f(yk)=(hfk\...,mT, 

A* = (LA*1, . . . , j ? T = ( L / V * + «iV»), - , A * + « I W 

/10 . . . 0 \ _ 1 

/ : (JV + i)-reihige Einheitsmatrix, Pk 

0 0 . . . a?i 

ö ą 1 . . . 0 

die Ordnung m, m = 3 bzw. 4, falls die in Pfe vorkommenden Größen afe nach der 
Forschrift 

(3.6) « g = a f e ^ ( l + - ^ " ^ J ; « o * 0 , beliebig, 
V ÄSJE«! + 3(w£_1 - wj)/ 

JU = 1, 2, ..., N , fe = 1, 2, ..., n - 1 , 
mit 

Sfc-i = ffe — f k - i H " (ffc-i ~ Jk-i) 

ermittelt werden. 

Der Beweis dieses Satzes läßt sich unmittelbar von [4] übernehmen, indem man 
die dortigen Größen sk9 afe, 5fe_1? [fjk efe, [D2f]fe bzw. [fj,Df]fe ersetzt durch e£, a£, 

«- ! , I W , fe^fc) bzw. c»(yk). 
j = 0 

Satz 2. Es gebe Vektoren wv = (wv, wv, ..., w^)7, die zusammen mit den ev aus 
(3.3) den folgenden Beziehungen genügen: 

(3.7) wv = sv + 0(hm) ; v = 1, 2,..., k < n ; m = 4 bzw. 5 , 

w0 = g0 = 0 (Nullvektor) . 

Ferner gebe es Matrizen Fv =(FV
J) mil der Eigenschaft 

(3.8) FV
J* = Fy + 0(h) , Fy aus (3.2) , v = 0, 1,..., k < n . 

Dann hal das RKV der Gestalt 

(3.9) Ä+i = Ä + J / * + ^ Ä / * * , fc-=0,l,...,n-l, 
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mit 

(3.10) / , = / W - ( l , / , ' /?)T 

Ä-('./'fc+(J-j|)* + s * V - ' % + 

(3.11) /fc** = (i,/*'S ...,ffc*"T - (i./'fo + « ) > —fHfa + <htiY 

die Ordnung m, m = 4 bzw. 5, falls die a£ (/i = 1, 2, ..., N) rcac/i der Vorschrift 

(3.12) a£ = a^_! + 12 fc - fc-* , ag be/ieb/g, + 0 , 
hUk-i 

\x = 1,2, . . . ,N , fc = 1,2, . . . , n - 1 , 
mit 

(3.13) U£_x = - - - E ^ i i K l ^ j i J + 5/j_x - 9/*/.) + 2(A*_"i - / /_.)} 
K - 0 i=o 

ermittelt werden. 

Beweis. Nach (3.3) gilt für die /i-te Komponente des Fehlers von Verfahren (3.9) 

(3.14) e£+1 = s2 + h^FM + h* (±- d%yk) + (1 - ^ W * ) + 
j = o \216 \24 12/ 

+ ^9>(yk) + ̂ fc*W) + o(h5), H = I,2,...,N. 

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit aller in (2.10) auftretenden Ableitungen gilt 
d(yk) = d(yk_,) + 0(h), e(yk) =e(yk^) + 0(h), g(yk) = g(yk.l) + 0(h), k(yk) = 
= k(yk„1) + 0(h), so daß man ek+1 auch in der Form 

(3.15) 6j|+. = 8* + fc j ^ + fc4 ( - 1 d ^ _ . ) + ( 1 - g ) e»(A-i) + 

+ i t ^ . - i ) + 4 * ^ . - i ) ) + o(*9) 

schreiben kann. (Im folgenden versehen wir zur Abkürzung Größen, die von j v 

abhängen, mit dem Index v; z. B. bedeutet also dv : = d(j\,).) 
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Bevor wir in (3.15) cck nach (3.12) ersetzen, formen wir den dortigen Ausdruck 
etwas um. Zunächst benötigen wir die Taylorentwicklung von U\\__±. Wegen 

/_*-"_ = / * - i + K - i a „ - i + jH-i)2 H-t + o(h 3 ), x ) 

/**-_ = / . / - ! + J *-_-_ + ^ h2(h/-i + -___) + o(h3) 

// = / * - i + -<*_-_ + y (h_-i + <__,) + 0(h3) 

ist 

<-i(4/„ + 5/„__ - 9f*l_) + 2(/___ -/„__) = h2(4-iY -_-i + 0(h3), 

so daß man mit (3,13), (3.8), (3.2), (2.9) und (2.10) erhält: 

Uf-i ~ / ; 3 1 *£_&_-_ + 0(h4) = h3 I fH_._ft.__ + 0(h4) = h3_-„__ + 0(h4). 
I-o /=0 

Somit hat cck die Gestalt: 

2w„ - **__ 
(3.15a) a_ =a„_j + 12 

Ä4e__i +0(h 5 ) 

Dies eingesetzt in (3.15) ergibt 

<., - < + ł Д ^ + *.Q-ł.. + (£-_)<-. + £--. + 
I f c . \ h4e__„(2< - wg._) 
72 fc"7 h4

e„_1+0(h5) 

Nach (3.14) ist 

h4 ( - - ____ + ( - - ?«-A 4'-i + - _ _-i + - K-_) = 
\216 V24 12 J 24 72 / 

daneben gilt 

- » « _ - « _ - _ - * £ -T-_«_-_ +o(h 5 ) ; 
J = 0 

^-_ií2vvг_-wj-i) = (2ţvг_wг_iЬ L 
hЧ__ +0(h5) v к _ 1 / i + o ( h ) 

*) Hierbei ist a£= 1 = 0(1) vorauszusetzen, was erst spater induktiv bewiesen wird. 

177 



Demnach ergibt sich 

(3.16) eU i « *_ + Ä £ F?4 + 4 - 4-1 - h £ E£_ A-1 -
j = 0 j = 0 

- (2w£ - wü_.) • 1~— + 0(h5) = 
K J1 + 0(h) v 7 

= 2$ - <) + K_t - «£__) + h 2 (Tj^ - n-.ei-,) -
; = o 

- ( 2 ^ - < _ 1 ) 0 ( l ' ) + 0(h5). 

Wir untersuchen nun die Ordnung der einzelnen Terme von (3A6) und stellen fest: 
Nach Voraussetzung (3.7) gilt: 

2(4 - <) = 0(hm) , wi'_. - ££_. = O(h-) . 

Nimmt man an, daß 

(3.17) 8ft_, =0(h 4 ) , 8, = 0(h4) 

ist, so folgt nach (3.7) 
-»_. =0(h 4 ) , * 4 = 0 ( h 4 ) , 

und wegen 

* I ( ^ " * £ _ «_-_) - (2wj; - w ^ ) 0(/i) = 0(h5) 
i=o 

erhält man schließlich 

s£+1 = 0(hm) + 0(hm) + 0(h5) + 0(h5) = 0(hm), m = 4 oder 5 . 

Dafür, daß die Annahme (3.17) für die Fehler von (3.9) berechtigt ist, genügt 
es zu zeigen, daß a0 = et = 0(h4) gilt.1) Da aber nach Voraussetzung s0 = 0 ist, 
kann man zx = 0(h4) direkt aus (3.14) ablesen. 

Es bleibt zu zeigen, daß a£ = 0(1) für h -> 0, kh = const. ist. Nach Voraussetzung 
ist ag = const. = 0(1), % = 0 und damit ^ = 0(h4), ax - wx = 0(hm), m = 4 
oder 5. Für die Größe 

ef + h£F1V1 + h4_A? 
a?" := 12 £--2 

hM 
mit 

Ai:^ — di + — ei + ^gi+ — K 
216 24 24 72 

1) et bedeutet hier den Fehler nach dem ersten Schritt, nicht den Fehler an einer festen 
Stelle * j . 
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gilt dann a*ß = 0(1). Wegen aß
0 = 0(1) ist die Darstellung (3.15a) erlaubt, und unter 

Ausnutzung von (3.7) erhält man a*ß - ajf = 0(1), so daß a? = 0(1) sein muß. 
Analog zeigt man, daß aus %-i = 0(hm), sk = 0(hm) 

<« + * £ Fp4 + h4Ai 
«F : - 12 t 2 _ 0(1) 

folgt und daß sich unter der Voraussetzung a£__i = 0(1) mit (3.7) a*M — ocf
k
l = 0(1) 

und somit ak = 0(1) ergibt. 

Bemerkung (vgl. [5]): Im Falle N = 1 kann auf die Voraussetzung (3.8) ver­
zichtet werden. Man ermittelt dann â  = : ak nach der Vorschrift (der obere Index 1 
wird überall weggelassen) 

a-. = afc_i + 12 —- 5L_I , fc = 1,2, ..., n - 1 , 
hUfc_i 

mit 

l/å_. = ţ - l {-__,(4Л + 5Л_! - 9Л*,) + 2(Л-, ~ /„-,)} , 
a 

2 
fc-1 

2 f 1 
x * - i — " 77 ř \ V f c ~~/*-i " (/fc-i ~~/fc-i) "" 

afc~i(/fc ~/fc-i) l afc-i 

» 3 ( a , _ i - - l ) [ i ( 3 / f c l 1 - - A _ i ) - A ] | 

A = /(**, yfc) , /* = f(xk + a&h, jfc + ockhfk) , 

^ л > л + ^ - Л V л + ^ l Л 9aJ 

4. BEISPIELE 

Bei der praktischen Anwendung der Sätze 1 und 2 wurden die zur Ermittlung 
der aß benötigten Vektoren wv durch die Fehlerschätzungen nach Runge realisiert. 
Bekanntlich gilt (vgl, z. B. [3]): Führt man die Rechnung einmal mit der Schritt­
weite h und einmal mit der Schrittweite 2h durch, dann ist der Fehler der genaueren 
Rechnung bei den Formeln n-ter Ordnung näherungsweise gleich 1/(2" — l) von der 
Differenz der beiden Ergebnisse. Da bei dieser Fehlerschätzung die a — Berechnung 
(3.6) bzw. (3.12) nur nach jedem zweiten Schritt möglich ist, ermittelt man j2fc-i 
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und y2k mit Hilfe von a.2k-2 und berechnet a2k für die nächsten zwei Schritte nach der 
Vorschrift 

(3.6a) a2k = a2k-2 (l + 2w"2k ~ W'k~2 -^ 
V V 2hS2k„2 + l{w2k_2 - w2k)J 

bei Verfahren (3.5) (mit S2k^2 = /£__ - / Ä - 2 + (/2"_-2 - / 2 ? - 2 ) K . - 2 ) bzw. 
nach der Vorschrift 

2w'1 — w11 

(3.12a) a"2k = aAt_2 + 12 - ^ ^ ^ bei Verfahren (3.9) 
V 2hU^_2 

(mit U^_2 = — ^ ZE2I-2 fek-2(4/i'_-1 + 5/2'»_2 - 9/2*/.2) + 

2(/2rf2-/A-2)l). 

An die Vektoren w2v sind dann die Forderungen 

(3.4a) w2v - w2v_2 = 82v - £2v_2 + 0(hm+1) ; 

v = 1, 2, ..., k < - ; m = 3 bzw. 4 ; 

2 
0 

bzw. 

(3.7a) и>2v = e2v + 0(hm) ; v = 1, 2, ..., k < - ; m = 4 bzw. 5 ; 

и>0 = £ 0 = 0 

zu stellen. 

Die Beweise der Sätze 1 und 2 für den Fall, daß man in den Verfahren (3.5) bzw. 
(3.9) die a-Berechnungen (3.4a) bzw. (3.7a) verwendet, ergeben sich unmittelbar 
aus den Beweisen des Abschnitts 3, indem man dort anstelle der Indizes k — 1, k, 
k + 1 die Indizes 2k — 2, 2k, 2k + 2 betrachtet. (Zum Beispiel legt man dem 
Beweis von Satz 2 statt (3.14) die Beziehung 

e2k+2 = e2k +2hi F & L + 2h4 ( - L d%y2k) + ( 1 - &) e»(y2k) + 
i=o \216 \24 12/ 

+ ~gty*) + j2k"(y2k)\ + o(h5), H = I,2,...,N, 
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zugrunde, verwendet 

ä(y2k) = d(y2k_2) + 0(h) , e(y2k) = e(y2k_2) + 0(h) , 

- 9(y2k) = 9(y2k-2) + 0(h) , k(y2k) = k(y2k_2) + 0(h), 

2hU"2k_2 = 2h4e2
i
k_2 + 0(h5) 

«S* = <k-2 + 12 - 2w2fc " W2fc"2 

2hVj*- 2 + 0(h5) 

und schließt in derselben Weise wie in Abschnitt 3 auf s2k+2 = 0(hm), m = 4 oder 5.) 

Um nachzuweisen, daß die Fehlerschätzungen nach Runge den Forderungen 

(3.4a) bzw. (3.7a) genügen, benutzen wir den folgenden 

Hilfssatz 2. Für die beiden Folgen {s2v} und {w2v} von (N + l)-komponentigen 
Vektoren mögen folgende Beziehungen erfüllt sein: 

1. ca = w0 = 0 

(4.1) 2. s2v = (l + 2/zG2v_2)£2v_2 + r2vh
m+1 + s2vh

m + 2 + 0(/T + 2) 

(4.2) w2v = (I + 2/zG2v_2) M>2V_2 + #-2v/y" + 1 + t2vh
m + 2 + 0 ( / r + 3 ) 

(m > 0); dabei ist I die (N + l)-reihige Einheitsmatrix, G2v_2 = (G2\_2) eine 
(N + 1, N + 1)-Matrix mit von h unabhängigen Elementen, r2v, s2v, t2v sind 
h-unabhängige (N + i)-komponentige Vektoren. Dann gilt: 

(4.3) s2v - w2v = Ö(hm + 1) 

(4.4) g2v - s2v_2 = w2v - w2v_2 + 0(hm+2) , v = l,2,...,n; 2hn = b - a . 

Beweis. Es ist 

||*2, - ">2v|| = I ' + 2ÄG2v_2|| | |ß2v_2 - w2v_2|| + \\s2v - t2v\\ hm+1 + \\0(hm + 3)\\ . 

Sei nun 1 + Ah := max ||/ + 2hG2v_2\ und er : = max ||s2v — r2v||, dann gilt: 

V V 

|«2, - H-2v|| = (1 + 4 Ä ) | «2v-2 - H- 2 v - 2 | + ffhm + 2 + | |0 (h m + 3 ) | | . 

Wegen s0 = w0 erhält man [1, S. 18] 
tvft _ -, 

(ahm+z + \\0(hm+3)\\) für A * 0 
Ah 

\avhm+1 + v||0(hm+3)|| für A = 0 . 
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Mit Rücksicht auf vh = xv -- x0 = : c erhält man somit ||a2v — w2v\\ ^ Khm + i(a + 
+ | |0(Ä)| |) . (Dabei wurde K : = max (eAc - l ) /A ; c) gesetzt.) Da also ||c2v - w2v\ = 

N 

= I |4v - w2v| = 0(hm+i) gilt, folgt sofort auch sl
2v - w2v = 0(hm+1) für i = 

i = 0 

= 0, 1, . . . ,N und damit s2v — w2v = 0(hm+1). Nun ist auch (4.4) leicht zu zeigen. 
Man bildet 

«2v ~ W2v - («2v-2 ~ W2v-2) = 2 ^ G 2 v - 2 ( « 2 v - 2 ~ ^ v - 2 ) + 

+ hm+2(s2v_2 - *2v_2) + 0(hm + 3) = 0(hm+2) + 0(hm+2) + 0(hm+3) = 0(hm + 2) . 

Es bleibt nachzuweisen, daß die Näherungen bzw. die Fehlerschätzungen nach 
Runge bei den Verfahren (3.5) und (3.9) die Gestalt (4.1) bzw. (4.2) haben. Bezeichnet 
man die mit der Schrittweite h berechneten Näherungen der Verfahren (3.5) und 
(3.9) mit y2v « y*(x2v), die mit der Schrittweite 2h berechneten Näherungen mit 
Y2v « j*(x 2 v ) , so stellt man durch Taylorentwicklung fest, daß für das Verfahren 
(3.5) gilt: 

J2v ~ ^2v = (I + 2hF2v_2)(y2v_2 - Y2v_2) + 

+ h3((l - fP2v_2) b2v_2 + c2v_2) + 0(h*) 
und 

«2v = y*(*2v) ~ y2v = (' + 2hF2v_2) 82y_2 + 

+ h3((ll ~ K- 1 -» ) *2v-2 + ^2v - 2 ) + Ö(*4) -

Für die Näherungen des Verfahrens (3.9) erhält man: 

v2v - Y2y = (I + 2/iF2 v_2)( j 2 v_2 - F2v_2) + h\g-6d2v_2 + 

+ (ft ' - TIP2V-2) *2v-2 + & 2 , - 2 + # - , - - ) + ö(Ä5) 
und 

£ 2 v = (/ + 2hF 2 v_ 2 ) ß 2 v_ 2 + h ^ d , , + ( £ l - T\P 2"V-2)^2V-2 + 

+ Ä02V-2 + £*2v-_) + 0 ( h 5 ) . 

Somit erfüllen die Folgen {s2v} und ß(y 2 v — F2v)} von Verfahren (3.5) bzw. die 
Folgen {s2v} und {^(y2v — F2v)} von Verfahren (3.9) die Voraussetzungen (4.1), 
(4.2) des Hilfssatzes 2 und mithin auch die Beziehung (3.4a) mit m = 3 bzw. (3.7a) 
mit m = 4. Mit einer solchen Fehlerschätzung hat also das Verfahren (3.5) die 
Ordnung 3, das Verfahren (3.9) die Ordnung 4. 

Beispie l 1 

yv- vV/y )> *»(<>)-i 

J>2' = 3 V ( y 2 / / ) , J>2(0) = 1 . 

Lösung: y*1(x) = sj(2x + l), y*2(x) = (V(2x + l))3 . 
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Tabelle 1 stellt die Fehler verschiedener numerischer Verfahren für die Schritt­
weite h = 0,02 gegenüber. Es bedeutet: 

Spalte I: Verfahren 2. Ordnung (2.11) mit a = 1. 

Spalte II: Verfahren (2.13) mit a1 = 2/5, a2 = 2/9. 

Spalte III: Verfahren 3. Ordnung (2.19) mit a1 = 1/3, a2 = 2/3. 

Spalte IV: Verfahren (3.5) mit a0 = 2/5, a2 = 2/9. 

Tabelle 1 

k . . * l / ~ ч ,*2/„ ч 
I 

k xk У V-̂ -fcУ У \*>k> 

4 . ю7 в2 . 107 

20 0,4 1,3416 408 2,4149 534 - 741 2 502 
40 0,8 1,6124 515 4,1923 740 - 1 153 4 947 
60 1,2 1,8439 089 6,2692 902 - 1 4 5 6 7 512 
80 1,6 2,0493 902 8,6074 386 - 1 705 10 237 

100 2,0 2,2360 680 11,1803 398 - 1 921 13 130 

II II IV 

4 . ю7 
в 2 Л 0 7 4 . 107 в ž . Ю 7 4 • ю7 в ř . Ю 7 4 

- 2 5 - 3 19 2 - 6 0,3978 954 0,2201 015 
- 2 8 - 5 32 3 - 1 1 0,3985 360 0,2207 388 
- 3 12 - 6 45 4 - 1 7 0,3988 412 0,2210 939 
- 3 17 - 7 58 4 - 2 2 0,3989 669 0,2212 968 
- 4 21 - 8 71 5 - 2 9 0,3992 496 0,2214 658 

Offensichtlich haben die Fehler der Verfahren (2.13), (2.19) und (3.5) die gleiche 
Größenordnung. Überraschend ist die hohe Genauigkeit des Verfahrens (2.13); 
sie ist dadurch begründet, daß (2.13) bei obiger Parameterwahl für dieses Beispiel zu 
einem Verfahren 3. Ordnung wird. 

Beispie l 2 

Lösung: 

/ ' = 4y2 + x2 , / ( 0 ) = 1 , 

y2' = yi + 3*2 , j,-(0) = 0 . 

y*\x) = - З x 2 - \x 

УҢX) = -Ax* _ Џ _ ì + ií 

I + Ч-e2* + le~2* 

,2л-

8 C 
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Tabelle 2 enthält für h = 0,02 in 

Spalte I: die Fehler des Verfahrens 2. Ordnung (2.H) mit a = 2/3 (diese Para­
meterwahl wird von Ralston [2] vorgeschlagen), 

Spalte II: die Fehler des Verfahrens 3. Ordnung (2.17) mit a = 1/3, 

Spalte III: die Fehler des Verfahrens (3.5) mit aj = 2/3, a0 = 10/9. 

Tabelle 2 

L- ,*l/v л v*
2
tv ^ 

I 

к лk 
S V^Jfc/ y Vл/cj 

4. ю7 ą . 107 

10 0,2 1,0853 690 0,2135 745 730 634 
20 0,4 1,3856 139 0,5123 118 3 358 1 853 

30 0,6 2,0240 042 0,9981 586 8 940 4 399 

40 0,8 3,2175 531 1,8066 430 19 514 9 399 

50 1,0 5,3122 044 3,1288 500 38 601 18 667 

II III 

4. ю7 
i :

2
.10

7 4. ю7 Ą . ю 7 Ą Ą 

18 5 83 18 3,5718 497 1,2577 177 

50 19 154 52 6,9722 286 1,6039 542 

109 51 275 116 11,4907 16 2,2113 653 

221 110 488 227 17,8723 14 3,1772 973 

427 215 855 413 27,1517 66 4,6584 022 

Beispiel 3 

Lösung: 

/ - У - X + - J — + 7 — Ц j , y(0)=0. 
1 + x (1 + xf 

y*(x) = 1 + X 
1 + X 

Tabelle 3 enthält für h = 0,05 in 

Spalte I: die Fehler des Verfahrens 3. Ordnung (2.17) mit a = 0,47 (diese Para­
meterwahl wird von F. Stetter [6] vorgeschlagen), 

Spalte II: die Fehler des klassichen Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung, 

Spalte III: die Fehler des Verfahrens (3.9) mit a0 = 1/2. 
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Tabelle 3 

I II III 
k xk УЧx

k) k xk УЧx

k) 
ek . 10

7 
eк . 10

7 
eк . 10

7 

Ч 

20 1,0 1,5000 000 - 155 - 4 - 4 0,2012 162 

40 2,0 2,6666 667 - 438 - 12 - 12 0,1837 616 

60 3,0 3,7500 000 - 1 197 - 32 - 33 0,1651 146 

80 4,0 4,8000 000 - 3 255 - 88 - 90 OA 502 041 

100 5,0 5,8333 333 - 8 850 -238 -245 0,1360 075 

Die Ergebnisse dieser Beispiele stehen in vollem Einklang mit den theoretischen 
Aussagen der Sätze 1 und 2 und zeigen deutlich die Überlegenheit der variablen 
Parameterwahl gegenüber den „optimalen" Parametern von Ralston und F. Stetter. 
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Ѕ o u h r n 

ŘEЅENÍ ЅOUЅТАV OBYČEJNÝСН DIҒERENСIАLNÍСH ROVNIС 
1. ŘАDU RUNGEHO-KUТТOVOU MEТODOU 
Ѕ PEVNÝMI А PROM NNÝMI PАRАMEТRY 

ЅlEGFRIED ЅСHOLZ 

Vhodnou volbou volných pаrаmеtrů sе v еxplicitní Rungеho-Kuttov mеtod pro 
řеšеní soustаv difеrеnciаlních rovnic 1. řаdu dosаłmе toho, žе sе řád konvеrgеncе 
zvýší o 1—2. 

Anschrìft des Verfasser; Dr. rеr. nаt. Sieдfried Scholz, Ѕеktion Mаthеmаtik dеr Теchnischеn 
Univеrsit t Drеsdеn, Zеllеschеr Wеg 12—14, 8027 Drеsdеn, DDR. 
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