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SVAZEK 20 (1975) APLIKACE MATEMATIKY cisLo 5

UBER STABILITATSBEREICHE BEI PARAMETRISCHEN
LINEAREN OPTIMALITATSPROBLEMEN

LiBUSE GRYGAROVA

(Eingegangen 20. Mirz 1974)

Die vorgelegte Arbeit schliesst in gewissem Sinne an die Arbeit [2] an, wo das
Problem einer geeigneten Charakterisierung, bzw. die Moéglichkeit der Berechnung
des maximalen Losbarkeitsbereiches des Optimalitiatsproblems

(1.1) min {f(x)}! ,

xeM(1)
mit
(1.2) f(x) = Zlc,,x, s Zl|ca| >0,
(1.3) MO) = {xeE, | Y (a.+4)x,=b,, x,20
a=1
(r=1,...m; a=1,..,n)},
(1.4) re'E,")

behandelt wurde. Es ging hier also um eine spezielle Optimalititsaufgabe mit Para-
metern in der Koeffizientenmatrix der linearen Restriktionen. Fiir die praktische
Anwendung kommen oft parametrische Optimierungsprobleme einer allgemeinerer
Form in Frage. Jedoch ist das oben gestellte Problem und seine qualitative Unter-
suchung untentbehrlich fiir die Aufstellung einer allgemeineren Stabilitétstheorie
in dem fraglichen Sinne.

In dieser Arbeit wird eine geeignete Beschreibung und Bestimmung eines Stabili-
titsbereiches der optimalen Losungsmenge des Problems (1.1), der einem festge-
wiahlten Parameterpunkt oA angehort, angegangen. Ein lokaler Stabilitatsbereich
wird hier auf dhnliche Art wie der in der Theorie der linearen parametrischen Opti-
mierung mit Parametern in der Zielfunktion, bzw. in den rechten Seiten der linearen
Restriktionen geeignet definiert. Wir gehen dabei von der folgenden Vorstellung aus:

1) Im Gegensatz zu dem Zustandsraum werden wir einen Parameternraum mit einem Strich
links oben an dem betreffenden Symbol bezeichnen.
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Falls fiir einen festgewihlten Punkt (A das Problem (1.1) 1sbar ist, so stellt die
Menge der optimalen Punkte eine bestimmte abgeschlossene Seite B(oh) einer be-
stimmten Dimension od (0 < od) des konvexen Polyeders M(,1) dar. Diese Seite
ist durch eine Indexmenge I(,A) < {1, ..., n} mit der Eigenschaft x, = 0 (x € I(;}))
fiir alle Punkte x e B(,A) eindeutig charakterisiert. Es geht nun um die Menge
aller Punkte A, fiir die das Problem (1.1) I8sbar ist, wobei die Menge der optimalen
Losungen dieselbe (durch die Menge I(o)) festgelegte) Charakteristik besitzt. Vom
geometrischen Standpunkt aus bedeutet es dann

1) die Menge S’(I(,A)) derjenigen Punkte A zu bestimmen, fiir die das konvexe
Polyeder 9M(1) eine Seite B()) besitzt, wobei diese Seite B()) durch dieselbe Index-
menge I(,A) charakterisiert wird und dariiber hinaus dieselbe Dimension ,d wie die
Seite B(o) hat; _

2) aus der Menge S'(I(oM)) eine solche Teilmenge C(,M), fiir die die Seite B(A) des
Polyeders M(L) zugleich die Menge der optimalen Ldsungen des Problems (1.1)
darstellt, auszuwihlen. Eine solche Menge C(,)) heisst dann der zu dem Punkt g
zugehorige Stabilitdtsbereich beziiglich des Problems (1‘1).

Im Kapitel 1 wird das unter 1) angegebene Problem gelést. Das Kapitel 2 betrifft
die Untersuchung der Menge C(oh).

Die Frage der Berechnung der Menge C(o)) in konkreten Fillen wird hier nicht
naher angegangen und sie wird in einer spiteren Arbeit beantwortet, in der zugleich
weitere Fragestellungen, die das Optimalititsproblem (1.1) angehen, beantwortet
werden (z. B. die Existenz einer Einteilung des Losbarkeitsbereiches in eine endliche
Anzahl von Stabilitdtsbereichen und die FEigenschaften einer solchen Einteilung,
die Charakteristik der Losungsfunktion iiber dem ganzen Losbarkeitsbereich, bzw.
iiber einzelne Stabilititsbereiche).

Im Gegensatz zu anderen Arbeiten, die sich mit dhnlicher Problematik beschafti-
gen, wird hier bei den Untersuchungen und Beweisfithrungen an keiner Stelle irgend-
eine Berechnungsmethode (z. B. die Simplexmethode) benutzt. Die Entartungsfille
werden in der dargestellten Theorie einbezogen.

KAPITEL 1

Es sei (1.1) das gegebene parametrische lineare Optimierungsproblem. Fiir jedes A
bezeichnen wir

(15) Wy (h) = P W) | () = min {F60)3).

Falls fiir ein festgewihltes oA € 'E,, die Bedingung Mopi(oh) =+ O erfiillt ist, so gibt
es eindeutig eine Indexmenge I(oh) = {1, ..., n} mit

(1.6) Mop(oh) = xeM(GA) | x, =0 (xel(Gh)} + 0,
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wobei offenbar die Menge I(yh) die grosste Indexmenge mit der Eigenschaft (1.6)
ist?), d. h. es existiert mindestens ein Punkt ox € M (oA), so dass ox, > 0 (x e

e {l,..., n}\I())) gilt.
Wir definieren fiir ein beliebiges . die Menge

(17) B(t) = {x e M) | x, = 0 (xeI(sh)}

und eine weitere Menge

(18) SU() = {he B, | BO) + 0}

und wir werden zuerst die Eigenschaften dieser Mengen untersuchen.

Behauptung 1.1. Im Falle I(o)) = {1, ..., n} gilt S(I(;})) = E,,.

Beweis. Falls I(,)) = {1, e n}, so gilt nach (1.6) M, (oA) = {o}, woraus —
nach (1.3) — sich notwendig i |b,| = 0 ergibt und es ist daher laut (1.7) B(A) =
= {o} + 0 fiir alle A. Nach Drezﬁlnition (1.8) folgt daraus S(I(pA)) = ‘E,.

Behauptung 1.2. Im Falle ) |b,| = 0 gilt S(I(o})) = 'E,,.
r=1

Beweis. Aus Y. |b,| = O ergibt sich nach (1.3) o e MM(3) fiir alle A und aus (1.7)
r=1
ergibt sich o e B() fiir alle A voraus nach (1.8) S(I(,A)) = 'E,, folgt.
Bemerkung 1.1. In den folgenden Untersuchungen wird I(oA) & {1,...,n}
und ) lb,l > 0 vorausgesetzt, wobei die restlichen zwei Fille durch die Bemerkung
r=1
1.5 und 1.6 in die Theorie eingeschlossen werden.

Bemerkung 1.2. Ohne die Allgemeinheit einzuschrinken, kann man {1, ..., n}\
\I(ok) = {1, cees s} voraussetzen.

Um die Menge S(I(,))) aus (1.8) charakterisieren zu konnen, fithren wir den eukli-
dischen Raum ‘E, ., der mit den kartesischen Koordinaten A, ..., 4,,4, versehen
ist, ein. Durch die Relationen

A=bi+Y(-a,)é (r=1..,m),

a=1
Xm+1 =1- Zl‘sai (60’ éa)e,Es+1 >

2y Siehe [3].
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ist eine bestimmte lineare Abbildung des Raumes E.; in den Raum 'E,,+ festgelegt.
Wir definieren in ‘E,,, ; die Menge

(1.9) K={}e'E,, |4 = bt + fj(—a,,,) & (r=1,...m),
a=1

s

lm'l'l:l“Zéa’ 50>0, éugo (a__—l"-"s)}-

a=1

Behauptung 1.3. Die Menge K aus (1.9) ist eine nicht leere und konvexe Menge,
wobei ihre Abschliessung K einen polyedrischen Kegel mit einem Scheitel A =
=(0,...,0,1) in 'E, ., darstellt. Es gilt rel. intK < K.

Beweis. Da fiir die Abschliessung K der Menge K

(110) K={eEpi|h=bl + Y (~a02)ls Idnsy=1-Y &,
a=1 a=1
(0,820 (x=1,..,5r=1,...,m)}
gilt mit

(1.11) rel.intK = {he’E,., |2 = b& + Y (—a,,) &,
a=1

Imir =1=Y¢&, &,6>0 (a=1,..,s55r=1,...,m)},
a=1
so ergibt sich daraus unmittelbar die Behauptung.

Behauptung 1.4. Die Menge S(I(,))) ist eine nicht leere konvexe Menge in 'E,,
und sie ldsst sich als Durchschnitt der Menge K aus (1.9) mit der Hyperebene

(1.12) R={,e'E,ss|Apsy =0}
darstellen. Ihre Abschliessung S(I(y))) ist ein konvexes Polyeder in 'E,,.

Beweis. Wegen B(oh) = 0 ist oM € S(I(pA)) und daher S(I(y)) + 0. Es sei A e
e S(I(o))) beliebig gewahlt. Nach (1.8) ist B(A) + @ und nach (1.7) und Bemerkung

1.2
(1.13) B(A) = {x€E,|Y (@ + A4)X, =b,, X, 20
a=1
(=185 r=1,...,m}+0.
Nach Voraussetzung (Bem. 1.1) ist ) b, > 0.und daher gilt fiir jeden Punkt
x € B()) r=1

s
Y x,>0.
a=1
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Daraus ergibt sich, dass man das Gleichungssystem aus der Beschreibung (1.13)
der Menge B()) dquivalent in der Form

schreiben kann. Darauvs und aus (1.8) folgt weiter, dass sich die Menge S(I(,)))
folgendermassen parametrisch beschreiben lasst:

(1.14)  S(I(\) = {»€'E, | 4, =

Wir definieren

(1.15) $o = Sl s Ca= :ca (x=1,...,5).
PIER PIES
a=1 a=1
Offenbar gilt
(1.16) éo>0, 5420 (a=1,...,S), Zfa=1
a=1

fir alle x mit x, 20 (x =1,...,s), ) x, > 0. Die Relationen (1.15) stellen eine
ein-eindeutige Abbildung der Menge “~*!

(1.17), Ny ={teE.|5>0&20, Y&=1(x=1,..,9}
a=1

auf die Menge

(1.17), N, = {xeE,

%20, Yx,>0 (x=1,...,5)}3
a=1
dar. Dies hat zur Folge, dass sich die Menge S(I(y))) aus (1.14) auch in der Form

(1.18)  S(I(M) = re'E, |2 =b& + Y (—a)&m &0>0, 5,20, Y& =1
a=1 =1
@=1,..,sr=1,..,m}
beschreiben lasst. Aus (1.18), (1.9) und (1.12) ergibt sich

SI(M) =KnR=*0.

3) Der Beweis dieser Behauptung ist klar.
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(wobei die Elemente ,, ..., 4, als lineare Koordinaten in der Hyperebene R auf-
gefasst wcrden). Danach Behauptung 1.3 die Menge K eine konvexe Menge ist und R
eine Hyperebene in ‘E,,, , ist, stellt die Menge S(I(;))) als deren nicht leerer Durch-
schnitt ebenfalls eine nicht leere konvexe Menge dar.

Die Menge

S(1(\)) = {1 €E,

Arzbréo'*'Z(—ara)ézzs éo,éago, Zéa=1
«=1 a=1
(e=1,..,8 r=1,.., m)}

hat dann offenbar die Eigenschaft S(I(;A)) = K n R # 0, d. h. (nach Beh. 1.3) sie
stellt den Durchschnitt des polyedrischen Kegels K mit der Hyperebene R in
'E,,+, dar und daher ist S(I(,A)) ein konvexes Polyeder auch in ‘E,,.

Definition 1.1. Wir definieren fiir alle . € 'E,, die Menge
(1.19)  B'(A) = {xeMA)|x, =0 (xel(o}), x, >0 (x=1,...,5)}
und weiter die Menge
(1.20) S'(I(M) = {Le'E, | B'(h) + 0}.

Bemerkung 1.3. Die Menge B'(A) mit B'(A) # 0 aus (1.19) hat offenbar die Eigen-
schaft B'(A) = rel. int B(A), wo B()) die Bedeutung aus (1.7) hat. Eine solche Menge
B'(A) stellt eine (offene) Seite des Polyeders M(X) dar und B(A) ist die entsprechende
Abgeschlossene Seite von (). Falls die Menge B()) sich auf einen einzigen Punkt
reduziert, so gilt B(A) = B'(A); im Falle I(jA) = @ gilt dann B(A) = M()) und
B'(A) = rel. int M(2).

Behauptung 1.5. Die Menge S'(I(,M)) aus (1.20) ist eine nicht leere und konvexe
Menge in 'E,, mit der Eigenschaft S'(I(yA)) = rel. int S(I(o})).

Beweis. Offenbar gilt (nach (1.9), (1.12) und Beh. 1.4)

rel. int S(I(pA)) = rel. int (K n R) = rel. intK n R
und daher

(1.21) rel. int S(I(oM)) = {L€E,,

}'r = bréo + Z(_am) ézzﬁ 50’ éu > 0,
a=1

Yé=1 (x=1,...,s; r~=1,...,m)},

a=1

woraus unmittelbar rel. int S(I(,A)) + @ folgt. Betrachtet man wiederum die ein-
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eindeutige Abbildung (1.15) der Menge N, aus (1.17), auf die Menge N, aus (1.17),,
so kann wegen (1.19) geschrieben werden

f’ + Y _‘Sam Xy, X,>0

Sx oy,

a=1 a=1
(@=1,..,8r=1,..,m}={rLe'E, | B() + 0}

und daher (nach (1.20))

(1.22) rel. int S(I(,A)) = S'(I(,1)) + 0.

rel. int S(I(p})) = {h € E, | 4, =

Da die Menge S(I(yA)) eine konvexe Menge ist, so hat diese Eigenschaft auch die
Menge rel. int S(I(o})) und nach (1.22) also die Menge S'(I(o})).

Bemerkung 1.4. Aus Behauptung 1.5 ergibt sich als Folgerung die Gleichheit
(1.23) S'(I(pA)) = rel. intK " R..

Behauptung 1.6. Es gilt A, € S'(I(5))).

Beweis. Sei x'e€B(y)) cin Punkt mit der Eigenschaft x, >0 («x =1,...,s).
Nach der Zuordnung (1.15) ordnen wir dem Punkt x’ eindeutig den Punkt (&, &),
der dann die Eigenschaft

& >0, &>0 (a=1,...,5), Y&=1

besitzt, zu. Man kann dann die Gleichungen aus der Beschreibung der Menge B(o\)
in der Form

o =blo + Y (—an)é (r=1,...,m)
a=1
schreiben, wobei &), &, > 0 (¢ = 1, ..., s) gilt. Definiert man
e Z,lf; =0,

so ergibt sich daraus und aus (1.11) (o}, 0) e rel. int K und nach (1.12) (oA, 0) € R,
woraus weiter — nach Bemerkung 1.4 — ) € S'(I(o))) folgt.

Behauptung 1.7. Es gilt dim B()) = dim B'(A) = od fiir alle ke S'(I(,A)) mit
od = dim B(oh).

Beweis. Es sei A" € S'(I(o))) beliebig. Nach (1.20) ist B'(A") # 0 und nach (1.19)
gibt es einen Punkt x” € E, derart, dass

Y+ A)xg=b,, x;>0 (a=1,..,855r=1,...,m)

a=1
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gilt. Daraus ergibt sich fiir die betreffende Menge B(L")

B(\") = {xe ES|Z (Gra + A) X, =bp, x, 20 (@x=1,..,55 r=1,...,m)}
a=1
(1.24) dim B(\") = dim B'(\") = dim L,

wobei L’ der lineare Unterraum in E; mit der Beschreibung
L' = {XGES'Z(ara + )':-,)xzz = br (r == l,..., m)}:;: 0
a=1

ist. Wir bezeichnen
(1.25) d(x”) = dim B().").

Definieren wir nun im Raum E_, ,, der mit den Koordinaten x, ..., x,, z versehen
ist, die Menge

B*(X”):{(x,z)eEs+1lZa,axa+A;'z=b,, Zxa—z=0, X, 220
a=1 a=1

(e=1,..,8 r=1,.., m)}.

Bezeichnet man
" = Z X,
a=1
wo x” e E; der am Anfang des Beweises angegebene Punkt ist, so gilt (x”, z")e
€ B*(A")mit x), > 0, z" > 0 (x = 1, ..., 5). Es ist daher
dim B*(\") = dim L*,

wo L* der lineare Unterraum mit der Beschreibung

S

(1.26) L* = {(x,2)eEy | Y ax, + Mz=b,, Yx,—z=0
a=1

a=1

s s
(r=1...m}={x2)eEy|Y(q.+X)x,=b,, z=Yx, (r=1,...,m)}
a=1 a=1
ist. Daraus und aus (1.25) folgt dann
s
L* = {(x,z) e Ey, | xel, z =Y x,},
a=1

d. h. der lineare Unterraum L* < E ., stellt das Bild des linearen Unterraumes

L' < E; bei der reguliren linearen Abbildung x, =x, (x =1,...,s), z =) x,
aus E, in E,,, dar. Hieraus folgt a=1

dim L’ = dim L*,
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und nach (1.24), (1.25) erhélt man
dim L* = d(1") .

Daraus und aus (1.26) ergibt sich dann

‘1'11 ‘.zls j‘/1’
(1.27) Rang . (;ms A::, =s+1-d}").
1 o1 =1

Wegen 1" € S'(I(o})), gilt nach (1.21), (1.22)
s s
M=bt+Y (~a)&, & &>0, Y&=1 (@=1..,5r=1..,m)
a=1 a=1
und durch einsetzen in (1.27) erhilt man

/‘111 ce.oagg bi&y + Z(_am) é:\
a=1

s+ 1 — d(\") = Rang

s
Gy -+ g Dl + Y (=) &
a=1
1.1 -1

a;; ... ags bi&g
/:11 :l :150 \ ayy ... ag by
=Rang Ami -+ Oms bmég 4 =Rang : : th?.l
s ml - Oms bp =
1 ... 1 —=1+4+) & 1 ...1 0
\ 25

Daraus folgt
d(x”)=s+ 1 _Oh’

wobei oh eine natiirliche von der Wahl des Punktes " € S'(I(,A)) unabhingige Zahl
ist und es gilt daher fiir alle & € S'(I(o})) (also auch fiir den Punkt ,)) nach (1.24),
(1.25) die Gleichung

(1.28) od = dim B(4A) = dim B(A) = dim B'(,) = s + 1 — k.

Behauptung 1.8. Es gilt dim S(I(})) = dim S'(I(,A)) = s — od.
Beweis. Nach Behauptung 1.4 ist S(I(p2)) = K N R + 0 und daher

(1.29) dim S(I(,2)) = dim (K N R).
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Bezeichnen wir
d* = dimK.

Im Falle d* = m + 1 folgt aus (1.29) (da R eine Hyperebene in 'E,,,, ist und nach
Beh. 1.6 und (1.23) (,A, 0) e rel. int K n R gilt)

dim S(I(oA)) = m = d* — 1.

Angenommen, es sei d* < m. Nach Beweis der Beh. 1.6 gilt (,), 0)erel. int K,
woraus mit Hinsicht auf (1.11)

(1.30) d* =dim L,

wo Lder durch

(1.31) L={Ae'E,ii|X =bs + Y (—a,)&,
a=1

Imir =1 =& (r=1,..m)}
a=1

beschriebene lineare Unterraum ist, folgt. Da K ¢ R gilt, gilt ebenfalls L ¢ R und
daher

dim S(I(pA)) = dim (K " R) = dim (LA R) = d* — 1.
In den beiden Fillen gilt also
(1.32) dim S(I((A)) = d* — 1.

Nach (1.30), (1.31) und (1.28) erhilt man

b, —ay; ... —ay a;qy ... ag by
d* = Rang| S  ° * | =Ran =h=s5s+1-od
& bm —0my — Qs & ml -+ Yms bm o 0

0o -1 ... -1 1 ...1 0

und nach (1.32) folgt daraus mit Hinsicht auf Beh. 1.5
(1.33) dim S'(I(,A)) = dim S(I(pA)) = 5 — od .

Folgerung 1.1. Ist B(yA) = {(x}, so ist bekanntlich ox eine Ecke des Polyeders
M(o)). Falls diese Ecke ox eine regulire Ecke von 9M(o}) ist, so gilt s = m,
dim B(yA) = od = 0 und aus (1.33) folgt dim S'(I(o})) = m.

Folgerung 1.2. Falls B(y)h) = {ox} und ox eine entartete Ecke des Polyeders
M(o)) ist, so gilt s < m, od = 0 und daher ist nach (1.33) dim S'(I(,A)) < m.
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Folgerung 1.3. Im Falle B(,A) = M(,1), wobei M(oh) ein reguldres konvexes
Polyeder ist, gilt s = n und nach (1.33) dim S'(I(y*)) = n — dim M(,1).

Folgerung 1.4. Falls B(y)) eine regulire od-dimensionale Seite des konvexen
Polyeders M(y1) ist, so gilt s = m + od und aus (1.33) ergibt sich dim S'(I(y))) = m.

Folgerung 1.5. Ist anderseits dim S'(I(,})) = m, so folgt aus (1.33) s — od = m.
Da allgemein zwischen den Elementen s und od die Beziehung s < m + od, im
Falle einer entarteten Seite des Polyedres M(,A) dann die Bezichung s < m + od
gilt, so muss unter unserer Annahme die Menge B(,).) eine regulire ,d-dimensionale
Seite von M(yA) sein.

Bemerkung 1.5. Am Anfang dieses Kapitels haben wir den Fall I(jA) = {1, cen n}
aus der Bem. 1.1 ausgeschlossen. Lisst man auch diesen Spezialfall zu, so ist B(pA) =
= {o} und auch B()) = {o} fiir alle A € ‘E,,. Daraus folgt 5(I(,A)) = 'E,, und wir
definieren zusitzlich S'(I(yA)) = 'E,,.

Bemerkung 1.6. Betrachtet man den zweiten am Anfang dieses Kapitels aus-
geschlossenen Fall ) |b,| = 0 aus Bem. 1.1, und zwar unter der Voraussetzung
r=1

I(M) € {1,...,n}, dann gilt S(I(,A)) = 'E,, und die Menge S'(I(;A)) aus (1.20)
wird durch

SUGM) = {Ae'E, |4 =Y (~an)é, &>0, Y&=1 (x=1,..,5)}
a=1 a=1
beschrieben. Die Beziehung
S'(I(ox)) = rel. int S(I(o)))

ist hier offenbar nicht erfiillt. Dagegen gelten die Behauptungen 1.6, 1.7 auch in
diesem Spezialfall. Statt der Behauptung 1.8 kommt nun nur die Behauptung

dim S'(I(o}) = s — od
in Frage. Die Beweise verlaufen hier ganz dhnlich wie die bei den obigen Be-
hauptungen.
KAPITEL 2
Definition 2.1. Die Menge
(2.1) C(o») = {Le’E, | B(A) + 0, BA) = M,,(A)}

heisst der dem Punkte o, zugehdrige Stabilititsbereich der Ldsung der Opti-
mierungsaufgabe (1.1).
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Die Uberlegungen dieses Kapitels gehen eine geeignete Charakterisierung des
Stabilitéitsbereiches C(o}) an.

Wir definieren zuerst fiir jeden Punkt A € S'(I(y))) (wobei die in (1.20) definierte
Menge S’(I(o})) sich laut Beh. 1.5, Bem. 1.5 und Bem. 1.6 auf drei verschiedene
Arten beschreiben lasst) die Menge

(2.2) m*(r) = {xeE, 0

%

Z(am + /lr) Xog = br9 Xa
a=1

(r=1,...,m; ael(oM)}.
Nach (1.7), (1.3), (1.19), (1.20) und (2.2) gilt
0 + B(A) = B(L) = ML) = M*(%)
fiir alle A € S'(I(p))) mit
dim B(A) = dim #()),

wobei
(23)  #(1)... der lineare Unterraum der kleinsten Dimension mit B(A) = Z())
ist, der durch
(2.4) Z(\) = {xeE,| il(am +A4)x,=b,, x,=0
(r=1,...m; a eI(OX))}

beschrieben wird. Aus (2.2) und (2.4) ergibt sich, dass £()) eine Seite der kleinsten
Dimension des konvexen Polyeders 9*(1) ist und sie ist die einzige Seite von IM*(A)
mit dieser Eigenschaft.

Behauptung 2.1. Fiir ein jedes ) € S'(I(y))) stellt die Menge IM*(L) einen polyedri-
schen Kegel in E, mit der Scheitelmenge £()) dar.
Auf den einfachen Beweis dieser Behauptung wird hier verzichtet.

Behauptung 2.2. Fiir alle A € S'(I(,))) gilt

B(A) = M, (A) <= L(1) = M3,(A),

opt
wobei

W (1) = {x* e M) | 1) = min {7(x)}}
bedeutet. :
Beweis. Falls I(GA) = {I,...,n}, so gilt B(L) = 2(1) = {o}, M*(2) = M(})

und daher gilt die Behauptung.
Im Falle I(o3) = Qist £(A) = M*(1), B(L) = ML), ML) = M*(X), dim M*(A) =
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= dim iUZ(X) und die Behauptung gilt ebenfalls. In den iibrigen Fillen wird der fol-
gende Beweis angegeben: Wir setzen zuerst voraus, dass

B(A) = M,,(A) fiir alle & e S'(I(,1))
gilt. Daraus und aus (1.5), (1.7) ergibt sich
(2:5) Yoexy <Y ex, fir x*eB(A) undalle xeM(A), x¢B(A).
a=1 a=1

Da fiir alle x € B()) der Wert der Zielfunktion derselbe ist, gilt nach (2.3)

2.6)

Um den Beweis indirekt zu fiithren, wird vorausgesetzt, dass es einen Punkt x’ e
€ M*(L), mit

(2.7) X' ¢ L), Yexg <) ex;
a=1 a=1

M=

eX, =y ¢xy fiir x*eB(A) = Z()) undalle xeZ(A).
a=1

1

a

gibt. Nach (2.6) gilt dann x* + x’. Wegen 0 + B'(A) = Z()), L€ S'(I(,A)), kann
man, mit Hinsicht auf (2.6), annehmen, dass x* € B'(A) ist. Nach (2.7), (2.4), (2.5)
gilt dann x’ ¢ B(A), x’ ¢ M(L). Wir betrachten die offene Strecke

p={xeE,|x(t) = x* + f(x’ — x*¥), te(0,1)}.
Da nach (1.19) der Punkt x* € B'(\) die Eigenschaft
xg >0 (x¢I(oh), xi=0 (xel(o))
besitzt und fiir den Punkt x’ € M*(1), x' ¢ Z(1)
x020 (xeI(h)), Y x,>0

acl(ol)

gilt, gibt es einen Wert ¢, 0 < of < 1 mit

xfot) = %7 + of(x; = x7) = otx; 20 (xel(on)),

(2.8) x,(ot) = xj + of(xy — x5) = 0 (x¢I(o))),
¥ xof) >0, x(of) # x*.
ael(oA)

Fiir den Punkt x(o?) € p gilt weiter nach (1.19) und (2.2)

M=

@+ 2)xot) = (1 = )Y (e + 1) x5 + 1Y (@, + 4,) x, =
a=1 a=1

=(1=10)b +1th=b (r=1,...,m).

1

]

a

Daraus und aus (2.8), (1.7) folgt dann
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x(ot) € M), x(of) ¢ B(R),
woraus nach (2.5)

(2.9) Xy <Y ¢y X,(ot)
a=1 a=1

1=

folgt. Anderseits gilt aber fiir alle Punkte x(t) € p nach (2.7)

Zcm xa(t) = (1 - I)Ecax: + Izcax; =
a=1 a=1

a=1
n n n
SA =Y exF +tY cxy =Y cxy
a=1 a=1 a=1
und daher auch

n n
Z ca xa(Ot) .S_ Z cax: )
a=1 a=1

was im Widerspruch mit (2.9) steht. Hiemit wurde die Gleichung £()) = M3, (A)
und daher die obige Behauptung 2.2 in einer Richtung bewiesen.
Um die zweite Richtung zu beweisen, geht man von der Voraussetzung

L) = My, (1) firalle e S(I(L))
aus. Bei beliebig festgewahltem A e S'(I(k,)) gilt nach (1.7), (1.3), (2.4)
(2.10) L) AaMO) = B(), 0+ M) < M)

und nach unserer Annahme gilt dann B(A) < M,,()). Gibe es einen Punkt x' e
€ M, (M) mit x” ¢ B(L), so wiirde nach (2.10) x" € M*(1), x’ ¢ L(A) gelten; da aber
zugleich x" e M, (A) ist*), folgt daraus ein Widerspruch mit unserer Annahme.
Dadurch ist der Beweis der Behauptung auch in der zweiten Richtung durch-
gefiihrt.

Behauptung 2.3. Fiir alle . € S'(I(,))) gilt

B(}") = i):Rom()“) g gt()") 90,

wobei

(2.11) N = {ucE, |r§1(am F 3 uy < e (rel(oh),
ri(a,, +2)u, = ¢ (¢ 1(61)}

ist.

4) Wir benutzen hier den aus der konvexen Optimierung bekannten Satz, der besagt, dass
ein lokales Minimum einer iiber einen konvexen Restriktionsbereich gegebenen konvexen Funk-
tion zugleich ein absolutes Minimum (beziiglich dieser Restriktionsmenge) darstellt. Siehe [4].
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Beweis. Nach Beh. 2.2 geniigt es offenbar hier die Aquivalenz

L) = M, (A) <= RO + 0 fiir alle 2 e S'(I(HL))

zu beweisen,
Es gelte £(0) = M3, (A) fiir alle & € S’(I(o1)), d. h. die linke Seite der obigen
Aquivalenz. Fiir einen beliebigen Punkt

(2.12) x* e Z())
finden die Ungleichungen

(2.13) CoXy =

1 a

exy doh Y —cfx, —x)) <0

1 a=1

fiir alle Punkte x e MM*()) statt, d. h. fiir alle Punkte x mit

N
g =

Z(ara+)'r)xa§br (7‘=1,...,m),
=1

-3

n

(2.19) Y —(a+A)x, S — b, (r=1,..,m),

a=1

—x, =0 (xel(oh))
gilt zugleich (2.13). Definiert man
&=x,—xp (e=1,...,n),

so kann man die Ungleichungen (2.13) und (2.14) mit Hinsicht auf (2.12), (2.4) in
der Form

n n

T el 20, (et i)E <0, Y (@t A)ES0 (r=1,..0m),

a=1 a=1 a=1
-, 20 (xeI(o)))

schreiben. Nach dem Satz von Farkas®) gibt es dann Zahlen u,,u; 20 (r =
=1,...,m),v; = 0(Bel(y))) in der Weise, dass

(2.15) —ee = X (@t 2w+ T (A u = vyl

(x=1,....,n; Bel(yh))

gilt. Setzt man noch u; — u," = u, (r = 1, ..., m), so folgt aus (2.15)

Mz

(2.16) o =

r

(@ye + X)) u, + vt (2 =1,...,n; Bel,))).

L}

1

5) Siehe [5].
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Aus unserer obigen Annahme (L) = M},(A) und aus der geometrischen Inter-
pretation des Satzes von Farkas ergibt sich, dass der Vektor —¢ = (—Ca) mit dem
Anfangspunkt x* e £(A) in das Innere des zu dem Kegel M*(L) zugehorigen
Polarkegels ?t*(1) gerichtet ist. Da der Polarkegel *IR*(L) durch

PN = {x€E, | x, — x} =Y (@ + A)u, — s (a=1,..,n),
r=1

ueE,, v=0 (BEI(O)“))}

beschrieben ist, geniigt es in der Formel (2.16) sich auf positive Zahlen v, (B € I(y}))
einzuschrinken, um dem Vektor —c = (—c¢,) die vorgeschriebene Eigenschaft zu
erteilen. Dann kann man die Relationen (2.16) in der Form

@217) ¢ = él(a,a + 2w (g IGN), e >r§1(am + 1) u, (o))

schreiben. Es existiert daher ein Punkt u € E,, mit der Eigenschaft (2.17), woraus
nach (2.11) R()) = 0 folgt.

Ist anderseits M(A) = 0 bei einem festgewihlten A € S'(I(y1)), so liegt der Vektor
—c¢ = (—c,) im Inneren des Polarkegels "9*(L) und aus der entsprechenden geo-
metrischen Interpretation des Satzes von Farkas ergibt sich durch dhnliche Uber-
legungen wie frither Z()) = M3, (M)

Behauptung 2.4. Definiert man die Menge

(2.18) D = {he'E,|NO) + 0},
so gilt fiir den Stabilititsbereich C(y)) aus (2.1)
(2.19) C(oh) = S'(I(,M) N D.

Beweis. Die Behauptung 2.4 folgt unmittelbar aus (2.1), aus der Definition (1.20)
und aus der Behauptung 2.3.

Behauptung 2.5. Definieren wir fiir alle h € S'(I(yA)) in dem Raum E,, ., der mit
den kartesischen Koordinaten uy, ..., U, versehen ist, die Mengen

(2.20) N = {ueEpry | Y aratty + sy < ¢, (x€l(oh)),
r=1

GE

Apaliy + Upt1 = Cq (“¢I(O)")) ’ _lerur “~Upyr = 0}3

i

r=1

(2.21) L) = {ueE, i | Y aully + iy = ¢ (EI(6))),
r=1
Z}'rur —Unty = 0}’
r=1
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so ergibt sich fir die in (2.18) eingefiihrte Menge D
(2.22) D= {Le'E,|N'() + 0}
und fiir alle b € S'(I(,))) gilt:

a) Z'(A) * 0;

b) die Menge £'()) ist ein linearer Unterraum in Ey 1, dessen Dimension von
der Wahl ) € S'(I(,\)) nicht abhéngt;

c) falls ¥(A) + @ fir ein L e S'(I(,A)) ist, so gilt diim N'(A) = dim L*(2).
Beweis. Setzt man

m
Unyy = Z )'rur s
r=1

so gehen die lineare Restriktionen aus der Definition (2.11) der Menge R(1) in die
Relationen

Y Aty + Uiy < g (@eI(o))), Y antt, + i1 = ¢ (@ ¢ 1)),
=1 r=1

s
m
Y A, — Upiy =0
r=1

iiber, die eben die Menge 9t'(1) aus (2.20) beschrieben und es gilt dann offenbar
(2.23) NO) + 0= N'RH) +0,

d. h. die Behauptung (2.22).
Wir betrachten nun die folgenden Mdéglichkeiten:
o) Im Falle I(3h) = {1, ..., n} ldsst sich die Menge #*(A) aus (2.21) in der Form

(2.24) L'(A)={uekE,., |Y 4u, — t,. =0}
r=1

schreiben, woraus folgt, dass in diesem Falle die Menge £'(M) fiir alle A € ‘E,, ein
linearer m — dimensionaler Unterraum in E,, . ; (d. h. eine Hyperebene in E,,.,) ist.
Fiihrt man die Menge

(2.25) #={ueE, . |Y a.u, + tnry < ¢ (x€I(o)))},
r=1

die offenbar von der Wahl A e S'(I(,})) unabhingig ist, ein, so gilt fiir alle A € S'(I(o1))
mit R(A) * 0 (und daher auch nach (2.23) mit %'(A) + 0) ebenfalls 5# + 0. Die
Menge s stellt als Durchschnitt von endlich vielen offenen Halbriumen in E,
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eine (m + 1)-dimensionale offene und konvexe Menge dar. Danach (2.20), (2.24),
(2.25)

(2.26) RNI(A) = LY0) A A + 0
ist, folgt daraus dim N'(A) = m = dim £'(A).
B) Falls I(,A) & {1, ..., n}, so kann man (ohne die Allgemeinheit einzuschrinken)
{I,.on}NI(M) = {L,...,s}, s=<n,

setzen. Aus (2.21) ergibt sich #*(A) + 0 genau dann, wenn

Ayy .. Ay 1 ayr --- Gm Le
(2'27) Rang Ay . Qug 1 = Rang Ays -+ Qpg 1 Cs
/11 A'm -1 Al A’" —10

as1 Ay 1
Ran : =h=s+41—,d
g is < Qps 1 0 0
Ay |

gilt (also unabhingig von der Wahl A € S'(I(41))), wobei die Zahlen 4h und d die
Bedeutung aus (1.28) haben. Da der Ausgangspunkt o) die Eigenschaft oA € S’(I(oM)),
B(oh) = M, (oA) hat, so gilt nach Beh. 2.3 (o) + @ und nach (2.23) dann
9N'(oA) * 0. Daraus und aus (2.20) und (2.21) ergibt sich #*(o)) # 0. Die Bedingung
(2.27) ist daher fiir den Punkt o) erfiillt. Da aber der Rang ok von der Wahl A €
€ S'(I(4M)) nicht abhangt, so gilt £(A) & 0 fiir alle A e S'(I(oA)) und zugleich
dim #'(A) = dim £*(,\) ebenfalls fiir alle A € S’(I(oA)). Falls nun ﬂl().) =+ 0 fiir
ein A e S'(I(o))) ist (und nach (2.23) daher R'(A) + 0), so folgt aus (2.21), (2.20),
(2.25)

(2.28) NI) = L10) N + 0
und daher 5 = 0. Daraus folgt nach (2.25) dim %t'(A) = dim £*()).
Behauptung 2.6. Fiir alle ), von der Menge C(,)) aus (2.1) gilt
dimNA) = dm W Q) =m + 1 — gh=m — s + od ,
wo od = dim B()) ist. ‘

Beweis. Es sei A e C(oh) beliebig festgewihlt. Nach (2.19), (2.18) und (2.23)
gilt dann X e S'(I(oA)), N(A) + 0, N'(X) + 0 und nach Beh. 2.5 dim N!(A) =
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= dim #!(A). Da die Menge N'(A) < E,,,, das Bild der Menge N(A) = E,, bei
der linearen reguldren Abbildung

wy=u (r=1,...,m), Uy, = ill,u,
ist, ergibt sich daraus unmittelbar
dim N(A) = dim N'(2) .
Im Falle I(gk) ¢ {1, cees n}, betrachten wir einen zu dem linearen Unterraum
#*(A) dualen linearen Unterraum "#'(X) in E,,,,;. Wihlt man einen belicbigen

Punkt u’eE,,, fest, so gibt es genau einen zu dem Unterraum £'(A) dualen
Unterraum 2£*() mit v’ € >£*()) und es gilt

Pyptn) = {ueEnis |u, =u + 3 aully + 1ok, (r=1,...,m),
a=1
Um+1 =”;n+1+zl’7a"770’ ’10:’1aEE1 (a61,-"7s)}'
a=

Die Dimension des dualen Unterraumes ”.#*(1) ist nach Beweis der Beh. 1.7 der Zahl

i1 a;, My
Rang a.ml e [.lms /:Lm - Oh
1 .1 -1

gleich, und zwar alle A € S’(I(,})). Daraus ergibt sich
dim RN(r) = dim R'(A) = dim L*(A) = m + 1 — oh

fiir alle A € C(p)), woraus nach (1.28) die Behauptung 2.6 folgt.

Im Falle I(oA) = {1, ..., n} kann man s = 0 setzen und nach dem Beweis der Beh.
1.1 ist od = 0. Im Teil o) des Beweises der Beh. 2.5 wurde fiir den betrachteten Fall
I(pr) = {1, ..., n} die Gleichheit dim £*(A) = m fiir alle 4 € ‘E,, = S'(I(oA)) bereits
bewiesen. Es gilt daher die Behauptung 2.6 auch in diesem Spezialfall.

Behauptung 2.7. Der euklidische Abstand d(£*(L), u’) des linearen Unterraumes
Z*(\) von einem festgewdhlten Punkt u’ € E,, ., stellt eine iiber der Menge S'(I(,).))
stetige Funktion in L dar.

Beweis. Wir wihlen A e S'(I(o})) beliebig fest und wir werden die zwei in Frage
kommenden Moglichkeiten getrennt behandeln:

o) Fall I(oA) = {1,...,n}
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In diesem Falle stellt die Menge #'()) eine Hyperebene in En+1 mit der Be-
schreibung

ZL'(0) = {ueE,;, |ia,u, — Upyy =0}
r=1

dar und, da £'(A) # 0 fiir alle A € S'(I(o})) gilt, so ist

|3 Aty = |
de)wy =

VEOF

woraus die Stetigkeit von d(£'(M), u’) iiber S'(I(,))) folgt.
B) Fall I(,A) & {1,...,n}:

In dem Gleichungssystem
m
Y aut, + Uy =c¢, (x=1,...,5)
r=1

aus der Definition (2.21) der Menge #*(A) wihlen wir ein System von linear un-
abhangigen Gleichungen aus (indem die von ihnen abhéngigen restlichen Gleichun-
gen weggelassen werden). Seien es die Gleichungen

(2.29) Sapu iy, =c (a=1,..,5), s
r=1

lIA

5.
Die in (2.21) definierte Menge £*(%) (A € S'(I(y)))) wird dann durch

(230) 2'(0) = {ueE,,,| zlamu, t Uppy = Coy AUy — Upyy =0
r= =1

r

(=1,..., s')}:l: 0

4quivalent beschrieben.

Wir werden hier wiederum zwei Fille unterscheiden:

a) Falls fiir ein A’ € S'(I(o})) die Gleichung

@31) Y Aty = iy =0
r=1

von den Gleichungen in (2.29) linear abhingig ist, so ist — nach Beh. 2.5, (b) — die
Gleichung

m
z’lrur —Unty = 0
=1

r
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von den Gleichungen (2.29) fiir alle A € S'(I(o})) linear abhéngig und die Menge
Z'(\) aus (2.21) wird in diesem Fall durch

L'\ = {ueE,,,| iamu, Ftpey=¢ (x=1,..,5)}
r=1

beschrieben. Der Abstand d(#'(A), u’) ist in diesem Spezialfall von der Wahl
A € S'(I(o))) unabhingig und er stellt eine iiber der Menge S'(I(,A)) konstante und
daher stetige Funktion dar.

b) Falls fiir ein A’ € S'(I(y))) die Gleichung (2.31) zusammen mit den Gleichungen
(2.29) ein System von linear unabhingigen Gleichungen bildet, so gilt diese Eigen-
schaft auch fiir alle A € S’(I(y))), wie es sich leicht aus Beh. 2.5, (b) ergibt. Wir miissen
auch hier zwei Fille unterscheiden:

b,) Im Falle s" = m ist offenbar dim £*(A) = 0 fiir alle A € S'(I(y))). Die Glei-
chungen aus der Beschreibung der Menge (1) sind daher eindeutig 16sbar, wobei
deren Lésung u, = u,(A) (r = 1,..., m + 1) offenbar eine iiber der Menge S'(I(,)))
stetige Vektorfunktion ist. Daraus folgt dass diese Eigenschaft ebenfalls der Abstand

h A0, w) = (T (0,0) - wi)?)
at. r=t

b,) Falls s’ < m ist, so gilt 1 <dim #'(A) £m — 1. Um nun den Abstand
d(£'(r), u’) zu bestimmen, betrachten wir den zu dem linearen Unterraum £*(X)
dualen linearen Unterraum ”.#*()), der den Punkt u’ enthélt. Bezeichnet man mit u”
den einzigen Durchschnittspunkt von #'(A) und *£'()), also {u"}= Z'(A)n
A PLY(n), so gilt

d(ZL'(A), u') = d(u”, u').

Der lineare Unterraum .#'(A) wird durch

(232) P2'(M)={ueE, . |u,=u+ Yam+nh (r=1..,m)),
a=1

s’
um+1=u:n+1 +Zlna_’10: ﬂo,ﬂaeEx (a=1a'--:sl)}
a=

beschrieben. Um den Durchschnittspunkt u” zu berechnen, eliminieren wir mit
Hilfe der Gleichungen aus (2.32) in den Gleichungen aus der Beschreibung (2.30)
der Menge #'()). Wir erhalten hiedurch:

ﬂzl[ Zlaraarﬂ + 1] '1# + ’10[ Zlaralr - 1] =

m
=G — [Zlam“:- +upyq] (@=1,...,5),
=

s

LIS 0wt = np + l SEF + 11 = — [E a0 = ui],

B=1 r=1
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also ein Gleichungssystem von s’ + 1 Gleichungen mit s" + 1 Unbekannten 1, 7,
(B =1,...,s"), von dem wir wissen, dass es eine einzige Lsung fiir alle & & S'(I(,)))
besitzt. Diese Losung

ng=nA), no=nd) B=1,..,5)

stellt dann offenbar stetige Funktionen iiber der Menge S'(I(41)) dar. Der Punkt u”
mit der Koordinaten

u;’ = ur" + Z (2 na(;") + /Ir ’10()") (r = 1’ e m) 4
a=1

Upsy = Upyy + Zl’la(x) - ’70(1)
«=

hingt also auch stetig von A iiber der Menge S’(I(o})) ab und daher hat der Abstand
d(£*(2), u’) dieselbe Eigenschaft.

Behauptung 2.8. Bezeichnet man mit £ (S'(I(,)))) den linearen Unterraum der
kleinsten Dimension in 'E,, der die Menge S'(I(o))) enthdlt, so stellt die Menge
C(o}) aus (2.1) eine in L(S'(I(o1))) offene Menge mit o) € C(o)) dar.

Beweis. Da nach (1.6) und Beh. 1.6 oA e S'(I(oA)) und 0 + B(oh) = M, (o1)
gilt, folgt daraus nach (2.1) oA € C(oA). Es sei A* € C(o)) beliebig. Nach (2.19) gilt
dann

A*eS'(I(A), A*eD
und laut (2.18), (2.23) und (2.20) N'(A*) + 0. Es sei u* e N'(L*) beliebig. Aus
(2.26), (2.28) ergibt sich
(2.33) NI = LA N, ueL' (M) +0, uterl +90.

Wir betrachten nun zwei Moglichkeiten:

«) Fall I(,A) =+ 0:

Betrachtet man die Menge J# aus (2.25), so sicht man, dass diese Menge eine
(m + 1) — dimensionale offene und konvexe Menge in E,, ., ist. Es gibt daher (mit
Hinsicht auf (2.33)) eine ¢ — Umgebung %*(¢) des Punktes u* in E,, ., mit Z*(e) <
< . Nach (2.33) gilt dann d(Z*(A*), u*) = 0. Da nach Beh. 2.7 der Abstand

d(£*'(\), u*) eine stetige Funktion iiber der Menge S'(I(o)h)) darstellt, so gibt es
zu dem fraglichen ¢ > 0 eine Zahl 6, > 0 in der Weise, dass

(2.34) LeS(I(M), A — ¥ <6, = d(L'(A),u*) <e

gilt. Da aber die Menge S'(I(pA)) nach (1.21) und Beh. 1.5, eine in #(S(I(,)))) offene
Menge ist, kann die Zahl §, > 0 so klein gewihlt werden, damit

(2:35) U0, = he SUEV) | | — 2| < 8.} = S(1(s1))
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gelte. Nach Beh. 2.5 folgt daraus #*(A) =+ 0 fiir A € %*(5,) und nach (2.34) weiter
LA nu(e) =0 fir Lew*(s,).

Wegen %*(g) = o ist (L) + 0 fiir A € %*(5,), woraus nach (2.35) und nach (2.19),
(2.18), (2.23), (2.20)
reC(ph) fir Aeu*(s,)

folgt. Da aber A* € C(y)) ein beliebiger Punkt der Menge C(oA) war, folgt daraus,
dass die Menge C(o)) eine in dem linearen Unterraum .,S,”(S’(I(ok)) offene Menge ist.
B) Fall I(;2) = 0:

In diesem Spezialfall ergibt sich aus (2.21) und (2.20) R'(A) = £*() fiir alle
A € S'(I(oA)). Da nach Beh. 2.5, (a), Z'(A) + 0 fiir alle A e S"(I(oA)) gilt, so ist
C(oh) = S'(I(pM)) fiir A € S'(I(o})) und die Menge C(yA) ist dann (nach Bem. 1.5)
eine offene Menge beziiglich des linearen Unterraumes Z(S’(I(o1))).

Bemerkung 2.1. Aus Behauptung 2.8 und Behauptung 1.8 folgt fiir den Fall
I(M) ¢ {1,...,n}
’ dim C(o)\c) = dim SI(I(()X)) =85 — Od .

Im Falle I(A) = {1, ..., n} gilt dann nach Bem. 1.5 und Beh. 2.8
dim C(o}) = dim S'(I(oA)) = m .
Behauptung 2.9. Es gilt
Ae C(ph) = C(A) = C(oM) .

Beweis. Es sei ;A € C(o)) beliebig. Nach (2.1) gilt dann M,,(;A) * 0. Ahnlich,
wie es bei der Menge M, (o)) aus (1.6) ist, kann man schreiben

Mop(1h) = fx e M(A) | %, = 0 (zeI(;M)},

wobei die Indexmenge I(;A) = {1, ..., n} die grosste Indexmenge mit dieser Eigen-
schaft ist. Wir definieren dhnlich wie im Falle des Punktes (A die Mengen

(2.36) Bi(A) = {xe M) | x, =0 (xeI(;))},
Bi(A) = {xeMO) |x, =0 (xeI(;}), x>0 (x¢I(A)},
S'(I(;A)) = {» € E, | Bi() + 0},

N,() = {ueE, |r'z::l(am + ) u, <c, (2el(;M),

Mz

(@ + 2)u, = ¢, (2¢1(:1))},

r=1
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D, = {e'E, | N,(0) + 0},

(237)  C(A) = {re'E,|Bi(\) 0, B,(}) =M, (2)}=S({(;))nD,.
Wegen ;A € C(,)) gilt nach (2.1)
(2.38) B'(;A) + 0, B(A) = M (i) -
Nach Beh. 2.8 ist ;A € C(;A) und daher mit Hinsicht auf (2.37)

Bi(;A) =0, B,(;A) = M, (;}).
Daraus und aus (2.38) ergibt B(;A) = B,(,)), woraus nach (2.36) und (1.7)

I(,) = I(oh)

folgt. Es gilt daher B(A) = B,(A), B'(A) = Bj(&) fiir alle A € 'E,, und daraus weiter
nach (2.36), (1.20)

SU() = SUH).
Da dann auch (nach (2.11), (2.36))
,(2) = N
fiir alle A € 'E,, gilt, folgt daraus nach (2.1) und (2.37)
C(oh) = C(;M) .

Bemerkung 2.2. Aus der Behauptung 2.9 ergibt sich unmittelbar A, ,A € 'E,,
A E oA, C(A) + C(RA) = C(1A) n C(;M) = 0.

Bemerkung 2.3. Eine qualitative Untersuchung der Menge D aus (2.18), die
zugleich eine nihere (geometrische) Charakteristik der Menge C(oh) aus (2.19)
liefert, kann auf dhnliche Art und Weise wie die qualitative Untersuchung des
Losbarkeitsbereiches eines linearen parametrischen Optimierungsproblems aus den
Arbeiten [1] und [2] durchgefiihrt werden.
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Souhrn

O OBORU STABILITY JEDNE ULOHY LINEARNIHO
PARAMETRICK EHO PROGRAMOVANI{

LiBUSE GRYGAROVA

Price se tykd uréité tfidy tloh linedrniho parametrického programovéni

min {f(x)}! s parametry v matici koeficientlt pfisluSnych linedrnich omezeni
xeIN(1)

typu |la,, + 4| (r =1,..,m, a« = 1,..., n). Jde o popis a kvalitativni rozbor tzv.
oboru stability mnoZiny optimdlnich feSeni dané optimalizacni Wlohy pfislu$ného
pevné volbé parametr A.
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