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SVAZEK 21 (1976) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

BEMERKUNGEN ZUR OPTIMIERUNG EINES ZWEIPARAMETRIGEN
ITERATIONSVERFAHRENS

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 12. November 1975)

Die Arbeit kniipft unmittelbar an die Resultate der Arbeiten [2] und [3] desselben
Verfassers an. Es handelt sich wieder um ein zweiparametriges Iterationsverfahren fiir
die Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten von der Form

(1) x=Bx +b.

Das Iterationsverfahren ist dabei folgenderweise definiert:

(2) X,pq = T(a, B) x, + P, )b, v=0,1,2,...

3) T(x, ) = (E + BL) ' [(x — 1) E + (B + 1) L + U],
P(a, B) = («E + BL)™';

hier bezeichnet o, 8 reelle, von Null verschiedene Parameter und B = L + U, wobei
B im allgemeinen eine unsymmetrische Blockmatrix ist, deren Diagonalblocke Null-
matrizen sind und L bzw. U die untere bzw. obere verallgemeinerte Dreiecksmatrix ist.

In der Arbeit setz man voraus, dass B eine nichtsinguldre 2-zyklische Matrix ist.
Man setzt ndmlich voraus, dass die Matrix B einen gewissen Vektorraum R der
Dimension n in R abbildet, dass der Vektorraum R durch die direkte Summe der
Unterrdume vy, ..., v,, (m < n) gebildet wird und dass die Matrizen L, U die Bedin-
gungen

Lvicv,yy, Uv,cv,_,, i=1...,m

erfiillen, wobei v; = O fur i < lundi> mist.
Es gilt nun der folgende Satz:

Satz 1. Es sei A ein Eigenwert der Matrix T(x, ). Falls . % (B + 1)/ ist und
falls die Zahl ;v die Beziehung

4) (1 — o+ ) = 121 + B — 2B)
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erfiillt, ist p der Eigenwert der Matrix B. Falls im Gegenteil u ein Eigenwert der
Matrix B ist, dann ist jede Wurzel . der quadratischen Gleichung (4) ein Eigenwert
der Matrix T(x, B).

Der Satz folgt sofort vom Satz 1 der Arbeit [2] fir p =2, h = k = |
In der Arbeit wird man ferner voraussetzen, dass die Eigenwerte u? der Matrix B2
die Ungleichungen 0 < pu? < 1,i = 1, ..., n erfiillen.

Man bezeichne M bzw. m eine solche positive Zahl, dass M? = max pu? bzw.

m? = min p? gilt.
i n

i=1,..,

Es ist aus der Arbeit [2] bekannt, dass fiir § = — 1 die durch die Formeln (2),(3)
definierte Methode dem gewdhnlichen Oberrelaxationsverfahren entspricht. Dabei
folgt aus dem Satz 2 der Arbeit [3], dass der Spektralradius o(T(e, — 1)) der Matrix
T(a, —1) fir o =31+ /(1 — M?)] seinen Minimalwert [1 — /(1 — M?)]
/[1 + (1 = M?*)] annimmt.

Man bezeichne jetzt mit Q die Menge solcher Punkte [o, ], « > 0 fiir die
) oT(x B) = [t = (1 = M)]/[1 + (1 = M?)]
gilt, d. h. die untersuchte Methode konvergiert zumindestens so schnell, wie das

Oberrelaxationsverfahren. Es gilt dann der folgende Satz:

Satz 2. Es sei
bi(e) = [(1 + (I = M%))? J(1 = M?) + 4a® /(1 = M?) = 4o(1 + /(1 = M?))]/
2M*(1 + /(1 — M?)),
by(e) = [(1 + V(1 = M?)* (1 — M?) + 4 — 4a(l + /(1 — M?)]/
/2M2(I + \/(I - MZ)),
by(x) = (1 — «)?/m? — *(1 — (1 — M?))*/m* (1 + /(1 — M?)) — 1.
Dann ist [o, ] € Q genau dann, wenn gleichzeitig
B=by(a), B=byfe), B=by(e), >0

gilt, wobei die Gleichheit in der Beziehung (5) nur fiir die Grenzpunkte der Menge Q
eintritt.

Der Satz folgt sofort aus dem Satz 3 der Arbeit [3].

Der folgende Satz 3 beschreibt die konkrete Form des Gebietes Q in der Abhéngig-
keit von der Zahl m. Bevor wir den Satz formulieren werden, fithren wir zuerst fol-
gende Bezeichnungen ein:

a = W1+ (1= M), oy = 31+ (1= M2) (1~ M),
a5 = 41+ (1 = M) (1~ M?).
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Satz 3. 1. Es sei m*> <1 — /(1 — M?). Dann enthdlt die Menge Q den einzigen
Punkt [oy, — 1.
I1. Es sei

©) - (- M) <
<21 = (= M) (1= Y= M) 2 - (1 - M) =1 -
Dann ist Q die Menge der Punkte, fiir die gleichzeitig die Ungleichungen
oy Sa <oy, by(a) < B < bi(a)

gelten, wobei o, die positive Wurzel der Gleichung bl(oz) = 1)3(oc) ist. (Eine solche
Wurzel existiert und liegt im Intervall {uy, o) es ist oy = a3, solange in (6) die
Gleichheit gilt.)

111. Es sei

) o1 = (1= M) (1= (1 = M) 2
—\/(1 2)3] < m? £ M?.
Dann ist die Menge Q durch die folgende Ungleichungen definiert:
fitr oy ay ist by(a) < B = by(a),

fir oy o <o ist by(a) < B = by(x).

\//(l - Mz) -

lIA
lIA

o

Dabei ist o, die positive Wurzel der Gleichung by(x) = by(«). (Eine solche Wurzel
existiert und liegt im Intervall {us, os); fiir m* = M? gilt o, = a5.)

Satz 3 folgt sofort aus dem Satz 3 der Arbeit [3].

\ 015 (X30(2 O(o 0(7 o

= ———— ]

b,

T
|
|
|
|
|
(

Abb. 1.
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Bemerkung 1. Die Gestalt der Menge Q fiir verschiedene m ist von Abb. 1, 2
und 3 sichtbar. Fiir den Fall 1T des Satzes 3 mit der scharfen Ungleichung in (6) gilt
die Abb. 1. Fiir den Fall 111 des Satzes 3 mit der scharfen Ungleichung in (7) gilt die
Abb. 2. Die Abb. 3 gilt fiir den Fall m?* = M?. Man bemerkt noch, dass die Gerade
By(2) = =201 — /(1 — M?))/M? eine Tangente der Graphen der Funktionen
b(«) bzw. b,() mit den Beriihrungspunkten o = o, bzw. « = o5 ist (siche [3]).

Aus dem Satz 3 folgt, dass das optimale Parameterpaar ooy ﬁop,] fiir welches
(T (%pi> Bopy)) = min o(T(a, p)) ist, im Inneren des Gebietes Q liegt. Tm folgenden

[, BleR2

Satz 4 wird ein gewisses Paar der Parameter [«,, B,] gefunden, das eine praktisch

=

o5 0(3 O(Q oy o

T
|
I
|
|
!
I
|
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i Abb. 2. 3'7

Abb.3.
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anwendbare Approximation des Punktes [ot(,p‘, Bupl] bietet. Durch das Symbol B,
bezeichnet man jetzt dic Menge der Punkte des Graphen der Funktion 8 = B,(«).

Satz 4. Esseil — /(1 — M?) < m*> < M* und
) a= (O = M= [+ (- M) = ],
Bo = =21 — m?)[1 + (1 — M) — m?].
Dann ist [oo, Bo] der innere Punkt des Gebietes Q und es gilt

) AT (@opis Bop)) = @(T(ao, Bo) = min o(T(x, B)) =

[2,1eB1
— I (M? = (1 + (1~ MR (1= m)] <
< [1 =y =M))[t+ (1 = M3],
wobei fiir m*> = M? offenbar die Gleichheiten
Q(T(aop" ﬁom) = Q(T(aO’ /}0)) =0

gelten.

/

Beweis. Die Graphen der Funktionen By(x) = —2x(1 — /(1 — M?))/M? und
by(«) schneiden sich in den Punkten [a;, —1] und [«, f6], wo

ae = (1 + (1 — M) (1 — m?)2 /(1 = M?),

B = Bi(es) = —(1 — m?)[{/(1 — M?)

und o5 < o < ay gilt (fiir m? = M? ist dann o = a5, B = —/(1 — M?), wobei
fiir o < a < oy by(a) < By(«) gilt). Man kann leicht beweisen, dass f, = By(xo)
(d. h. [otg, Bo] € By) und g < &y < ay gilt, so dass [ag, B,) € Int Q ist.

Man untersuche nun die die Zahl o(T(x, 8)) auf der Geraden B,. Es ist aus den

.....

werten pu?, i = 1,...,n der Matrix B? entsprechende Wurzeln der quadratischen
Gleichung (4) sind. Es ist weiter aus der Arbeit [3] bekannt, dass der gegebenen
Zahl p? zwei komplex adjungierte Wurzeln der Gleichung (4) entsprechen, solange
o > Ound

=20(l + /(1 = )i = B = =21 = J( = i}))ui

ist; das Quadrat ihrer Absolutwerte gleicht dabei der Zahl
(10) Lw) = [(1 = 2 — (1 + p)]jec

Falls man nun B,(x) = —2x(1 + /(1 — M?))/M? bezeichnet, kann man leicht fest-
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stellen, dass fir oy < o < o, die Beziehungen

=2o(1 + J(1 = p})ui < =201 + J(1 = M?))/M? = B,(a) <
< by(2) = By(o) = =2o(1 = (1 = M?)[M?* <
< —2(1 = (1 = )i

gelten. Davon folgt, dass fiir alle Punkte des Gebietes @, fiir dic by(x) < f < B(«)
ist (dieses Gebiet bezeichnet man mit Q') und fir alle Zahlen uf, i=1,...,n die
Gleichung (4) nur komplex adjungierte Wurzeln besitzt, deren Quadrat im Absolut-
wert der Zahl (10) gleich ist.

Fiir [o, ] € Q' gilt jetzt
(11) L(w;) < L(m)

angesichts dessen, dass fiir [o, f] € Q' die Ungleichung f > —1 gilt.
Es gilt ferner

(12) © L(m) = —m?foa? < 0.
. P
Aus (11) und (12) folgt
(13) min ¢*(T(x, B)) = min L(m).
[z,8]eR2’ [x,B]eBy

In Hinsicht darauf, dass fiir [, 8] € B, f = By(x) = —2x(1 — /(1 — M?))/M? ist,
bekommt man nach der Einsetzung in (10) den Ausdruck

I(2) = [(1 = a)> = m* + 2am*(L — /(1 — M?))/M?][a” .

Aus der Beziehung
fl(a) = 2ol — m2(1 — J(1 — m2)M?] — (1 — m?)}ja® = 0
o

bekommt man sofort o = (I — /(1 — M?))(1 — m?)[[1 — J(1 = M?) — m*] =
=0, und B = —2(1 — m?)[[L + J(L — M?) — m*] = B, angesichts B = B,(a).
Es ist also

(14) min L(m) = [(1 — o0)* — m*(1 + Bo)]/og =

[x,81eB,
= O~ (1 = (1= M (1 - ).
Nachdem Q' = Q ist und (13), (14) gilt, bekommt man sofort die Behauptung (9)
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des Satzes 4 (die Ungleichung
m*(M? — m?)[(1 — J(1 = M?))* (1 — m?) <

<[t = (= MR+ (1= MR
kann man dann leicht beglaubigen).

Bemerkung 2. In dem Satz 4 haben wir vorausgesetzt, dass 1 — /(1 — M?) <
< m* < M? ist. Solange m* < 1 — /(1 — M?) ist, folgt von dem Satz 3, dass das
Gebiet Q nur den Punkt [4(1 + /(1 — M?)), —1] enthilt, wobei

o(TR(L + (1 = M?), 1)) = [1 = J(1 = M)]][1 + (1 = M?)]

ist; die Konvergenzgeschwindigkeit des untersuchten Verfahrens gleicht in diesem
Fall der Konvergenzgeschwindigkeit des Oberrelaxationsverfahrens (siehe Satz 2
aus [3]).

Solange m? = M2 ist, ist [0, Bo ] = [/(1 — M?), =2/(1 — M?)/(1 + /(1 — M?))]
und es gilt [, Bo ]= [dapes Popils €(T(%, Bo)) = O (vergl. Satz 5 aus [3]).

Falls 1 — /(1 — M?) < m* < M?ist, gilt fiir das im Satz 4 gesuchte Paar [0, f; ]
die Ungleichung

o(T(20, o)) < [t = /(1 = M)JI[1 + (1 = M?)]

und das untersuchte Verfahren gibt eine schnellere Konvergenz als das Oberrelaxa-
tionsverfahren. Den Punkt [ao, o] kann man also fiir eine gewisse praktisch anwend-
bare Approximation des Punktes [0, f,,.] halten.

Zum Schluss bemerken wir noch, dass die Ableitung der expliziten Formel fiir
[epe> Bope] im Falle 1 — /(1 — M?) < m? < M? sehr schwierig ist, da die Aufgabe
zur Losung komplizierter algebraischer Gleichungen hoheren als zweiten Grades
fithrt. Bezeichnet man nidmlich mit I,(x;), L,(i;) die Quadrate der reellen Wurzeln
der Gleichung (4), die der Zahl y; entsprechen, d. h.

L) = [=2(1 — ) — i + /(uiB? + dafui + da?pii) P [o*
Ly(u) = [—2(1 — a) o — pip — J(ui B> + 4aBpi + 4o pil )] fo*,

kann man aus dem Verlauf der Funktionen L,(y;), L,(1;), L(i;) in der Menge € be-
weisen, dass die Zahl Q(T((X, ,B)) ihren Minimalwert an der Kurve C annimmt, die
folgendermassen definiert its:

[o, B] € C < max (L,(M), L,(M)) = L(m).

Aus dem Satz iiber die gebundene Extremalpunkte folgt dann, dass man den Punkt
[topes ﬁum] als einen im Gebiet Q liegenden Schnittpunkt der Kurve C mit dem

219



Graphen der Funktion
B =Ca) = {M*(1 — o — m*) — m*}/m*{M*(1 — o — m?) + am?}

bekommen kann; es gilt dabei, dass C(rx) = B,(a) ist und dass die Gerade B, die
Tangente der Kurve C mit dem Beriihrungspunkt [oy, S ] ist.
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Souhrn

POZNAMKY K OPTIMALISACI JEDNE DVOJPARAMETRICKE
ITERACNI METODY

MIROSLAV SISLER

Prdce se zabyvd jistou iteraéni metodou pro feSeni soustavy linedrnich rovnic
tvaru x = Bx + b s 2-cyklickou matici. Iteraéni metoda je ddna predpisem x, ., =
= T(«, ) x, + P(a, ) b, kde T(x, ), P(x, B) jsou jisté matice zdvislé na matici B
a dvou Ciselnych parametrech o, 5. Vzhledem k tomu, Ze uvaZzovand metoda je zobec-
nénim fady béZnych iteraénich metod, véetné metody superrelaxaéni, jsou v praci
uddny explicitni formule pro jisté hodnoty parametrd o, , pro néZ metoda konver-
guje rychleji neZ metoda superrelaxacni.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Miroslav Sisler, CSc., Matematicky tstav CSAV, Zitna 25,
115 67 Praha 1.
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